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PREFAZIONE  ALLA  PRIMA  EDIZIONE 

{Novembre  1894) 


Nel  libro  che  ho  1'  onore  di  presentare  al  pubblico  degli  stu- 
diosi, si  trova  riprodotta,  con  molte  aggiante  e  non  Eenza  qualche 
lieve  modificazione,  quella  parte  dello  mie  lezioni  universitarie  che 
È  stata  pubblicata  gik  da  molti  anni  in  edizioni  litografate. 

Ogni  paragrafo  è  per  Io  pi&  accompagnato  da  Note  ed  Eser- 
cizi. I  teoremi  enunciati  nelle  Note  vi  sono  anche  quasi  Bempre 
dimostrati.  Benché  molti  di  essi  non  siano  meno  importanti  di 
quelli  dimostrati  nel  testo,  ho  stimato  tuttavia  trattarli  separata- 
mente nelle  Note,  potendo  essi  anche  omettersi  in  una  prima  let- 
tura del  libro  senza  che  perciò  venga  pregiudicata  l'intelligenza 
di  ciò  che  segue. 

Fra  le  varie  aggiunto  fatte  va  notato  il  capitolo  sui  principi! 
della  teoria  degli  irrazionali  algebrici.  Questa  teoria  non  viene  or- 
dinariiimeiite  trattata  nei  corsi  di  algebra  complementare,  MI  è 
parso  però  che  in  un  libro  sulla  teoria  delle  equazioni  non  potesse 
mancare  il  teorema  dell'inipossibiiitli  di  risolvere  per  radicali  le 
equazioni  di  grado  superiore  al  quarto,  e  nemmeno  l'altro,  che  è 
pare  di  pertinenza  dell'  algebra,  dell'impossibili t&  di  trisecave  un 
angolo  qualunque  coi  solo  uso  della  riga  e  del  compasso  adope- 
rati nel  senso  di  Euclide.  Dal  resto  gli  altri  paragrafi  di  quel  ca- 
pitolo sono  un  fondamento  indispensabile  per  quanti  vogliano  av- 
viarsi ai  rami  pifi  elevati  dell'algebra  superiore. 


lyCoOt^lc 


PREFAZIONE  ALLA  SECONDA  EDIZIONE 

(M»seio  1898) 


In  qnesta  DaoTH  edizione,  ad  eccezione  dei  capitoli  VI,  Vili,  XI  (*) 
rimasti  pressoché  identici  a^li  omonimi  della  prima  edizione,  o 
del  capitolo  X  modificato  soltanto  leggermente,  tutla  l'opera  pre- 
senta, rispetto  alla  prima  edizione,  notevoli  miglioramcnli,  rima- 
neggiamenti ed  aggiunte. 

Il  capitolo  IX  {,**)  è  quasi  interamente  nnovo.  In  questo  capitolo  fao 
stimato  opportuno  far  seguire  ai  teoremi  fondamentali  snlla  tras- 
formazione lineare  delle  forme  quadratiche  i  principi!  della  teoria 
degli  invarianti  e  covarianti  tanto  utili  nella  trattazione  analitica 
delle  proprietà  projettive  delle  figure. 

Confido  anche  che  non  sia  per  sembrare  inopportuna  l'ititrodu- 
zione  alla  teoria  delle  funzioni  otiittiche,  fatta  in  modo  sommario 
nelle  Note  (pagg-  302-3OG  e  336-3WJ  ;  giacché  sembra  oggimai 
tempo  che  auche  queste  trascendenti  trovino  un  po'  di  posto,  ac- 
canto alle  trascendenti  elementari,  nei  libri  d'istituzione  destinati 
a  porre  i  primi  fondamenti  dell'analisi. 

Finalmente  eredo  utile  far  sapere  che  tutta  l'opera  è  stata  ac- 
curatamente riveduta  anche  per  quanto  riguarda  l'esattezza  delle 
formole  e  la  correttezza  della  stampa. 


{•)  Che  sono  rispetti  vani  eu  te  i  capitoli  XIII,  XV  e  X  della  tersa  edizione. 
{")  Che  è  divenuto  il  XVI  della  terza  edÌEione, 
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PREFAZIONE  ALLA  TERZA  EDIZIONE 

(Maggio  1902) 


La  prcBcnte  edizione  delle  mie  lezioni  di  algebra  complementare 
si  distingue  in  particolar  modo  dalle  precedenti  per  l'aggianta  di 
alcani  capitoli  nei  quali  ho  esposto  abbastanza  difTuBamente  gli 
elementi  della  teoria  dei  nanieri  naturali  e  di  quella  dei  nnmeri 
negativi  e  frazionarli,  in  una  parola  quei  primi  fondamenti  del- 
l'aritmetica e  dell'algebra  che,  per  il  passato,  si  presupponevano 
gijt  ben  famigliari  al  lettore. 

E  quasi  inutile  di  far  rilevare  che  aggiunte  cosiffatte  non  po- 
tevano avere  soltanto  lo  scopo  di  rendere  il  libro  accessibile  an- 
che ad  un  lettore  ctie  mancasse  dei  primi  rudimenti  ;  e  come  in- 
vece io  sia  convinto  che  esse  potranno  riuscire  di  qualche  van- 
taggio anche  a  qnelia  particolare  classe  di  studiosi  ai  quali  il  mio 
libro  era  ed  è  più  specialmente  indirizzato. 

E  cosi  6  difatli,  e  per  doppUi  ragione.  Primieramente  perchè 
.anche  a  chi  già  si  trovi  in  pieno  e  sicuro  possesso  dei  primi  ele- 
menti, appare  spesso  utile  e  talora  anzi  necessario  (per  la  diffor- 
miia  e  varietà  stessa  dei  metodi,  non  sempre  ugualmente  rigorosi, 
che  hanno  servito  ad  apprenderli)  di  richiamare  questo  o  quello 
dei  panti  fondamentali  sui  quali  si  accinge  ad  elevare  il  nuovo 
edttlzio,  allo  scopo  di  valutarne,  con  sintesi  uniforme  rapida  e  ri- 
gorosa, la  portata  precisa  ed  il  nesso  logico  che  li  congiunge  alle 
verità  già  conseguite  o  da  conseguirsi.  L'altra  ragione  poi  ha  la 
sua  radice  nel  desiderio,  ben  naturale,  di  ogni  spirito  scientifico 
di  ricollegare  quel  complesso  di  verità  che  attualmente  lo  inte- 
ressa, alle  stesse  forme  primordiali  del  raziocinio,  dcducendolc 
da  esse,  non  solamente  per  la  via  più  semplice  e  più  diretta,  ma 
altresì  nel  modo  piii  confacente  all'attuale  suo  punto  di  vista;  diguì- 
sachè  i  primi  elementi  si  presentino  addirittura  sotto  quella  me- 
desima luce  che  su  di  essi  hanno  gettato,  assai  più  tardi  e  sol- 
tanto come  per  riverbero,  quelle  stesse  verità  di  ordine  più  ele- 
vato che  sono  appunto  l'oggetto  del  nuovo  trattato. 

Aggiungerò  che  V  indirizzo  combinatorio  da  me  adottato  per 
r esposizione  dei  primi  fondamenti,  nel  mentre  risponde  piena- 
mente a  quest'ultima  ragione  puramente  scientìRca,  6,  a  mio  av- 
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viso,  il  più  consigliabile,  ancbe  dal  ponto  di  vista  didattico,  per 
la  preparazioite  elementare  a  qaalsiasi  ramo  delle  matematiche 
razionali.  Si  veggano,  a  proposito  di  tutto  ciò,  te  mie  tre  pabbii- 
cazioni  (riunite  nel  volame  XXXIX,  1901,  dei  Giornale  di  Matematj- 
cbe  di  Battaglinì)  :  Svll'  ordine  di  precedenza  fra  le  operazioni  fon- 
damentali dell'  aritmetica — Sulla  generi  combinatoria  dell'  aritme- 
tiea — //  concetto  di  valore  e  l'introduzione  nelV  aritmetica  dei  nu- 
meri negativi  e  frazionarli. 

Devo  anche  notare  come,  dopo  l' aggiunzione  delle  teorie  ele- 
mentari cai  si  è  ora  accennato,  mi  è  parso  indispensabile  sosii- 
tuire  al  titolo,  di  indole  paramente  scolastica,  di  lezioni  di  algebra 
complementare  quello  piij  scientiflco  di  istituzioni  di  analisi  alge- 
brica; giacché  queat'nltìmo  rappresenta  assai  meglio  la  naiurs  del 
mio  libro  quale  esso  b  attualmente,  cioè  In  fasìone  in  un  tutto  omo- 
geneo degli  elementi  dell'algebra  e  dei  loro  complementi. 

Per  quanto  riguarda  gli  altri  miglioramenti  apportati  al  mio 
libro  in  questa  nuova  edizione,  basteranno  due  parole.  Eesi  con- 
sistono principalmente  in  un  certo  maggiore  svilappodato,  in  ap- 
posito capitolo,  agli  elementi  di  analisi  combinatoria  e  special- 
mente ni  primi  elementi  della  moderna  teoria  dei  gruppi;  nell'ag- 
giunta di  un  nuovo  capitolo  consacrato  alle  generalità  nulla  con- 
tinuità e  derivabilità  delle  funzioni;  e  finalmente  nell'aggiunta  di 
alcuni  nuovi  §§  (i  §§  9,  10,  U  e  12  del  capitolo  XI)  nei  quali  vengono 
esposti  gli  clementi  della  teoria  delle  funzioni  ellittiche,  che  per  il 
passato  erano  stati  soltanto  sommariamente  accennati  nello  Note. 


ATVJB&TEXBA 

(Jne!  £§  che  nell'indice  delle  ranterie  sono  contruBso^nati  con  un  arite- 
risco,  eooo  destinati  apeeialments  &i  j;tovani  che.  ottenuta  la  licrnia.,  in- 
tendono poi  proseguire  ^li  studi  dì  matematiche  puro.  In  ogni  modo  tutti 
coloro  che  crederanno  ravvisare  in  essi  un  complemento  utile,  se  non  in- 
dispensabile, alla  loro  coltura  matematica,  potranno  ometterli  in  una 
prima  lettura  del  libro  e  ritornarvi  sopra  più  tardi  dopo  avar  espletato 
il  norso  ili  tutte  le  suo  parti  più.  fondamentali. 

Alcuni  altri  gg  (p-  e*-  '1  ^°  "lei  Gap.  XIll)  vengono  svolti  ordinaria- 
mente nel  corso  di  calcolo  infinitesimale,  ed  altri  (Gap.  XTI,  1-8)  veof^ono 
spesso  esposti  in  modo  pressoché  equivalente,  benché  con  vesta  geome- 
trica, nei  corsi  paralleli  di  geometria  analitica  e  di  gipomotria  projettivn. 
Quanto  poi  ai  Capitoli  I,  Il  e  IV,  essi  non  sono  che  un  riassunto  di  quella 
parto  dell'insegnamento  secondario  che  é  necessaria  a  chi  imprenda  lo 
studio  dell'  algebra  complementare. 
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Funzioni  intere  e  funzioni  razionali 


CAPITOLO   V. 


Teoria  del  determinanti  e  Boa  applicazione 
•Ila  rlsolazlone  dei  problemi  algebrici  di  1°  grado. 


8  1.'  —  Definizione  di  determinante 

Esercizi 

g  'Zy  —  Proprietà  foDdamentali  dei  determinanti 

§  8.»  —  Aggiunti  di  un  determinante 

Note  ed  Esercizi 

g  4.'  —  Sistema  di  n  equazioni  lineari  ed  omogenee  fra  n  inco- 
gnite   

Note  ed  Esercizi 

g  5.'  ~  Risoluzione  di  un  sistema  qualunque  di  ni  equazioni  li- 
neari omogenee  fra.  n  incognite.  Dipendenza  e  indipen- 
denza delle  equazioni  e  delle  forme  che  le  rapprasen- 

Note  ad  Esercizi 


lyCoC^IC 


~    XII    — 

—  Sigtenift  di  m  equazioni  lineari  non  omojtenee  con  n  in- 

cognite. Coadisioni  di  compatibilità pag   ISB 

Note  ed  Esercisi.  (Intarpretaiioni  geometricha]    .     •     .     .     >     198 

—  Svilnppo  di  nit  determinante  per   mezEo    di    prodotti    di 

minori  oompleoientari.  Regola  per  il   prodotto   di   due 

determinanti >  200 

Note  ed  Esercizi >  205 

-Moltiplicazione  delle  matrici >  207 

—  Bostitnaioni  lineari.  Biduziane  delle  matrici >  208 

Note  ed  Esercizi.  (Interpretazioni  cinematiche.  — ^Sostitu- 

zioni  con  coefficienti  interi) >     213 


CAPITOLO  VI. 
Elementi  del  calcolo  delle  fuDiloDl  raslonafl  Intere 


g  I.°  —  Il  doterminanto  delle  differenze  e  il  principio  di  identità 
per  le  funzioni  intare  dì  una  □  più  variabili  .... 

Note  ed  Eserciti. 

*fi  S."  —  11  principio  delle  disef(naglianzo 

Esercizi 

*g  6.'  —  Balla  determinazione  delle  funzioni  intere.  Interpolazione. 

Note  ed  Esercizi 

§  4,"  —  La  regola  di  Buffini.  Abbassamento  del  grado  dì  un'equa- 


Note  ed  Esercìzi 

*§  5.°  — Altra  dimostrazione  del  principio  d'identità 

Nota 

*g  8,*  —  Nuova  dimostrazione   e   generalizzazione   della   formala 

del  binomio,  (f  ormola  di  Vandermonde) 

Note  ed  Esercizi 

%  T.°  —  Legge  di  derivazione.  Sviluppo  di  Taylor 

Note  ed  Eserciti 

*§  8,° — Nuova  dimostrazione  della  formola  per  la  potenza  dì  nn 

P"Iinoniio 

%  9,'  —  Derivazione  parziale.  Sviluppo  di  Taylor  per  funzioni  in- 
tero di  più  variabili 

§  10,°— Teoremi  sulle  funzioni  simmetriche  intiere  dì  più  variabili. 

Noie  od  Esercizi 

•§  11.' — Funzioni  a  dne  o  più  valori 

§  12." — Quoziente  di  due  funzioni  intere 

Esercizi 

§  18.' — Massimo  comun  divisore  di  due  funzioni  intoro.     .     .     . 
Note  ed  Esei'oizi 


CAPITOLO  VII. 
Operasloni  con  nomerl  reali. 


-Problemi  che  conducono  alla 


-  Definizione  dei  numeri  irrazionali . 
Note  ed  Eserciti 
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{  8.°  —  Crìteriì  par  riconoscere  1'  aguaglianza  o  diaugaagliania 

di  duo  numeri  definiti  per  metio  di  olbssi pag. 

Note  ed  Esercizi >  S 

g  d.>  —  Operazioni  fondamentali  con  nameri  reali *  ! 

Kote  ed  Esercizi >  £ 

g  5." — ^Lìcaite  di  una  sucoessione  <ptojf ressi ona)  infinita  di  nn- 

meri  reali -  >  j 

Note  ed  Esercìzi >  S 

§  6.»  —  Operazioni  fondamentali  su  limiti  finiti t  S 

Note  ed  EsarcLzi »  S 

%  7.°  —  Limiti  di  alcune  espressioni    esponenziali.    Potenze    con 

esponente  reale  e  logaritmi  dei  numeri  reali  ....  »  '. 

Note  ed  Esercizi *  t 

§  8."  —  Seria  «  termini  reali »  1 

Noto  ed  Esercii.  (InSuenza  dell'ordine  del  termini  aulla 

somma  delle  Ctirie) >  I 

§  9.*  —  Serie  a  termini   reali  e  positivi >  { 

Note  ed  Esercizi.  (Teorema  di  Kuinmer)  .......>{ 

8  10.° — Serie  esponenziale.  Logaritmi  naturali  dei   numeri  reali.  >  S 

Note  ed  Esercizi >  8 

§  11."— Frazioni  continue li 

Note  ed  Esercizi >  E 

CAPITOLO   Vili. 


Oenerttlltb  aalla  continoltà  e  dertTablIlfcà  delle  funxlottl 
di  vartabill  reali. 


1  campo   . 


g  1.°  — Campo  di  Tariabìlit&  reale  di  specie  n 

Note  ed  Esercizi 

%  2."  —  Interno,  contorno  e  conf 

Note  ed  Esercizi 

§  S.«  —  Kstremo  superiore  ed  estremo  inferiore  di  un  campo  fi' 
nito  di  prima  specie 

Note  ed  Esercizi 

§  4."  —  Continuità  delle  funzioni  di  Dna  variabile  reale      .     .     . 

Note  ed  Esercizi 

§  5.°  —  Snlla  continuità  delle  funiioni  intera 

5  6.°  —  Sulle  radici  di  una  fonziono  continua  di   nna   variabile 

Note  ed  Esercizi 

g  1."  —  Definizione  Kenerale  della  daritata  di  una   funziono.  E- 

Note  ed  Eserciti 

g  8.°  —  Derivata  della  somma,  del  prodotto  e  del  quoto  dì  due 

funcioni 

Note  ed  Esercii! 

g  9.°  —  Sulla  multiplicità  delle  radici  di  un'equazione    .... 

Nota 

g  lO.— InterprelaKione  geometrica  di  una  funzione  e  delia  sua 

prima  derivata 

Note  ed  Bsercici 

*g  1(.° — Limite  di  una  progressione  infinita  di  punti  analitici  di 

Nota 

*g  12.* — Continuità  delle  funcioni  dì  più  variabili  reali  .... 
Note 
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CAPITOLO  IX. 
Proprietà  generali  delle  eqaailonl  a  eoefflelentl  reali. 


§  1."  —  Osservotioni  preliminari 

%  2.°  —  Pariti  0  disparità  dal  numero  di  radioi  dì  na'eqnacioae 
oompreBe  fra  dna  nameri  dati.  (Coordinate  ellittiche)  . 

Note  ed  Eieruìii 

§  S."  — Sbruì  di/(a!)edi/'(a:)inpro»9Ìmità  delle  radioi  di /(:e)=0. 

CoDSBgnanza  diverse    .     .     .^ 

Note  ed  Esercizi.  (Polinomi  di  Lef^endra) , 

§  4.'  —  Variazioni  e  permanenze.  Teorema  di  Badan  e   Fourier. 

Refjola  dei  segni  di  Oartnsio 

Note  ed  Esercizi.  (Teorema  di  Lagnerrej 

9  &.■  — Teorema  di  Sturm ' 

Moto  ed  Esercizi 


CAPITOLO  X. 
Bliolailone  namerloii  delle  egaastonl. 


—  Dolermi nasione  di  limiti  oho  oomprendano  le  radioi  reali 

poaitiTS  (o  negativo)  di  nn'eqoaziono  a  coefficienti  reali. 
Note  ed  Eserciti 

—  Separ&EÌoDC  delle  radici  reali  di  un'  equazione  a  coeffi- 

cienti reali 

Noto  ed  Esercizi 

—  Applicatione  del  caloolo  delle  differenze 

Note  ed  Esercisi 

-'  Altri  teoremi  ani  calcolo  della  diffarenco 

Note 

—  Approasimasione  delle  radici.    Metodo  di    Newton.   Ag- 

giante  dì  Fourier 

Eaerciai 

—  Metodo  di  Homer  per  l'approseìmazione  delle  radici.  Uso 

simultaneo  dei  metodi  dì  Horner  e  di  Newton     .     .     . 
Note  ed  Eserciai 


CAPITOLO  XI. 
OperasioDl  con  nnmert  oompleasl. 


§  l.o  —  Operazioni  fondamentali 

S  2.°  —  RappresentazioDe  geometrica  dei  numeri  oompleasi 
Eseroiii 
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g  S.»  — Ponna  ti igoao metrica  di  nn  numero  complesiO.     .     .     .  pt 

Note  ed  EBerciii 

i  4."  —  Hadioì  dei  nameri  complMai 

Note  ed  Eserciii 

g  à."  —  Limiti  e  serie  di  numeri  compleaii 

Note  ed  Esercisi.  (Teoremi  di  Dirichlet  e  di  Abel.  Serie 

binomiale) 

§  C."  ~  Forma  espoceuiiale  dei  nnmeri  conpleBsi.  Belasioni  fra 
le  fumioui  trigonom  etri  ohe  e  le  fuDEÌoni  espon  enfiali. 

Note  ed  Eaerei  ai 

^  7,°  —  Logaritmi  caturali  dei  numeri   compIeBsi.    KelaaiODi   fra 
le  funiioni  logaritmiche  e  le  funzioni  ciò  lom  e  tri  eh  e 

Note  ed  Eserctii 

•g  8.°  —  Numeri  Bernoulliani  e  loro  relazione  colle   aomme   delle 

potenze  simili  dei  numeri  naturali 

Note  ed  Eaercizì 

'i  9.*  — Le  funzioni  B  di  Jaoobi 

Note  sd  Esercizi 

*§  ll).°~  Rei  azioni  fondamentali  fra  le  quattro  fonzioni  d    .     .     . 

Note  ed  Esercizi 

*S  ll.o — Funzioni  ellittiche  a  periodi  indipendenti  ...... 

Note  ed  Esercizi 

'i  12.'>— Derivate  delle  funzioni  ellittiche.  Le  funzioni  ellittiche 

ordinarie:  eu(n  ,  k)  ,  on(u  ,  k)  ,  dn(u  ,  k) 

Note 

*§  13.°— Serie  che  procedono  ayondo  le  potenae  intere  e  positive 

di  Dna  variabile 

Note  ed  Bserciii.  (Serie  ipergeometrìca.  Serie  logaritmica). 

CAPITOLO  xir. 


Delle  radici  dell'equazione  di  grado  n. 

S  1.°  — Teorema  fondamentale   dell'esistenza    di    Dna   soluzione 
reale  o  complessa  di  Dn'eqnaEione  qualunque  di  grado  n. 
'I  2.'  ■—  Dimostrasione  del  Postulato  ammesso  nel  g  precedente. 
S  S.°  ~  Ogni  equazione  di  grado  »  ammette  precisamente  n  ra- 
dici distiate  o  non  distinte 

Note  ed  Esercizi,  (Porìsmi) 

§  ^°  —  Belazioni  fondamentali  fra  le  radici  ed  i   coefficienti  di 

un'equazione 

Esercizi 

§  5,°  — Delle  fnuKioni  simmetriche  delle  radici  di  un'equazione 

del  grado  r 

Rote  ed  Eseroizi 

S  B.°  —  Discriminante  di  un'equazione.  Hisoluzìone  generale  delle 

equazioni  di  2°  grado 

Note  ed  Esercizi 

B  7," —  Decomposizione  delle  fundoni  intere  a  coefficienti   reali 
in  fattori,  a  coefficienti  reali,  di  1°  e  di  2°  grado    .    . 

Esercizi  

i  8."  —  Espressioni  radicali.  Eliminazione  dei  radicali  dalle  equa- 
zioni algebriche 

Note  ed  Esercizi 

*S  9." —  Sviluppo  delle  funzioni  razionali  in  serie  procedenti  se- 
condo le  potenze  della  variabile.  Modulo  e 
radici  di  un'equazione 
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Xmtcuì'. pag.  643 

*|  10." — Zia  fniuioni  simmetriche  complete.  Teoremi  sol  modulo 

mkBBimo  delle  radici  di  au'eqnftiioDe >     M3 

Note .546 

CAPITOLO  xm. 

T«orl»  («nenie  d«ll»  dlTlalbllltà  e  deU'eliminaalone. 

f  1."  —  Qnoiiente  a  reito   di    due   fnniiDUi    intere.   Nocione  di 

campo  di  raiioniilità >  Mtf 

Note  ed  EMrciii >  550 

f  2."  —  I>ÌTÌBÌbilità  dello   fnniioni   intere  rispetto   ad   nn  dato 

campo  di  rationalitài >  ivi 

Note  ed  EBerciti-  (Teorem»  di  Q&qbb) >  555 

i  B.°  —  Abbassamento  del  grado  delle  eqaaaioni  dotate  di  radici 

multipla •  567 

Eseroif  i •  S&U 

I  4,"  —  Decomposi! ione  di    ana   funzione   ragionale   in  frasioni 

paniali >  5G9 

Note  ed  Eiercizi >  S6'2 

§  6."  —  Della  Bienltante  di  dne  eqnasioni >  56S 

Note  ed  Eseroìii - t  GB!) 

8  6.°  —  KÌBaluciono  dì  nn  sistema  di  dae'eqnaiioni  con  due  in- 

cognite    , *  571 

Nota  ed  Esercizi •  674 

*|  T."  —  Teoremi  di  Bézont  snll' eliminaziono  fra    più    equazioni 

con  altrettante  incognite >  67t> 

Nota  ed  Eseroìsi.  (Eltminaiione  col  metodo  delle  funzioni 

•immetrìcbe) >  582 

CAPITOLO  XIV. 

Traaformaxione  delle  eqnaslODl.  Riulazlone  fcenerale 
delle  eQDailont  del  prtml  quattro  gradi. 

i  1."  —  Trasformazione  lineare  di  una  variabile.  Trasformazione 

lineare  di  un'equazione  ad  un'incognita 

Note  ed  Esercizi.  (Sosticazioni  lineari  a  coefficienti  Interi) 
(  2."  —  Trasformazione  a  radici  aumentate  

I  8,°  —  Trasformazione  a  radici  multiple.  DetcrminaKÌone   dalle 

radici  razionali  di  un'equazione  a  coefficienti  razionali.     •     598 

Nota  ed  Esercizi.  (Metodo  dei  divisori) >     595 

§  i."  —  TrasformaEÌone  a  radici  reciproche.  Equazioni  reciproche.     >     &97 

Nota  ed  Esercizi >     600 

§  G.°  —  Risoluzione  generale  delle  equazioni  del  8°  grado.     . 

Note  ed  Esercizi 

g  6."  —  Risoluzione  generale  delle  equazioni  del  4°  grado  .    . 

Note  ad  Eeeroiii 

9  7,"  —  Trasformazione  razionale  delle  equazioni 

Note  ed  Esercìzi.  (Metodo  dì  Eormite} 

*g  8."  —  Equazione  ai  quadrati  dalle  differenze 

Note  ed  Esercizi. 
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S  Si"  —  Metodo  di  Lagrange  per  la   risolutiotie   delle   equaiioDi 

di  8"  e  4°  grado pag. 

Note  ed  Esercisi f 

*i  10.°— Altre  trasformai  io  ni  di  equazioni.  Teoi-emi  di  Jerrard  e 

di  Sylveiter •     ( 

Note t     > 


CAPITOLO  XV. 


Frluclpil  della  teoria  do^ll  Irraxloaalt  algebrici. 

."  —  Della  ridattibilit^  e   irredattibilit&  delle  equazioni  in  od 

dato  campo  di  razionalità .■ 

Note  ed  Esercizi • 

"  —  Sulla  ridattibilità  delle  equazioni  bioomie  il  cui    grado 

Note  aii  Enercizi.  ( Irre d atti bil ita  di  3;''-'+a;''-'+-...+  l--0).     i 
°  ~  Forma^idotta  delle  espreaeìoiii  radicali  relative  ad  un 

datd  campo  dì  razionalità i 

."  —  Sulla  necessità  della  presenza  dei  radicali  quadratici   a 
cabici  nelle  farmele  di  risolnKÌone  generale  delle  equa- 

sìoni  algebriche < 

Note.  (Gaso  irreducibile  delle  equazioni  del  terzo  grado).     < 
"  —  Impossibilità  di  trisecare  nn  angolo  qualunque  col   solo 

UBO  della  riga  e  del  compasso i 

Note  ed  Esercizi i 

"  —  Impossibilità  di  risolvere  per  mezzo  di  radicali  le  equa- 
zioni generali  di  grado  superiore  al  quarto > 


CAPITOLO  xvr. 


TnMformailone  lineare  delle  forme  algebriche. 
InTarlantl  e  ooTarlaatl. 


—  Della  trasformazione  lineare  di  un  sistema  di  variabili . 
Note  ed  Esercizi.  (Projettività.  Omologia) 

—  Siatemi  controgredienti.  Trasformazione   lineare    di   una 
forma  lineare 

Note  ed  Esercizi 

—  Trasformazione  lineare  di  una  forma  quadratica,  Legge 

Note  ed  Eaerciii.  (Dexen erazione  delle  qaadricbe)  .     .     . 

—  Sostituzioni  ortogonali 

Note  ed  Eaeroizi 

—  Trasformazione  ortogonale  di  una  forma  quadratica  .     . 
Note  ed  Esercizi.  (Classificazione  della  quadriche)  .     .     . 

5  fi."  —  Sopra  alcuno  classi  di  equazioni  a  radici  tutte  reali .     . 

Note  ed  Eaeroizi.  (Forme  quadratiche  a  segno  costante). 
S  7."  —  Operazioni  di  palare.  Forme  polari 

Note  ad  Esercizi 

—  Forma  aggiunta  e  forma   reciproca   di    usa   forma   qua- 

Note  ed  Esercizi 

niLLi.  -  Ulitmioni  di  analiti  algebrica,  8."  ediz. 
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*é  IO." — Bdprimibilith  dei  covarianti  raziouftli  come  quoti  di  oo- 

— Proprietà  fondamentale  dei  covarianti 

— Belazione  fra  ordini,  )(r»di  e  peeo  di  un  covariante.  I»0- 

liBrieino  dei  suoi  termini 

Note  ed  Eaerciii 

— Covariante  j&oobìano  del  alstnma  di  n  forme  a'''    ■     ■     ■ 

Kote  ed  Esercisi 

•§  H.°— Covariante  H«esiano  di  nna  forma  «•'■ 

Noto  elEaerciii 

*§  I5.° — Sistema  completo  dejfl'in varianti  limuUanei  di  due  forme 
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ERRATA-CORRIGE 


pg.    56:  linea  IC"':  in  luogo  di  a  ba»e  dieci,  leggi  a  base  a. 

>  115:  linea  35™»;  in  luogo  di  {an.        ),  leggi  (art.  2-13). 

>  289  :  neir  enunciato   del   secondo    teort.-ma   dell'  art.  MH  sono 

sottintese  le  parole;  ail' infuori  del  gruppo  alternato. 

>  339  :  neiraltima  formola  :  in  luogo  dei  primo  membro  : 

\/(a:g-a:,)'+(!/j-y,)»+(«j  -«J»    leggi     \/(^a-Xii'+{ya-yi)*+(Zs-z,)'' 

*    342:  linea  38™»:  In  luogo  di  tutti  i  punti,  leggi  tutti  punti. 

>  357  :  in  luogo  di  §  8",  leggi  §  O",  e  così    poi    a    pg.    35U,    in 

luogo  di  §  9",  leggi  §  10°  ;  e  cosi  di  seguito  pei  rima- 
nenti §§  del  capitoio  Vili. 
»    363  ;  line  ti»  :  in  luogo  di  x,  ,  x, , . . . ,  a:„ ,  leggi  a;, ,  a^j , . . . ,  x^. 

»    410:  neir  eguaglianza  (I)  ;  In  luogo  di  &j(x),  leggi   —r—. 

Ls 

»    442  :  linea  22°"  :  in  luogo  di  daopu,  leggi  dando. 

>  469;  nella  formola  (6):  in  luogo  di  (w  +  ^ìleggif  w  +  ~-J. 

»    480:  in  luogo  della  seconda  formola,  leggi: 

,  ,      anu  cnv  dnv  +  BQv  cnu  dnu   • 

8n{«  +  v)  = — - — j— . 

1  —  fc*  Bn*M  sn'w 

»    483  :  linea  5"  ;  io  luogo  di  per  h  =  0,  leggi  per  k  =  0. 
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INTRODUZIONE 


1.  La  presente  opera  ba  per  oggetto  principale  di  stabilire  i  fon* 
'  damentl  dell'analÌBi  cosi  detta  algebrica,  potendosi  opportunamente 

definire  per    analiai  algebrica  quel  ramo  dell'  analisi   matematica 
che  ha  per  oggetto  lo  studio  delle  funzioni  algebriche. 

Per  comprendere  quindi  quale  sìa  il  campo  preciso  dell'analisi 
algebrica  e  come  esso  sì  differenzii  da  quello  dell'analisi  trascen- 
dentale è  necessario  richiamare  il  concetto  generale  di  funzione 
e  farsi  una  chiara  idea  della  distinzione,  odiernamente  adottata, 
di  tatte  le  ftinzioni  analitiche  lo  fanzlonl  algebriche  e  funzioni  tra- 
scendenti. 

2.  Come  si  vede,  non  è  possibile  dare  fin  d'  ora  il  concetto  di 
fanzione  algebrica  se  non  a  coloro  che  gift  abbiano  una  certa  co* 
noseenza  dei  primi  elementi  dell'aritmetica  e  dell'algebra  ;  e  sol- 
tanto a  costoro  sono  destinate  le  poche  parole  che  qtii  premettiamo 
a  gnisa  di  prolusione.  Gli  altri,  che  par  volessero  attingere  da  esse 
il  concetto  di  funzione  algebrica ,  potranno  ritornarri  più  tardi , 
dopo  aver  Ietto  i  punti  principali  del  capitoli  I,  II  e  IV  di  qaeste 
istituzioni  ;  e  specialmente  quanto  6  detto  alla  line  del  capitolo  IV 
circa  la  nozione  generale  di  funzione  e  quella  particolare  di  fun- 
zione intera. 

3.  Una  variabile  y  ai  dice  funzione  algebrica  delle  p  variabili 
indipendenti  Zj  ,  x, , .  .  . ,  Xp  allora  e  soltanto  quando  U  legame 
fra  fa  p  +  1  variabili  y  ,  x,  ,  x, ,  .  .  .  ,  Xp  si  può  esprimere  con  una 
equazione  : 

F(y,x,,x,,...,Sp)  =  0, 
essendo  il  primo  membro  una  funzione  intera  delle   p  +  t    varia- 
bili 7  , -^i  ,  "^t  Xj,- 

In  altri  termini:  il  legame  tra.  ìe  y  ,x,,Xf  , . .  .  ,Xp  d&r'  essere 
della  forma: 


^A.-y'x' 


essendo  le  À  certi  coefficienti  costanti  e  gli  esponenti  a, oc^ ,...,  «p 

dei  numeri  interi  e  positivi.  Cosi,  ad  esempio,  se  fra  le  tre  varìa- 
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bili  x,  y,  z  si  ponga  U  legame  : 

2a^»z  -  kx?yz*  —  fa?y''^  +  8a:*ff*  -7  =  0, 

ttna  di  esse,  per  eeempio  la  z,  sar^  fanzione  algebrica  delle  dae 
rimanenti  x  tA.  y. 

4.  In  particolare,  se  y  sia  una  Tanzione  algebrica  dell'unica  va- 
riabile X,  il  legame  fra  ^  ed  x  &ar&  della  forma  : 


^i.-x-iif^O. 


Dalla  natara  di  qnesta  relazione  emerge  chiaramente  che,  se  io 
laogo  di  considerare  come  variabile  indipendente  la  a;  e  come  va- 
riabile dipendente  la  y,  si  consideri  invece  come  variabile  indi- 
pendente la  y,  la  x  verrà  del  pari  ad  avere  il  carattere  di  nna 
funzione  algebrica  di  y.  A  seconda  che  si  scelga  la  a;  ovvero  la  y  ■ 
come  variabile  indipendente,  si  scriverà  danqoe  : 

y  =  f(x),    oppure    a:  =  ?(y), 

ma  le  dae  funzioni  f  e  <f,  in  generale  fra  loro  ben  distinte,  sa- 
ranno entrambe  algebriche. 

Cioè:  la  funzione  inversa  di  una  funzione  algebrica  è  del  pari 
una  funzione  algebrica. 

6.  Tatto  le  funzioni  che  non  sono  comprese  nella  categoria , 
testé  definita,  delie  funzioni  algebriche,  si  dicono  fauzìoni  tra- 
tcendenti. 

Sarà  ora  conveniente  di  passare  in  rivista  tatte  quelle  fnnzioni 
che  si  presentano  fino  dagli  elementi  delle  matematiche,  per  ve- 
dere quali  di  eBBo  siano  fnnzioni  algebriche  secondo  la  definizione 
da  noi  data,  o  quali  siano  invece  da  classificarsi  fra  le  fanzionl 
trascendenti. 

6.  Le  funzioni  più  semplici,  almeno  dal  panto  di  vista  della  co- 
struzione della  loro  espressione  analitica,  sono  le  stesse  funzioni 
intere.  Esse  sono  evidentemente  algebriche,  polche,  se  jr  è  ona 
funzione  iotera  delle  variabili  x^  ,  x^  , . . .  ,  x^,  ai  ha  : 

y=Y^A-'x''xt'*...x^ , 
d' onde  ; 

1/  -  2]  Aaii"'  x^ . , .  x^f  -  0, 

cioè  il  legame  fra  j/  e  le  Xj  ,  x,  , . .  . ,  Xp  6  espresso  appunto  dal- 
l'uguagliare  a  zero  una  funzione  intera  delle  ^  H:  1  variabili  y., 

«i  ,  Xi  ,  .  .  .  ,  Xp. 

7.  Dopo  le  funzioni  intere  si  presentano  le  funzioni  cosi  dette 
rnzionali.  Esse  si  possono  sempre  ridurre  alla  forma  di  qnoto  di 
duo  funzioni  intero  ;  cosicché  se  ^  è  una  fanzione  razionate  delie 
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,  x„,  si  potr&  scrìvere  : 


Sb. 


Da  questa  espressione  emerge  ohe  Je  funzioni  razionali  appar- 
tengono alla  categoria  delle  funzioni  algebriche. 
Dalla  precedente  egnagUanza  si  deduce  infatti  : 


Ì-S--." 


che  è  appunto  un'equazione  il  coi  primo  membro  h  eTidentemeste 
una  funzione  intera  delle  j»  +  1  variabili  y  ,  a, ,  «j , . .  .  ,  a;-. 

8.  Sono  del  pari  algebriche  le  funzioni  la  cui  espressione  si  com- 
pone operando  sulle  variabili  indipendenti  a;,  ,  X} ,  .  .  .  ,  Xp  e  sopra 
un  certo  nnmero  finito  di  costanti,  oltreché  colle  quattro  opera- 
zioni fondamentali,  anche  coll'estrazione  dì  radice  ad  indice  intero. 

Ciò  non  può  essere  dimostrato  completamente  che  più  tardi 
(quando  avremo  stabilita  la  teoria  delle  funzioni  simmetriche  delle 
radici  di  ana  equazione). 

È  però  facile  di  persuadersene  con  qualche  esempio. 

Sia  p.  es.  la  funzione  : 


+V- 


,=  1  +  1/3-»  W.'-5 


Di  qai  sì  deduce  : 


e  facendo  sparire  il  denominatore  : 

{y  -  ] )\x^  +  5)  =  Sar*  +  V^*^  ' 

onde  anche,  portando  il  termine  Zx?  nel   primo   membro   ed   ele- 
vando quindi  al  cubo  i  due  membri  : 

t(y  -  l)*(a:'  +  5)  -  3x*]'  =  a:*  -  5 
e  finalmente  : 

{{y  -  l)*(ic'  +  5)  -  3aJ>]'  -  a:*  +  5  -  0. 

Cioè,  sviluppando  il  cnbo  nel  primo  membro,  1'  equazione   che 
lega  j/  ed  a;  prenderà  appunto  la  forma  sopra  indicata: 

f{.^,y)  =  o 

in  coi  f  esprime  una  funzione  intera  di  x  ed  y. 

9.  Veniamo  ora  alle  funzioni  tn'^onomeMcAe  quali  sina;,  cosx,  tga;. 
Esse  sono  tutte  trascendenti,  del  che  possiamo  convincerci  ba- 
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sandocf  enlla  proprietà,  comune  a  tatte  qneBte  fanzioni,  di  essere 
periodi  e  Ae, 

Esse,  infatti,  riprendono  sempre  lo  stesso  valore  qaaDdo  all'ar- 
gomento X  si  dia  an  aumento  di  nn  multiplo  intero  positivo  o  ne- 
gativo di  2t,  intendendo  con  2ir  quel  numero  costante  che  esprime 
il  rapporto  f^a  la  lunghezza  di  una  circonferenza  ed  il  suo  rag- 
gio. Ciò  posto,  supponiamo  p.  ee.,  sa  è  possibile,  che  la  funzione 
1/  =  sinx  fosse  una  funzione  algebrica  ;  sì  avrebbe  allora  fra  x  • 
ed  y  una  relazione  della  forma  intera  ; 


^A.y«.a:l>  =  0. 


Questa  relazione  dovendo  essere  verificata,  ee  per  x  si  prenda 
nn  valore  qualunque  x^  +  2tìit  (6  intero  positivo  o  negativo)  e  per 
y  il  valore  corrispondente  : 

y  =  sln(a:o  +  2tìit)  =  sina:,, , 

si  avr&,  qualunque  eia  il  numero  intero  6  : 

2A-(sinjc,)«-(iCo  +  2r.6))>=0, 

cioè,  sviluppando  ed  ordinando  secondo  le  potenze  di  fi,  un'equa- 
zione della  forma  : 

OoS"  +  ai*""'  +  .  . .  +  a^,e  +  a„  =  0 

in  cui  le  «0 ,  a^ , . .  .  sono  coefQoientl  costanti  che  dipendono  dalle 
A  e  da  x^. 

Quest'  equazione  in  6  sarebbe  dunque  soddisfatta  dalle  influite 
soluzioni  9  =  1,  2,  3,  4, . . . 

Ora  ciò  è  contrario  ad  un  teorema  fondamentale  che  verrà  di- 
mostrato in  questa  stessa  opera  ;  cioè  che  :  un'equaeione  algebrica 
di  grado  n  ad  una  incognita  non  pttò  mai  ammettere  piit  di  n 
soluzioni  digerenti. 

10.  Per  ragione  analoga  non  può  considerarsi  come  algebrica 
la  funzione  esponenziale  : 


dove  a  b  una  costante.  Noi  potremo  infatti  dimostrare  che  questa 
funzione  è  del  pari  periodica,  di  natura  affine  alla  natura  dèlio 
fìinzioni  trigonometriche,  basandoci  sulle  formole  di  Eulero  : 


'2-J-l  3 

che  dimostreremo  a  suo  luogo,  nelle  quali  e  b  una  certa  costante 
numerica  : 

6  =  2,7182818284 
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Da  qaeBte  forinole  gi&  apparisce  cbe,  se  la  fanzione  6"  fosse  al- 
^brica,  tali  dorrebbero  pare  essere  le  funzioni  sina;  e  coso;  con- 
trariamente a  quanto  si  6  sopra  osservato. 

11.  Finalmente  sarà  del  pari  trascendente  la  ftinzlone  : 
y  =  lop^, 
poiché,  se  essa  fosse  algebrica,  dovrebbe  essere  del  pari  algebrica, 
come  si  è  notato  più  sopra,  la  saa  funzione  inversa  : 


cbe  è  di  nnoTO  nna  fanzione  esponenziale, 

ht  funzioni  trigonometriche,  etponemiali  e  logaritmiche  sono 
dunque  da  classiflcarsi  fra  le  funzioni  trascendenti. 

12.  Bltomando  alle  fanziont  algebriche,  è  chiaro  che  il  problema 
principale  d!  ctii  dovremo  occnparc!,  è  il  segaente:  dcUo  un  aittema 
di  equazioni  algebriche: 

f(x  ,  y  ,  z...)  =  0  ,  ip{i ,  y  ,  z...)=  0  ,^x.,y  ,  z...)  =  0,...       (a) 

fra  aìtrettante  incognite  x ,  y  ,  z, .  . . ,  determinare  U  sittema  o  i 
eiatemi  di  valori  delle  incognite  x  ,  y  ,  z  ,  . . .  per  i  quali  tutte  le 
dette  equazioni  restano  aoddiifatte. 

La  risoluzione  di  questo  problema  si  suoi  ridurre  a  quella  dei 
due  problemi  parziali  tìhe  qui  indichiamo. 

a)  Bìcondarre  il  sistema  (a)  delle  n  equazioni  con  n  inco- 
gnite ad  equazioni  algebriche  contenenti  ciascana  nna  sola  inco- 
gnita. In  ciò  consiste  la  cosi  detta  eliminazione  la  cui  teoria  ab- 
braccia un  campo  assai  esteso  nel  quale  molto  ancora  resta  a  farsi. 

b]  Data  un'equazione  algebrica  ad  nna  sola  incognita  : 

a^  +  aiK"-»  -t- .  .  .  +  a„.iX  +  o„  =  0 

in  cui  le  a  sono  coefficienti  che  devono  considerarsi  come  cono- 
iciuti,  determinare  i  valori  di  x  che  vi  soddisfano. 

Considerando  i  coefficienti  conosciuti  Qq  ,  a^ , .  . .  come  delle  va- 
riabili indipendenti,  l'equazione  scritta  viene  a  definire  la  x  come 
una  cena  funzione  algebrica  x  =  ^{a^  ,  a^  ,  Oj , .  .  . ,  o„)  del  coef- 
ficienti, e  lo  studio  della  natura  di  questa  funzione  e  delle  sue  pos- 
sibili espressioni  analitiche  dà  luogo  alla  teoria  della  cosi  detta 
risoluzione  generale  delle  equazioni. 

Si  chiama  invece  risoluzione  numerica  delle  equazioni  quel  com- 
plesso di  metodi  per  mezzo  dei  quali ,  una  volta  assegnati  certi 
speciali  valori  numerici  pei  coefficienti  numerici  a^  ,  Oj  , . .  . ,  si 
giunge  a  determinare  il  valore,  o  i  valori  numerici  che  vi  corri- 
spondono per  l'incognita. 

13.  Si  supponga  dato^  per  esempio,  il  sistema  di  due  equazioni 
con  due  incognite  x  ,y: 

ax*  +  bg'+cssg  +  dx  +  eg  +  g  =  0     ì 

(«) 
Ak  +  Bj/  +  C  =  0  ) 
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8t  vogliano  le  coppie  di  Talori  x  ed.  y  che  Boddìsfano  ad  en- 
trambe. 8i  coniincei'&  dall'eltmtnare  nna  delle  due  incognite,  p.  es. 
la  X,  ricavandone  il  valore  dalla  seconda  eqTtazione^  e  sostitnen- 
dolo  nella  prima. 

Si  ottiene  cosi  I'  equazione  : 

dove  : 

i>o  =  aB«  +  &A»-cAB 

p,  =  2oBC  -  cCA  -  dBA  +  «A* 

p,  =  aC'-dGA  +  gA.'. 

L'  equazione  {%  essendo  di  secondo  grado,  ci  dli  per  j/  i  due 
valori  : 


ciascnno  del  qaali  accoppiato  con  un  opportuno  valore  dia;  potrL 
soddisfare  alle  (a).  Dalla  seconda  delle  (a)  bì  deduce  immediata- 
mente per  1  valori  £c,  ,  x,  da  accoppiarsi  rispettivamente  con  |/, ,  y,: 

By,  +  C  By,  +  C 

x,= j—    ,    x,  = ^—. 

14.  Il  sistema  delle  (a)  ammette  dunque  in  generale  dne  sistemi 
di  Bolozioni,  i  qaali  però  cessano  di  esistere  realmente  quando 
j?,'  —  ipgPt  sia  negativo.  Vedremo  però  a  suo  tempo  come  anche 
in  questo  caso  si  possa  dare  un  significato  alle  formolo  di  risolu- 
zione mediante  la  considerazione  dei  numeri  cosi  detti  complessi. 
Noi  vedremo  che,  generalmente  parlando,  ìa.  risolubilità  di  un  si- 
stema qualunque  di  n  equazioni  algebriche  con  n  incognite  è  ap- 
punto subordinata  all'  introduzione  nell'  algebra  di  questa  nuova 
classe  di  enti  aritmetici.  Fanno  eccezione  i  sistemi  di  equazioni  di 
l.o  grado,  la  cui  risoluzione  noi  tratteremo  separatamente  mediante 
r  imporunte  teoria  dei  determinanti.  Per  la  risoluzione  generale 
dei  sistemi  di  l.o  grado  non  è,  Infatti,  necessario  estendere  il  campo 
dei  numeri  naturali  al  di  IJi  dei  numeri  commensurabili,  positivi 
o  negativi,  che  già  si  considerano  nei  primi  elementi  dell'aritme- 
tica e  dell'  algebra. 

I  sistemi  di  equazioni  di  1.°  grado  hanno  del  resto  molta  im- 
portanza anche  nella  risoluzione  dei  problemi  di  grado  superiore, 
i  quali  bI  avvantaggiano  grandemente,  come  vedremo,  della  teorìa 
della  trasformazione  ed  in  ispecie  della  trasformazione  lineare  o 
di  l.o  grado.  Su  qnest'  ultima  è  fondata  la  teoria  tutta  moderna 
degl'invarianti  e  covarianti  projettivi,  che  costitnisce,  sotto  il  ti- 
tolo più  generico  di  teoria  delle  forme  algebriche,  uno  dei  rami  piti 
importanti  dell'algebra  superiore. 

15.  Dopo  aver  trattato  quella  parte  dell'  algebra  che  può  svol- 
gersi completamente  senza  uscire  dal  campo  dei  numeri  razionali 
e  prima  di  passare  alla  teorìa  dei  numeri  complessi,  strumento  in- 
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dispensabile  alla  teoria  della  risoluzione  formale  delle  equazioni 
algebriclie  e  degli  Irraziouali  algebrici,  dovremo  estenderci  al- 
quanto snlla  teoria  dei  nnmeri  reali  e  delle  operazioni,  così  finite 
come  infinite,  che  sn  di  cbsì  possono  eCTettnarsl.  Le  poche  opera- 
zioni infioito  di  cai  avremo  ad  occuparci,  si  collegano  strettamente 
col  concetto  di  limite  e  con  diversi  teoremi  ad  esso  attinenti,  lo 
stabilire  i  qnali  in  modo  strettamente  rigoroso  è  indispensabile  per 
procedere  con  sicnrezza  nello  svolgimento  di  alcuni  punti  capitali 
e  specialmente  nella  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  che 
ogni  equazione  algebrica  ammette  sempre  almeno  una  soluzione. 
Né  lasceremo  11  campo  del  numeri  reali  senza  prima  aver  parlato 
dei  concetti  di  continuità  e  derivabilità  e  toccato  alcuni  pochi 
ponti  fondamentali  della  teoria  delle  funzioni  di  una  o  piti  varia- 
bili reali,  aoche  con  alquanto  maggior  larghezza  di  quanta  ne 
verrebbe  strettamente  reclamata  dagli  scopi  più  immediati  dell'a- 
nalisi algebrica. 

16.  Aggiungiamo  finalmente  che  la  necessità  di  premettere  al- 
cuni elementi  di  matematica  combinatoria  come  sussidio  indispen- 
sabile alla  teoria  delle  funzioni  razionali  e  delle  equazioni  alge- 
briche, ci  ha  indotto  a  ricostruire,  fin  dai  primissimi  prlncipil,  la 
stessa  teoria  dei  numeri  naturali  e  del  nnmeri  negativi  e  frazio- 
nari! allo  scopo  di  mostrare  in  qual  modo  si  possa  dare  allo  svol- 
gimento dei  primi  elementi  dell'aritmetica  e  dell'algebra  un  indi- 
rizzo sistematico  che  metta  in  piena  luce  lo  stretto  legame  che 
essi  hanno  coi  teoremi  combinatorii  che  si  presenteranno  in  seguito 
e  che  SODO  tanta  parte  degli  odierni  progressi  dell'analisi  algebrica 
e  trascendente. 
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CAPITOLO  I. 


GENESI     COMBINATOBIA     DELL   ARITMETICA 
E  INTRODUZIONE  AL  CALCOLO  LETTERALE 


§  1.0  —  Oonoetto  di  anltli  —  Concetto  di  a^rgre^ato. 

1.  Qualunque  oggetto  od  ente,  in  quanto  venga  da  noi  pensato, 
fe  atto  a  risvegliare  in  noi  l'idea  di  vnità.  Cosi  le  parole:  un 
lupo — un  cavallo — un  flore,  ecc.  pronunziate  isolatamente  le  une 
dalle  altre  ci  rappreeeotano  altrettante  unità. 

2.  Quando  le  parole  rappresentami  diversi  oggetti  si  pronunziano 
Tana  immediatamente  dopo  l' altra,  il  che  si  esprime  grammatical- 
mente interponendo  fra  esse  la  congiunzione  copulativa  e  (che  pud 
anche  essere  sostituita,  verbalmente,  da  una  brevissima  pausa  o, 
graficamente,  da  una  virgola),  esse  risvegliano  invece  in  noi  l'idea 
di  aggregato  {aggregato  di  oggetti,  di  enti,  di  unità,...).  Cosi  le 
frasi:  un  lupo  ed  un  cavallo,  oppure  :  un  flore,  un  cavallo  ed  un 
albero,  e  vìa  dicendo,  ci  rappresentano  degli  aggregati  ben  deter- 
minati; e  sarà  indifferente  dire:  un  lupo  ed  un  cavallo,  ovvero: 
un  cavallo  ed  un  lupo,  ecc.  Cosi  la  frase  :  un  fiore,  un  cavallo  ed 
un  albero  rappresenta  precisamente  quello  stesso  aggregato  che  è 
rappresentato  dalla  frase  :  un  ai&ero,  un  cavallo  ed  un  ftore\Qvlti 
dicendo, 

3.  Nella  matematica  combinatoria  gli  oggetti  si  rappresentano 
per  maggiore  comodità  con  delle  semplici  lettere,  giacché  la  di- 
versità delle  lettere  è  suEQciente  a  mettere  in  evidenza  la  diversità 
degli  oggetti  che  esse  rappresentano.  Si  ha  con  ciò  anche  il  van- 
taggio della  maggiore  generalità  nei  ragionamenti;  giacché  p.  es. 
l'aggregato  degli  oggetti  A,  B,  C  potrà  poi  esaere,  secondo  ì  casi, 
quello  espresso  dalla  frase  :  un  lupo,  un  cavallo  ed  un  flore,  ov- 
vero quello  espresso  dalla  frase  un  libro,  un  flore  ed  una  pietra, 
a  seconda  dei  significati  che  piacerà  attribuire  ad  ogni  singola 
lettera. 

Per  maggior  chiarezza  noi  rappresenteremo  in  generale  gli  enti 
singoli,  ossia  le  unità,  colle  sole  lettere  maiuscole  A,  B,  C,...  riser- 
vando le  minuscole  aila  rappresentazione  di  certi  enti  speciali 
studiati  dall'  aritmetica  (i  cosi  detti  numeri,  di  cui  comincleremo 
ad  occuparci  fra  poco). 

CAFia.i.1.  —  ItlilKiioni  di  axaliii  algebrica,  3.'  ediz.  2 
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1.  Se  i  nomi  degli  enti  che  costitaìscono  un  certo  ag^egato 
(o,  come  ancbe  diremo  brevemente,  degii  elementi  dell'aggregato) 
si  possono  enunciare,  o  anche  soltanto  pensare  ennnciati,  snccea- 
sivamente ,  cioè  l'uno  dopo  1' altro,  senza  che  qaest' operazione 
debba  prolungarsi  indefinitamente,  si  dice  che  l'aggregato  é  finito. 

Quando  gli  elementi  degli  aggregati  s!  rappresentano  mediante 
lettere  ,  un  aggfegato  finito  si  rappresenta  ordinariamente  colla 
sorittara  : 

A,  B,  C,  . . . ,  E 

od  altra  simile,  sostltaendo  con  dei  punti  gli  oggetti  che  per  bre- 
vità non  vengono  enunciati  e  mettendo  in  evidenza,  colla  lettera  fi- 
nale E  od  altra  a  piacere,  che  vi  è  un  oggetto  enunciabile  come 
ultimo,  tale,  cioè,  che  dopo  averne  enunciato  il  nome,  non  resterà 
più  ad  enunciare  alcun  altro  oggetto. 

5.  Quando  l'aggregato  è  tale  che  l'ennuciazione  dei  suol  singoli 
elementi  non  potrebbe  aver  termine,  1'  aggregato  si  dice  infinito. 

Dire  che  l' enunciazione  dei  singoli  elementi  è  interminabile, 
equivale  a  dire  che  non  esiste  nell'  aggregato  nn  elemento  che 
possa  essere  enunciato  come  ultimo  di  tutti.  Per  tale  ragiono  l'ag- 
gregato infinito  si  rappresenta,  a  differenza  dell'aggregato  finito, 
colla  scrittura  : 

A,  B,  C,  . . . 

od  altra  simile,  omettendo  la  lettera  terminale.  I  punti  non  segniti 
da  una  lettera  terminale  s'intendono  potersi  proseguire  indefinita- 
mente e  vengono  perciò  a  rappresentare  un  aggregato  infinito  o, 
come  anche   si   dice,   un'infinità   di  oggetti. 

D'  ora  innanzi,  quando  non  venga  dichiarato  esplicitamente  il 
contrario,  colla  parola  aggregato  intenderemo  sempre  parlare  di 
aggregati  finiti. 

6.  Sarà  spesso  utile  di  rappresentare  con  delle  lettere  non  so- 
lamente ì  singoli  oggetti,  ma  anche  gli  stessi  aggregati.  Ad  evitare 
qualsiasi  confusione,  questi  uUtmi  verranno  da  noi  costantemente 
rappresentati  con  lettere  soprassegnate  con  nna  lineetta.  Cosi,  ad 
esempio,  nel  mentre  che  la  lettera  A  potrà  rappresentare  soltanto 
nn  oggetto  singolo,  la  lettera  A  potrà  anche  rappresentare  un'ag- 
gregato di  oggetti,  come  A,  B,  C,  D, 

Per  esprimere  che  le  due  scritture  hanno  aBSoIntamente  Io  stesso 
significato,  si  potrà  scrivere  : 

A  =  A,  B,  C,  D. 
ITota- 

In  Iqoro  della  parola  aggregato  è  anche  usata  nella  matematiche  la 
parola  intieme.  Essa  -viene  però  di  proferenca  adoperata  per  deaÌKn&rs 
gli  agcregati  di  iafiaiti  elementi. 

Nell'uso  comune  è  anche  spasso  adoperata  la  parola  grappo;  ma  essa 
è  qui  possibilmente  da  e  vi  tarai,  perchè  questa  denominazione  viene  oggi 
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§  2.0  —  Ooordlnftclone  di  a^f^regaU  —  OoDoetto  di  ordine. 

7.  Dato  UD  aggregato  di  oggetti  ed  nn  altro  aggregato  di  og-, 
getti,  si  dirà  che  essi  sono  stati  coordinati  l'uno  all'altro,  qaando 
sia  stata  fissata  fra  gli  elementi  dell'uno  e  quelli  dell'altro  una 
corrispondenza  tale  che  ad  ogni  oggetto  A  dell'ano  corrisponda 
ou  oggetto  B  deli'  altro  ed  uno  soltanto  «  reciprocamente  ;  cosic- 
ché all'oggetto  B  de!  secondo  aggregato  corrisponderà  nel  primo 
l'oggetto  À  e  soltanto  esso. 

Cosi,  ad  esempio,  se  gli  oggetti  di  un  aggregato  siano  rappre- 
sentati dalle  lettere  À,  B,  C,  D  e  quelli  dell'altro  dalle  lettere 
E,  G,  H,  K,  questi  aggregati  potranno  coordinarsi  fra  loro  in  pa- 
recchi modi.  Per  esempio  potremo  far  corrispondere  fra  loro 
(accoppiare  in  corrispondenza)  1'  oggetto  A  coli'  oggetto  G-,  1'  og- 
getto B  coll'oggetto  E,  l'oggetto  C  coli'  oggetto  H  e  1'  oggetto  D 
coU'oggetto  K.  I  sopraddetti  aggregati  sono  dunque  coordinabili 
fra  loro.  Invece  sarebbe  impossìbile  di  coordinare  1'  aggregato  A,B, 
C,D  coU'aggregato  E,G,H. 

L'operazione  mediante  la  quale  un  aggregato  viene  coordinato  ad 
un  altro  si  chiamerà  coordinazione.  Il  risultato  della  coordinazione 
si  chiama  coordinamento  o  corrigpondema,  e  spesso  anche  ordine. 

8.  Se  un  certo  aggregato  U  ed  un  certo  aggregalo  V  sono  coordi- 
nobili  con  uno  stesso  aggregato  W,  essi  sono  anche  coordinabili 
fra  loro. 

Basterà  infatti  dichiarare  corrispondenti  fra  loro  un  elemento 
di  U  ed  un  elemento  di  Y  che  abbiano  come  corrispondente,  nelle 
coordinazìouj  presupposte,  uno  stesso  elemento  di  W. 

9.  Il  modo  più  semplice  di  rappresentare  una  coordinazione  si  è 

dì  scpvere  in  una  linea  orizzontale  le  lettere  che  rappresentano  gli 
elementi  dell' un  aggregato  ed  in  un'altra  orizzontale  quelle  rap- 
presentanti gli  oggetti  dell'  altro  aggregato,  di  guisa  che  gli  ele- 
menti corrispondenti  vengano  a  disperai  in  una  stessa  verticale. 
Cosi,  ad  esempio,  la  coordinazione,  considerata  all'art.  7,  fra 
r  aggregato  A,  B,  C,  D  e  1'  aggregato  E,  G,  H,  K,  si  rappresen- 
terà collo  schema 

A,    B,     C,     D 


Se  invece  ei  scrivesse: 


si  rappresenterebbe  ancora  una  coordinazione  di  quegli  stessi 
aggregati,  ma  una  coordinazione  diversa  dalla  precedente.  Ciò  si 
potrà  esprimere  dicendo  che  il  risultato  di  questa  nuova   coordi- 
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D&zione ,  cio&  l' ordine  degli  elementi  E,  G-,  H,  K,  è  diverso  da 
quello  ottenato  mediante  la  precedente. 

10.  Se  gli  aggregati  U  e  V  Bono  coordinabCli ,  e  a  ciascuno  di 
essi  si  aggiunga  un  nuovo  oggetto,  i  nuovi  aggregati  cosi  ottenuti 
•sono  del  pari  coordinabili. 

Infatti ,  se  ad  U  ei  aggiunga  l'oggetto  A  ed  a  V  l' oggetto  B, 
per  coordinare  l' aggregato  U,  A  all'aggregato  V,  B,  basterà  man- 
tenere fra  gli  elementi  di  U  e  quelli  di  V  quella  stessa  corri- 
spondenza elle  era  servita  a  stabilire  la  coordiuabilità  di  tf  eoo  V, 
e  far  corrispondere  poi  al  nuovo  elemento  A  il  nuovo  elemento  B. 

11.  Se  gli  aggregatiJJ  e  V  sono  coordint^ilì ,  gli  aggregati  che 
si  ottengono  togliendo  da  ciascuno  di  essi  un  elemento  a  piacere, 
sono  del  pari  coordinabili. 

Siano  infatti 

A,  B,  C,...,H,  D,  K,...,E 

gli  elementi  di  U,  e  si  indichino  con 

A',  B',  C',...,H',  D',  K' E' 

gli  elementi  di  V  che  ad  essi  corrispondono  risp.  nella  coordi- 
nazione di  V  ad  U.  Se  dall'aggregato  U  togliamo  per  ea.,  l'ele- 
mento A  e  dall'aggregato  V  1'  elemento  D',  vogliamo  dimostrare 
che  gli  aggregati  residui: 

B,  0,...,  H,  D,  K,...,  E  (a) 

A',  B',  C, . . . ,  H',  K', . . . ,  E'  (p) 

80UO  aneli'  essi  fra  loro  coordinabili. 

Invero,  per  coordinare  l'aggregato  (a)  all'  aggregato  (^) ,  basta 
far  corrispondere  agli  elementi 

B,  C,...,H,  D,  Z,...,  E 
di  (a)  rispettivamente  gli  elementi: 

B',  C, . . . ,  H',  A',  K', . . . ,  E' 
di  (P). 

12.  Siano  U  e  V  aggregati  fra  loro  coordinabili.  Im  coordina- 
none  fra  U  e  V  si  potrà  anche  effettuare  facendo  corrispondere 
ad  un  elemento  qualunque  di  U  un  elemento  qualunque  di  V,  poi 
ad  uno  qualunque  dei  restanti  elementi  di  V  uno  qualunque  dei 
restanti  di  V  e  così  di  seguito.  In  altri  termini:  appenaché  con 
questo  processo  di  accoppiamento  si  troveranno  esauriti  tutti  gli 
elementi  dell'  un  aggregato,  si  troveranno  simultaneamente  esauriti 
anche  quelli  dell'  altro. 

Sia  infatti  A  un  elemento  qualunque  di  U  ed  A'  quello    cbe  gli 
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—  is- 
si Teglia  far  corrispondere  in  V.  Tolti  da  U  e  V  rlspettiramente 
gli  elementi  A  ed  A',  resteranno  degli  aggregati  U'  e  V  i  qaalf, 
secondo  il  teorema  che  precede,  saranno  ancora  fra  loro  coordi- 
nabili. Similmente  quando  da  U'  si  tolga  nn  elemento  qoalanqae 
B  e  da  V  l'elemento  B'  che  piacerà,  fargli  corrispondere,  reste- 
ranno gli  aggregati  U"  e  V"  che,  sempre  per  io  stesso  teorema,  sa- 
ranno ancora  fra  loro  coordinabilì.  Cosi  procedendo ,  è  chiaro 
che  quando  dell'ano  o  dell'altro  aggregato,  p.  es,  dell'aggregato 
U,  sarà  rimasto  disponibile  un  solo  elemento,  gli  elementi  che  sa- 
ranno rimasti  disponibili  in  V  formar  dovranno  nn  aggregato 
coordinabile  a  quell'anice  elemento;  cioè  anche  di  V  sarà  rimasto 
disponibile  un  nnico  elemento,  e.  d.  d. 

13.  Un  aggregato  V  si  dirà  parte  di  un  altro  aggregato  W  (o 
anche  ohe  è  contenuto  in  W)  quando  ogni  elemento  di  V  è  anche 
elemento  di  W,  ma  eslate  almeno  un  elemento  di  W  che  non  è 
elemento  di  V. 

Ciò  premesso,  passiamo  a  dimostrare  il  teorema  seguente  che  è 
d'importanza  capitale  (come  vedremo)  nella  genesi  rigorosa  delta 
saccessione  dei  numeri. 

14._^e  u»  aggregato  U  è  coordinabile  ad  una  parte  dell'  aggre- 
gato W,  gli  aggregati  U  e  W  non  sono  coordinabili  fra  loro. 

Siano  infatti  A,  B,  C, .  . . ,  E  gli  elementi  di  U  e  siano  risp.  A' 
B',  C, .  . . ,  E'  quegli  elementi  di  W  che  per  supposto  corrispon- 
dono uno  per  uno  agli  elementi  A,  B,  •€,...,  E  dì  U  e  costitni- 
scono  una  parte  V  di  W.  Ammesso ,  se  è  possibile ,  che  TI  e  W 
fossero  coordinabilì,  la  coordinazione  fra  U  e  W  si  potrebbe  an- 
che effettuare  (art.  Ì2)  facendo  corrispondere  agli  elomenti  A,  B, 
C,  .  . . ,  E  di  \J  risp.  gli  elementi  A',  B',  C,  . .  .  ,  E'  dì  W  il  che 
è  manifestamente  assurdo,  poiché  questi  ultimi  non  sono  che  una 
parte  di  W. 

15.  CoBOLLABio  1."  —  Un  aggregato  non  può  essere  coordinabile 
ad  uTta  sua  parte, 

16.  Corollario  2."  —  Si  può  costruire  una  successione  illimitata 
dì  aggregati  tali  che  uno  qualunque  di  essi  non  sia  coordinablle 
ad  alcuno  degli  altri. 

Basta  infatti,  a  tale  oggetto,  di  considerare  uno  dopo  l'altro  gli 
afi;gregati  : 

A      A,B      A,B,C       A,B,0,D 

Vote  ed  Sasroisi. 

1.  Si  troTJno  totte  le  possìbili  coordinazioni  fra  l'aggregato  A,  B,  C  e  l'ag- 
|i;regato  %  O,  H. 

2.  n  paesaggio  da  un  coordinamento  ad  nn  altro  ooordinamonto  si  chiama 
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iutlituti<mt.  Cosi,  p.  es.,  se  iuTaee  dell'ordine  lappresentato,  come  all'art  9, 
dallo  schema: 

A ,B,0, D 

a,E ,H,E, 

si  asenma  l'ordine  rappresentato  da: 

A,B , 0, D 

H,£ ,E,G, 

si  dirà  che  fra  j^li  elementi  de  11 'aggregato  E,  G,  H,  E  è  avvenuta  una  so- 
Etitusione  ;  e  preciiamente  che  l'oggetto  O  è  stato  loitituito  dall'oggetto  H 
(nella  qualità  di  coordinato  di  A),  l'oggetto  H  dall'oggetto  E,  ecc. 

La  teoria  delle  eostitczioni  è  di  grande  importanza  nell'algebra.  Noi  ne 
esporremo  ì  principii  nel  III"  capitolo. 

6.  Dimostrare  che  se  l'aggregato  Q  è  parte  cornane  degli  aggregati  U  e 
W  fra  loro  coordinabìli,  ciò  che  resta  di  M  quando  se  ne  toglie  Q  è 
□oordinabile  all'aggregato  che  resta  togliendo  gli  elementi  di  Q  da  W. 

4.  Un  insieme,  finito  od  infinito,  di  oggetti  si  dice  formare  una  ancoes- 
■ione,  quando  fra  gli  oggetti  sia  stato  stabilito  nn  ordine  di  precedenca, 
in  modo  cioè  che:  1°)  di  dne  oggetti  qualunque  dell'  insieme  sia  ben  de- 
terminato quale  viene  prima  dell'altro  ;  2°)  che  se  nn  oggetto  A  è  dichia- 
rato precedente  a  B  e  B  precedente  a  C,  l'oggetto  A  sia  anche  dichiarato 
precedente  a  C. 

5.  Kiconoscero  che  n  un  aggregato  coililuilo  in  tiKcetiion»  è  finito,  aitU 
fra  gli  oggetti  che  lo  compongono  un  oggetto  rsiiio  (ti  quale,  cioè,  precede 
iulti  gli  aUri)  ed  un  oggetto  dliiho  (che  è  preceduto,  cioè,  da  tutti  gli   altri), 

6.  È  però  bene  di  notare  esplicitamente,  a  scanso  di  equivoco,  che  l'e- 
eistenia,  in  una  encceitsione  di  oggetti,  di  nn  aggetto  primo  e  di  nn  og- 
getto ultimo,  non  à  condizione  sufficiente  perche  la  encoessione  stessa  sia 
finita. 

Si  dimostri  ciò  mediante  un  esempio  ,  assumendo  p.  as.  come  oggetti 
un'opportuna  auccessione  di  punti  di  una  lioea  retta. 

§  3.°  —  Deflnlilone  di  numero  naturale  —  Bgoitgllanxe 


17.  Dato  an  aggregato  qualsivoglia  dì  oggetti,  è  senz'altro  ma- 
nifesto che  esiste  sempre  ((iialche  altro  aggregato  al  quale  esso  è 
coordinabile.  Nel  linguaggio  dell'aritmetica,  questa  qualità,  pro- 
pria di  ogni  aggregato,  di  essere  coordinabile  a  qualche  altro,  sì 
chiama  numerosità. 

Si  distinguono  però  diverse  specie  di  numerosità.  Tutti  gli  ag- 
gregati che  sono  coordinabiii  ad  un  medesimo  aggregato  (e  quindi 
anche,  secondo  quanto  si  è  visto  all'  articoio  8  del  §  prec,  coor- 
dinabili ft-a  loro)  si  dicono  avere  la  atessa  numerosità.  0  piuttosto 
si  dice  che  essi  danno  origino  ad  un  certo  numero  ben  determi- 
nato, ne!  mentre  che  gli  aggregati  dotati  di  numerosità  diversa 
danno  origine  ad  altH  numeri. 

Come  si  vede,  i  numeri  non  Gono  che  enti  astratti,  immaginati 

dalla  nostra  mente  «Ilo  scopo  di  rappresentare  certe  relazioni  che 

possono  intercedere  fra  aggregati  di  oggetti.  E,  cioè,  precisamente  : 

1")  ogni  aggregato  dà  origine  ad  un  numero  j 

20)  aggregati  coordinabili  danno  origine  allo  BtesBO  numero  ; 
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3o)  aggregati  non  coordlnabili  danno  origine  a  nmneri  dlf- 
fereoti. 

18.  Per  poter  ragionare  facilmente  sai  vari  nameri  di  cui  sia 
stata  constatata  l'esistenza,  si  fa  uso  di  certi  segni  speciali,  verbali 
o  gi'afici,  che  si  chiamano  simboli  numerici  (per  distingaerli  dai 
aimboli  che  si  possono  adottare  per  rappresentare  altri  enti  qaall 
sì  vogliano)  il  cui  afflcio  si  è  di  rappresentare  opportanamente  i 
numeri  dei   qaali  vogliamo  occuparci. 

Uno  stesso  Damerò  pnò  essere  rappresentato  da  simboli  di  forme 
molto  diverse,  secondochè  basti  di  determinarlo  completamente 
{individuarlo)  oppure  si  voglia  anche  al  tempo  stesso  metterne 
in  evidenza  la  genesi,  cioè  il  modo  col  quale  è  stato  ottenuto. 
Cosi,  ad  esempio,  il  nnmero  originato  dall'aggregato  rappresentato 
dalla  ft-ase:  un  lupo,  un  cavallo  ed  un  fiore,  (destinato  a  rappre- 
sentare non  solo  questo  speciale  aggregato,  ma  al  tempo  stesso 
tatti  gli  aggregati  ad  esso  coordinabili  incinsi  nel  tipo  letterale 
generico  A,  B,  C)  è  esprimibile,  come  vedremo,  con  uno  qua- 
lunque del  simboli  : 

3,1  +  2,  2  +  1  ,1  +  1  +  1,3X1,..., 

il  primo  dei  qaali  è  sufiBciente  ad  individuarlo,  nel  mentre  che  gli 
altri,  oltreché  individuarlo,  ne  mettono  altresì  in  evidenza  alcune 
proprietà  aritmetiche. 

19.  Questa  infinita  varietà  di  modi  di  poter  rappresentare  ano 
stesso  numero,  nonché  essere  oziosa,  costituisce  la  vera  essenza 
dell'aritmetica;  giacché  il  calcolo  aritmetico  non  è  che  il  com- 
plesso di  successive  sostituzioni  di  simboli  numerici  rappresentanti 
lo  stesso  numero  sotto  forme  differenti.  Queste  sostituzioni  si  rap- 
presentano nella  tecnica  del  calcolo  mediante  le  cosi  dette  ugua- 
glianze. 

Un  simbolo  numerico,  p.  es.  a,  ed  un  altro  simbolo  numerico, 
p.  es.  ^,  si  dicono  uguali  quando  essi  rappresentano  lo  stesso  na- 
uaero,  e  la  loro   ngaaglianza   si   esprime  colla  scrittura  ; 


Cosi,  ad  esempio,  Il  simbolo  namerico  ì*-l  ed  il  simbolo  nnme- 
rìco  2+1  esprimono,  come  vedremo,  lo  stesso  namcro.  Quindi  si 
potr&  scrìvere  : 

2  +  1  =  2»  -  1. 

Dalla  definizione  ora  data  di  eguaglianza  segue  manifestamente 
cbe  timholi  numerici  eguali  ad  uno  atesso  simbolo  numerico  sono 
anche  uguali  fra  loro. 

20.  Poiché  i  nameri,  come  vedremo,  sono  in6niti  (formano  on 
aggregato  infinito)  occorrono,  por  rappresentarli  tutti,  infiniti  sim- 
boli nnmerìci.  A  questo  inconveniente  si  ripara  però  componendo 
tutti  gli  infiniti  simboli  numerici  mediante  alcuni  pochi  simboli 
semplici  riuniti  in  certe  opportune  configurazioni.  Questi  simboli 
semplici  (o  segni  unici   che  voglia  dirsi)  possono  anche  rappre- 
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—  16  — 

sentare  essi  stessi  certi  nameri  speciali,  ed  in  tal  caso  bì  chiamano 
cifre.  Cosi,  ad  esempio,  te  cift*e  cosldette  araìnchu  sono  appnnto  i 
Bimbo]!  numerici  adottati  nella  pratica  odierna  per  rappresentare 
quei  numeri  che  corrispondono  agli  aggregati  più  semplici. 

Mediante  questi  pochi  segni  grafici  (o  le  parole  ad  essi  corri- 
spondenti) si  organizza,  come  vedremo,  la  nomenclatnra  (scrìtta 
e  parlata)  d!  tutti  i  numeri.  La  nomenclalara  del  numeri  ai  chiama 
ordinariamente  numerazione. 

21.  Oli  aggregati  più  aempiici  sono  evidentemente  qaelli  rappre- 
sentati dalia  frase  un  oggetto  ed  un  altro  oggetto,  p.  es.  un  lupo 
ed  un  cavallo,  ecc.  Si  ricoaoBce  Immediatamente  che  qnesti  aggre- 
gati sono  tutti  coordinabili  fra  loro,  poiché  per  coordinare  1'  ag- 
gregato A,B  all'aggregato  C,D,  basta  far  corrispondere  all'og- 
getto A  l'oggetto  C  e  all'oggetto  B  l'oggetto  D.  Percid  essi  danno 
origine  ad  un  unico  numero,  espresso,  nella  nostra  lingua,  dalla 
parola  due  e  graficamente  dalla  cifra  2. 

Pertanto,  d'ora  innanzi,  in  luogo  di  dire,  come  eravamo  costretti 
fare  sin  qui,  un  ogge-tto  ed  un  altro  oggetto,  potremo  dire  più  bre- 
vemente due  oggetti. 

22.  Vengono  poi  gli  Hggregatì  del  tipo  A,  B,  0,  come  p.  es.  quello 
rappresentato  dalla  frase:  v,na  pietra,  un  flore  ed  un  cavallo.  Essi 
sono  evidentemente  tutti  coordinabili  fra  loro;  e  non  sono  mal 
coordinabili  ad  alcuno  di  quelli  considerati  nell'art,  prec.  Suppo- 
niamo infatti,  se  è  possibile,  che  l'aggregato  A,  B,  C  fosse  coor- 
dinabile all'aggregato  D,  E.  All'oggetto  A  dovrebbe  corrispon- 
dere nella  coordinazione  l'oggetto  D,  ovvero  l'oggetto  E.  Ma  se 
ad  A  corrisponde  D,  all'oggetto  B  dovrà  corrispondere  necessa- 
riamente l'altro  oggetto  E,  cosicché  non  resterebbe  più  nel  secondo 
B^So'^'^%^^^  alcun  oggetto  disponibile  da  assumersi  come  corrispon- 
dente di  C.  Similmente  si  ragionerà  nella  Ipotesi  che  ad  A  volesse 
farsi  corrispondere  E.  Gli  aggregati  del  tipo  A,  B,  G  danno  dunque 
origine  ad  un  numero  che  6  certamente  distinto  dal  numero  a. 
Questo  nuovo  numero  si  rappresenta  colla  cifra  3  che  nella  nostra 
lingua  si  pronunzia  tre. 

23.  Oltre  alle  cifre  2  e  3  ed  alle  altre  di  cui  parleremo  nel  pros- 
simo §  e  che  nascono  da  aggregati  meno  semplici,  ve  ne  sono  altre 
due  che  1'  uso  universale  ha  introdotto  ncll'  aritmetica.  Sono  qae- 
ste  le  cifre  0  ed  1  che  si  pronunziano  zero  ed  uno.  La  cifra  0  rap- 
presenta quegli  aggregati  che  non  contengono  alcun  oggetto  ;  la 
cifra  1  quegli  aggregati  che  si  compongono  di  un  unico  oggetto, 
cioè  le  semplici  unità.]  Benché  la  parola  aggregato  non  abbia  in 
questi  due  cast  che  un  significato  fittizio  e  puramente  convenzionale, 
sta  però  il  fatto  che  fra  neisun  oggetto  ed  un  oggetto  non  può  evi- 
dentemente esistere  coordinazione  e  tanto  meno  può  esisterne  fra 
nessun  oggetto  ed  un  aggregato  propriamente  detto,  come  pure  sta 
il  fatto  che  non  pnò  esisterne  fra  un'unità  ed  un  aggregato  pro- 
priamente detto.  Nulla  quindi  impedisce  di  considerare  ciascana 
di  queste  due  specie  di  pseudo-aggregati  come  originante  un  numero 
che  si  dovrà  ritenere  differente  da  quello  originato  dall'altra  e  da 
tutti  quelli  originati  dagli  aggregati  propriamente  detti. 
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Il  coDsidera^'e  lo  eero  e  l'uno  come  numeri,  al  pari  del  due, 
del  tre,  ecc.,  presenu  poi  fin  d'ora  (oltre  ai  tanti  che  appariranno 
In  aegaito)  il  vantaggio  di  poter  enunciare  eenza  alcuna  restri- 
zione il  principio  che  se  da  un  aggregato  qualunque  si  toglie  uno 
dei  suoi  elementi,  ciò  cAe  resta  è  ancora  un  aggregato. 

24.  Abbiamo  cercato  di  far  rilcTare  accnratameote  la  differenza 
fra  numero  e  simbolo  numerico.  Dobbiamo  perù  aggiungere  che, 
nella  pratica  dei  calcoli,  colla  parola  numero  bì  suole  intendere 
in differen temeste  cosi  l'ana  cosa  come  l'altra.  Ciò  non  è,  come  è 
facile  di  comprendere,  di  alcun  danno.  Che  anzi  si  ha  il  vantaggio 
di  eoBtituire  in  certo  modo  ad  un  ente  astratto  (e  quindi  dì  origine 
in  gran  parte  soggettiva)  qual'è  il  numero,  qualche  cosa  di  obbiet- 
tivo, cioè  il  simbolo  stesso  che  lo  rappresenta. 

Da  quest'ultimo  panto  di  vista  sembra  qaindi  opportuno  di  dare 
la  definizione  di  numero  come  seguo. 

Numero  è  un  segno  speciale  di  ricognizione  {o  distintivo  o  sim- 
bolo che  voglia  dirsi)  verbale  o  scritto,  od  anche  semplicemente 
mentale,  che  si  attrihuitce  a  tutti  quegli  aggregati  che  sono  fra  loro 
coordinabili  allo  scopo  di  riconoscerli  come  tali  e  distinguerli  dagli 
altri  aggregati  che  non  sono  ad  essi  coordinaHU. 

25.  Prima  di  chiudere  qnesto  §,  dobbiamo  far  notare  che  oltre  ai 
simboli  numerici  propriamente  detti,  ciascuno  dei  quali  non  rap- 
presenta che  un  unico  numero  ben  determinato,  si  usano  anche  nei 
calcoli  dei  simboli,  cosi  detti  algebrici,  il  cui  significato  numerico 
rimane  indeterminato,  cioè  può  stabilirsi  piilL  o  meno  arbitraria- 
mente dal  lettore. 

I  simboli  algebrici  si  compongono  ordinariamente  colle  lettere 
dell'alfabeto  latino  o  greco.  Moi  ci  serviremo  di  preferenza  delle 
lettere  minnscole,  avendo  già  convenuto  dì  poterci  servire  delle 
maiuscole  per  simboleggiare  oggetti  quàlìsioogliano. 

Cosi,  ad  esempio,  qualunque  sia  il  significato  numerico  che  il 
lettore  vorrà  attribuire  alle  lettere  a  eb,  lo  stesso  numero  rappre- 
sentato da  a  potrà  anche  essere  rappresentato,  come  si  vedrà,  dagli 
infiniti  simboli  algebrici: 

„,„,,.        i~i     ab     abb     abbb 
aXl,2a  +  (2e,-a)-2»,>/a',-,-^,— ..... 

36.  Nell'algebra,  ossia  nel  calcolo  fondato  sull'  uso  metodico  dei 
simboli  algebrici,  le  uguaglianze  fta  simboli  numerici  sono  quasi 
sempre  complicate  con  simboli  algebrici  ed  allora  prendono  anche 
spesso  il  nome  di  equazioni. 

Le  equazioni  non  sodo  che  delle  uguaglianze  ipotetiche.  Esse 
differiscono  dalle  semplici  uguaglianze  propriamente  dette  per  que- 
sto che  esse  non  sono  necessariamente  vere  qualunque  sia  il  signi- 
ficato numerico  che  voglia  attribuirsi  alle  lettere  in  esse  coatentite. 
Cosi,  ad  esempio,  le  formole  : 

2  +  1  =  2»  -  l  ,  (a  +  b)»  =  a' +  Hab  +  b^, 

sono,  come  vedremo,  delle  vere  e  proprie  uguaglianze,  nel  mentre 
che  la  formola  : 

a  -I- 1  =  a"  -  1 
Capelli.  —  Itlitutioni  di  aiuditi  algebrica,  8.*  edjz.  S 
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non  è  che  na'eqaazione,  poiohè,  se  easa  è  vera  per  a=2,  non  lo 
è  per  a=3. 

Vote  ed  Easrcixì. 

Il  teorema  dell'art.  12  del  §  2'  rende  legittima,  per  ticonoicera  se  duo 
atj^KTegatì  abbiano,  oppnr  no,  la  stessa  numerositfi,  la  eogaente  regola  pi- 
tica: ri  iolga  dall'  aggregato  U  uno  qualunque  dei  tuoi  oggetti  è  coti  puri  u 
n«  tolga  uno  guaZurijua  dall'  aggregato  Y  ;  *>  ripeta  quetta  eletta  operazione 
tagli  aggregali  reiiduali  e  poi  coti  di  teguito  :  etti  avranno  ,  oppur  no ,  la 
ttetta  numero  filli,  tecondockè  al  momtnlo  in  cai  una  Jet  due  ti  riduca  tU 
niente,  ti  riduca,  o  non  ti  riduco,  ai  niente  anche  l'altro. 

Seasa  il  teorema  citatp,  dopo  fallito  un  primo  tentativo  pratico  di  coor- 
dinasioDQ  fatto  nel  modo  indicato,  converrebbe  ritentare  la  coordinasi on e 
in  tutti  i  modi  possibili  prima  di  poter  asserire  che  i  due  aggregati  hanno 
numerosità  differente. 

2.  Come  si  vede ,  la  necessità  stessa  di  riconoscere  se  due  aggregati 
TT  e  Y  abbiano,  oppar  no,  la  stessa  numerosità,  deve  in  noi  risveglisra 
nataralmento  l'idea  di  tntte  le  possibili  coppie  cbe  si  possano  formare 
combinando  un  elemento  qnalunqTie  di  Ù  con  un  elemento  qualungne  di 
Y.  £  (|ueBta,  per  qnanto  in  embrione,  ii  tuÒtlralam  combinatorio  dell'o- 
perazione di  moltiplicazione,  alla  qaalo  noi  daremo,  per  consegaenta,  la 
precedenza  su  tutte  le  altre. 

8.  La  numerotilà  b  nna  qualità  degli  aggregati  che  sì  può  ben  para- 
gonare alle  ordinarie  qualità  fiBiche  che  può  presentare  un  oggetto  ma- 
teriale, p.  es.  alla  eoloratione  (tuono,  ecc...).  Come  non  basta  nn  solo  ag- 
gregato  (  oggetto  nuniero«a  )  per  dare  origine  ad  un  determinato  numero, 
ma  ce  ne  vogliono  almeno  due  fra  loro  coordinabili,  cosi  non  boBta  la 
vista  di  un  solo  oggetto  colorato  per  far  nascere  l' idea  di  un  determi- 
nato colare.  Quell'  idea  verrà  beasi  astratta  dalla  nostra  mente  come 
nota  comune  di  due  oggetti  aventi  quel  dato  colare,  con  un' operosi one  che 
in  fondo  altro  non  è  che  una  coordinazione  fra  l'aggregato  di  vibrazioni 
registrate  dal  nostro  apparecchio  visivo  impressionato  dal  primo  oggette 
e   l'aggregato  analogo  registrato  sotto  l'impressione  del  secondo  oggetto. 

Come  ei  vedo,  il  concetto  di  oumero  ha  le  sue  radici  nei  primi  germi 
del  lavoro  di  astrazione,  cio6  del  raziocinio. 

4.  Se  A,  B,  C, ...  ,  D,  E  sono  punti  dello  spazio,  la  figura  formata  dalla 
rette  AB,  BC,  ... ,  BE,  £A  che  congiungono  ogni  punto  col  successivo  e 
l'ultimo  col  primo  6  un  poligono  chinto.  I  punti  A,  B,...  st  chiamano  vèrtici  e 
le  rette  AB,  BC,,..  i  lati  del  poligono. 

Biconoseere,  mediante  un'opportuna  coordinazione,  che  il  numero  dei 
lati  di  nn  poligono  chiuso  ù  uguale  al  numero  dei  vertici. 

5.  Dato  un  aggregato  di  punti  dello  spazio,  si  sono  tirate  delle  rette  in 
modo  che  ogni  punto  è  stato  congiunto  con  due  dei  rimanenti.  Dimostrare 
che  il  numero  delle  rette  tirato  è  ugnale  a'   numero  dei  punti  dati. 

Basterà  dimostrare  che  le  rette  tirate  Tarmano  un  certo  nnmero  di  poli- 
goni chiusi  coi  vertici  nei  punti  dati. 

6.  Ogni  individuo  umano  è  condotto  naturalmente,  per  la  stessa  configu- 
razione del  proprio  corpo,  al  concetto  del  numero  einque  (mediante  la  coor- 
dinazione fra  l'aggregato  delle  dita  della  mano  destra  e  l'aggregato  delle 
dita  della  sinistra;  e  cosi  pure  al  concetto  del  numero  due  a  causa  della 
stessa  simmetria  del  corpo  (per  es.  mediante  la  coordinazione  degli  arti 
superiori  agli  arti  inferiori).  Nou  è  quindi  a  farsi  meraviglia  che  questi  due 
numeri  abbiano  avuto  un'importanza  tutta  speciale  nei  sistemi  di  unmera- 
sione  di  quasi  tutti  i  popoli  studiati  dagli  storici. 

Si  vuole  che  la  cifra  V  usata  dagli  Etruschi  e  dai  Uomani  a  simboleggiare 
il  numero  cinque,  dovesse  appunto  in  origino  rappresentare  in  qualche  modo 
la  palma  della  mano  aperta  in  guisa  da  metterne  egualmente  in  evideosa 
tutte  le  cinque  dita. 
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7.  La  parola  algthra  deriva  dall'arabo  Aldichfir  a  precisamente  dal  titolo 
{àldtekehr  Kalmvkdbala)  che  l' aatoro  &rabo  Mahammid  ibn  Mata  AWhiearixmi 
(d'onde  la  parola  algoritmo).  visButo  dcI  primo  quarto  del  nono  Gecolo  dell'era 
Tulf^re,  pose  al  primo  trattato  di  algebra.  (Circa  il  significato  della  parola 
■rabA  Atdtchtbr,  cfr.  CaiUor:  Yorlettmgen  ftber  dit  Oetchickte  der  Afalhtmalik, 
2*  Edis.  Toh  1,  Capitolo  es;. 

g  4.0  —  Composizione  di  a^icregatl. 
Prodotto  di  due  numeri. 

27.  A  differenza  del  simbolo  A,  B  che  rappresenta,  come  si  è  già 
detto,  i  due  oggetti  A  e  B  in  quanto  costituiscono  un  aggregato, 
il  simbolo  A-B,  o  il  suo  equivalente  più  semplice  AB,  rappre- 
senterà un  unico  oggetto  che  dovrà  in  certo  modo  considerarsi 
come  generato  da  A  e  B,  ma  non  sarà,  generalmente  parlando,  nò 
'oggetto  A,  De  l'oggetto  B,  né  il  loro  semplice  aggregato. 

Quando  coi  due  simboli  A  e  B  b1  forma  il  simbolo  AB,  si  dico 
che  si  fa  una  composìnone  di  simboli.  Il  simbolo  A  si  dirà  il  primo 
componente,  11  simbolo  B  it  secondo  componente,  ed  il  simbolo  AB 
il  composto  dei  due  Bimbolì.  Alla  composizione  dei  simboli  cor- 
rìsponde  naturalmente  una  composizione  degli  oggetti  da  essi  rap- 
presentati, secondo  una  legge  di  composizione  da  stabilirsi  opportuna- 
mente a  seconda  delle  questioni  che  si  trattano.  Cosl^  p.  es.,  i  sim- 
boli AB  e  BA,  che  rappresenteranno  in  generale  oggetti  differenti, 
potranno  in  certe  questioni  rappresentare  il  medesimo  oggetto. 

28.  Ciò  poeto,  sia  Q  l'aggregato  che  ba  per  elementi  certi  og- 
getti : 

A,  B,  C, . . .  ,  D,  E  (1) 

il  cai  nnmero  sia  m;  sia  poi  Ù  l'aggregato   di   altri   oggetti: 

P,  Q,  R,  . . . ,  a,  T  (2) 

il  cni  numero  sia  |i.  Indicheremo  per  brevità  con  QU  (e  chia- 
meremo compasto  del  due  aggregati  Q  ed  11)  l'aggregato  che  ha 
per  elementi  tutti  i  nuovi  oggetti  rappresentati  dai  simboli  che  si 
possono  formare  componendo  uno  qualunque  dei  simboli  (1)  con  uno 
qaatnoque  dei  simboli  (2). 

29.  Per  trovare  effettivamente  (con  procedimento  possibilmente 
timmetrico  rispetto  a  Q  ed  il)  tutti  gli  elementi  dell'  aggregato 
QQ,  si  potrà  incominciare  dallo  scrivere  quelle  coppie  che  con- 
tengono A  ovvero  P,  cioè  : 

Jaq  ,  ar  , . . . ,  as  ,  at 

[bP  ,  CP  ,  .  .  .  ,  DP  ,  EP. 


Resteranno  ancora  a  scriversi  dopo  ciò  le  coppie  che 
comporre  l' aggregato  : 

B,C,...,D,E 
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coli'  aggregato  : 

Q,R,...,8,T, 

ecc.  Qaesto  procedimento  mette  al  tempo  stesso  in  evidenza  cfae 
r  aggregato  QQ  6  finito, 

30.  //  numero  degli  dementi  dell'aggregato  QQ  tette  definito  di- 
pende soltanto  dai  due  numeri  m  e  jj:. 

Si  prenda  infatti  in  luogo  dell'aggregato  (1)  un'altro  aggregato 

Q'  collo  stesso  numero  m  di  oggetti  e  quindi  ad  esso  coordinabile: 

A',B'.,  C,  ..  .,D',  E'  {!)' 

e  slmilmente  in  laogo  di  (2)  un  altro  aggregato  Q'  ad  esso  coor- 
dinatile : 

P' ,  Q' ,  R' , . .  . ,  S' ,  T'  (2)' 

e  si  faccia  la  composizione  di  questi  due  aggregati,  p.  es.  nello 
stesso  modo  tenuto  nel  prec.  articolo  per  costrdire  l' aggregato 
QQ.  Si  otterrà  come  risultato  un  aggregato,  (^'Ù',  i  cui  elementi 
si  possono  far  corrispondere  uno  per  uno  a  quelli  di  QQ,  bastando 
a  tale  oggetto  di  far  corrispondere  ad  un  elemento  qualunque  di 
Qfl  quell'elemento  di  Q'U'  che  contiene  le  stesse  lettere  munite 
di  apice  (p.  es.  all'  elemento  BR  1'  elemento  B'R').  I  due  aggregati 
QU  e  Q'Q'  sono  dunque  coordinabili;  e.  d.  d. 

31.  Il  numero  degli  elementi  dell'aggregato  QQ,  ctie  è,  come 
or  si  è  visto,  perfettamente  determinato,  appenachò  sian  dati  ì  due 
numeri  m  e  (i,  si  chiama  il  prodotto  dei  due  numeri  m  e  (i  e  si 
rappresenta  in  aritmetica  col  simbolo  m  X  f,  in  algebra  col  sim- 
bolo m-'A  o,  più  semplicemente  con  m\t.. 

La  definizione  di  prodotto  si  pud  dunque  riassumere  come  segue  : 
prodotto  di  due  Humeri  m  e  ^  è  il  numero  delie  coppie  che  si  pos- 
sono formare  combinando  »n  elemento  gutUunque  di  un  aggregato 
di  m  oggetti  con  un  elemento  qualunque  di  un  altro  aggregato 
di  )iL  oggetti. 

L'operazione  mediante  la  quale  da  due  numeri  m  e  )i  si  deduce 
il  loro  prodotto,  si  chiama  moltiplicaeione,  e  i  due  numeri  m  e  [il  si 
dicono  i  fattori  del  prodotto. 

32.  Il  prodotto  di  due  numeri  non  varia,  se  ai  inverte  l'ordine 
dei  fattori;  cioè:  mfi.  =  f^m. 

Ciò  equivale  a  dire  che  l'aggregato  QQ  è  coordinabite  aU' ag- 
gregato QU> 

Infatti,  per  coordinare  l'aggregato  QQ  all'aggregato  QQ,  ba- 
sta far  corrispondere  ad  un  elemento  qualunque  di  QQ  quell'ele- 
mento di  QQ  che  consta  degli  stessi  componenti  presi  in  ordine 
inverso,  cioè,  p.  es.  all'elemento  AR  l'elemento  RA,  all'elemento  BR 
l' elemento  RB,  ecc. 

33.  Il  prodotto  di  dae  fattori  eguali  ad  uno  stesso  numero  ai 
ctiiama  anche  11  quadrato  di  quel  numero.  Per  esprìmere  il  qaa- 
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drato  di  no  namero  a,  in  luogo  di  scrivere  aa,  ai  Scrive  qaasi 
sempre  a*. 

§  5.°  —  Teoremi  sulla  composlslone  di  ptb  asr^regatl. 

34.  Dobbiamo  premettere  aloutie  spiegazioni,  di  indole  generale, 
Bull'  uso  delle  parentesi,  cho  tianno  importanza  capitale  nella  tec- 
nica delle  espressioni  matematiche. 

Sttpponiamo  che  nel  corpo  di  nna  certa  espressione  simbolica  si 
trovj  no  simbolo  S  il  qaale  non  sia  costituito  da  nn  segno  unico 
(lettera  o  cifra,  ecc.)  ma  da  piti  segni  che  servano  soltanto  a  fis> 
sarò,  nel  loro  in»ieme,  il  significato  di  8,  senza  che,  considerati 
isolatamente,  debbano  avere  alcun  rapporto  diretto  cogli  altri  sim- 
boli scritti  al  di  fuori  di  S.  Per  mettere  ciò  in  perfetta  evidenza  ed 
evitare  cosi  ogni  possibile  equivoco  nella  interpretazione  dell'  e- 
spresslone,  si  racchiude  il  simbolo  S  fra  due  parentesi,  cioè  si 
scrive  (y)  io  luogo  di  S. 

Cosi,  ad  esempio,  se  a,  ^,  -^  sono  dei  numeri,  il  simbolo  a(^v) 
esprimerà  che  il  numero  a  viene  moltiplicato  per  il  prodotto  di  ^ 
e  T  ;  invece  il  simbolo  {'x^)f  esprimerebbe  che  il  prodotto  di  a  e 
di  ^  viene  moltiplicato  per  -f- 

35.  Se  k,  B,  C,  D, ... ,  E  sono  dei  simboli  qualisivogliano,  il  sim- 
bolo ABCD...£!,  non  mettendo  chiaramente  in  evidenza  il  modo 
col  qaale  esso  s'intende  essere  stato  formato  mediante  successive 
composizioni,  può  lasciar  dubbio  circa  il  signiUcato  dell'  ente  (ag- 
gregato, numero,  ecc.)  da  esso  rappresentato.  Si  è  però  convenuto, 
per  economia  di  parentesi,  di  considerare  sempre  il  simbolo  ABCD...E 
come  ottenuto  componendo  dapprima  il  simbolo  A  col  simbolo  B , 
poi  il  simbolo  AB  cosi  ottenuto  col  simbolo  C,  quindi  il  simbolo 
(AB)C    cosi  ottenuto  col  simbolo  D ,  e  cosi  via. 

Cosi  ad  esempio ,  la  genesi  del  simbolo  ABCD  viene  espressa 
rigorosamente  dall'  eguaglianza  : 


ABCD  =  ((AB)c)d, 


cosicché,  se  A,  B,  C,  D,  anziché  rappresentare  degli  enti  qualisi- 
Togliano,  rappresentino  dei  numeri,  e  si  assuma  come  legge  di  com- 
posizione quella  della  moltiplicazione  aritmetica,  si  avrà  p.  ea.  : 

2X1X3X1  =  ((2xl)X3Ìx  1  =  6. 

36.  Supponiamo  ora  che  1  simboli  da  comporsì  rappresentino  de- 
gli aggregati  di  simboli  (i  quali  potranno  alla  lor  volta  rappresen- 
t;are  degli  enti  qaalisivo^^liano).  Consideriamo,  per  fissare  le  idee, 
quattro  aggregati  0,  Q  ,  U,  Y.  Il  simbolo  OQUVTappresenterJtun 
aggregato  ben  determinato  di  simboli  composti,  cioè  quell'aggre- 
gato che  si  ottiene  componendo  prima  1'  aggregato  0  coli'  aggre- 
gato lì,  poi  l'aggregato  00  cosi  ottenuto  con  Ù  e  Analmente  l'ag- 
gregato (  On  )tJ  con  V. 
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Pertanto  atio  qualunque  degli  elementi  dell'aggregato  ÒQUV 
si  otterrà  componendo  dapprima  un  elemento  qualunque  0  di  0 
con  un  elemento  qaalnnque  Q  di  Q.  Sì  otterrà  cosi  il  sìmbolo 
Oli  che  ai  compon-à  con  un  elemento  qualnnqne  U  di  U  e  darà 
origine  al  nuovo  simbolo  (OQ)U.  Questo  si  comporrà  a  sua  volta 
con  un  elemento  qualunque  V  di  V  ;  e  cosi  al  sarà  generato  il 
aimbolo  [(OQ)U]V  che  sarà  uno  qualunque  degli  elementi  di 
OQUV.  Anche  qnl  però,  in  luogo  di  scrivere  [(OQ)U]V,  potremo 
scrivere  piti  brevemente  OflUV. 

Dunque:  gè  0,Q,U,...)  V  sono  degli  aggregati  di  simboli 
qualiaivogliano,  l'aggregato  composto  O^VJ  ...V  ha  per  suoi  ele- 
menti tutti  i  simboli  contenuti  nel  tipo  OQU...V,  dove  0  è  uno 
qualunque  degli  elementi  di  0,  Q  uno  qualunque  degli  etementi  di 
Q,  e  così  via. 

37.  Se  0' ,  Q  ' ,  U"' , . . . ,  V'  sono  gli  stessi  aggregati  0,  Ù,  V,. . .  ,'V 
scritti  in  un  altro  ordine  qualsivoglia,  i  due  aggregati  ÓQU...Y 
ed  O'Q'U'...  V  sono  fra   loro    coordinabili. 

Infatti,  per  coordinare  fra  loro  questi  due  aggregati,  basta  far 
corrispondere  ad  ogni  elemento  OflU  ...  V  di  ÒflU  ...  V  quel- 
l'elemento di  0'Q1J'...V'  che  è  formato  dagli  stessi  simboli 
0  ,  Q  ,  U , . . . ,  V  composti  secondo  il  nuovo  ordine  di  composi- 
zione. Cosi,  ad  esempio,  considerando  solo  1  aggregati ,  ad  ogni 
elemento  OQUV  di  ÓQUV  si  farà  corrispondere  in  QÓVU  l'ele- 
mento QOVU  e  reciprocamente. 

38.  Je  O  ,  fl  ,  ti ,...,  V  sono  certi  aggregati  edO'j'ù'',V^,...'W 
certi  altri  aggregati,  l'aggregato  composto  OOD  .  . .  VO'O'U"'. . .  W 
è  coordinabile  all'aggregato  composto: 

(OQU. ..  V)(0'Q'U'...  W'). 

E  infatti  manifesto  che,  per  coordinare  i  due  aggregati  cosi  com- 
posti ,  basta  far   corrispondere   ad   un   elemento  qualunque  : 

OQU...  VO'fl'U'....  W 

del  primo  1'  elemento  : 

(OaU...V)(0'Q'U'...  W) 
del  secondo. 

§  6.0  —  Teoremi  gal  prodotto  di  più  nameri. 
BapreMlODi  monomle. 

39.  Se  a,  p,  Y, . . . ,  d  sono  dei  numeri  qualiaivogliano,  col  sim- 
bolo  a^Y"'°{«  coi  simboli  equivalenti  a- P'Y... 5  ed  axPXYX"-XS) 
s'intende  secondo  quanto  si  è  già  osservato  (art.  35),  quel  numero 
che  nasce  dal  moltiplicare  dapprima  a  per  ^,  poi  il  prodotto  a^ 
per  Yj  e  cosi  via. 
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40.  Se  gli  aggregati  A,  B,  G,  ^.j  ,  ì)  contengono  riip.  a,  ^,  f,-. ..,  S 
oggetti,  l'aggregato  compatto  ABC  .  . .  D  contiene a^^ . . .  ò  elementi. 

Inratti  a}  rappresenta,  per  la  deanizioiie  stessa  di  prodotto ,  li 
numero  degli  elementi  dell'aggregato  AB.  Per  consegaenza  (a^)Xfr 
cioè  11  nomerò  a^Y  i  rappresenterà ,  per  la  stessa  ragione ,  il  Da- 
merò degli  elementi  dell'aggregato  (ÀB)C,  cioè  appunto  dell'ag- 
gregato ABC,  e  cosi  ria. 

41.  Il  prodotto  di  più  numera  è  indipendente  dall'ordine  dei  fat- 
tori. 

Siano  infatti  aj^,f,...,£deinnm6ri  qaallsi vogliano  eda',^',Y',...,  S' 
gli  stessi  numeri  scritti  in  altro  ordine  a  piacere.  Se  A,B,C,...,D 
sono  risp.  gli  stessi  aggregati  cho  hanno  dato  origine  ai  numeri 
a,  P,  7, . . . ,  S  e  se  À',  B',  C,.,.  ,T>'  sono  gli  stessi  aggregati  dispo- 
sti secondo  il  nuovo  ordine,  già  sappiamo  (art.  37)  ciie  I  due  ag- 
gregati composti  : 

ÀBC...D     ed    A'B'C'...D' 

sono  fra  loro  coordinabiti,  e  quindi  hanno  lo  stesso  numero  di  ele- 
menti. Uà  il  numero  dei  loro  elementi  è  dato  rìsp.  (art.  40)  da  : 

apf ...  3    ed    a'^'y' . . .  S'. 

È  dunque  a}y . . .  5  =  «'g'-jf' ...  8',  o.  d.  d. 

Il  teorema  ora  dimostrato  si  suole  enunciare  dicendo  che  la  mol- 
tiplicazione è  un'operazione  cfie  gode  della  proprietà  commutativa, 

42.  Se  a,  b,  e, . . . ,  e  ed  a,  ^  ,  f  ,..,,Ì  tono  dei  numeri  qualiii- 
vogliano,  il  loro  prodotto  coincide  col  prodotto  che  ti  ottiene  mol- 
tiplicando il  prodotto  abc ...  e  pel  prodotto  a^t . . .  S  ;  li  che  è  si- 
gnificato dalla  scrittura  : 

abc...  ea^y . . .  5  =  (<d}e . . .  e}(a^y . . .  S). 

Qaeato  teorema,  conoscinto   anche   come  proprietà  asaocialiva 
della  moltiplicazione,  discende  naturalmente  dal  teorema  dell'art.  38. 
Siano  infatti  rispettivamente  ; 

À,B,  C,...,É        A',  B',  C',...,5' 
gli  aggregati  che  hanno  dato  origine  al  numeri: 
a,  b,  e, .  .  . ,  e        a,  ^,  Y, . ,  . ,  5. 
Poiché,  pel  detto  articolo,  l'aggregato  composto  ÀBG...BA'B'C'...D' 
è  coordinabile  all'aggregato  {ÀBO  ..  ,É)(a'B'C'.  ..  D'),  Il  nume- 
ro originato  dal  primo,  che  è  appunto  (art.  40)  il  prodotto  abc...ea.}'(...S, 
coincider  deve  col  numero  originato  dal  secondo,  cioè,  per  la  defi- 
nizione di  prodotto,  col  prodotto  del  numero  originato  da(ÀBC...É) 
pel  numero  originato   da  (A'B'C'  .  ,  .D').  Ma  il  numero  originato 
da  (ÀBC  ...  e)  è  afre ...  e ,  e  quello,originato  da  (a'B'C'  .  . .  D*)   è 
a^Y  ■  ■  ■  S  ;  quindi ,   ecc. ,  e.  d.  d. 
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43.  Dal  teorema  ora  dimostrato  aegae   manifestamente  che  : 

abc  . . .  eapTf . . .  ia'b'  ...g'  —  ab...  e(a? . . .  S)a'b' ...  g' , 


44.  Se  m  6  il  namero  dei  fattori  che  compongono  11  prodotto 
a^f.-.S  e  se  i  nnmeri  a,  ^,  -^,..,.,0  sono  tntti  eguali  ad  nno 
stesso  numero  a,  il  prodotto  stesso  si  chiama  la  potenza  m*"""  del 
numero  a;  e  in  luogo  di  scrivere  aaa...a,  si  Bcrive  piti  breve- 
mente a". 

Dei  dae  numeri  a  ed  m  che  figurano  nella  potenza  a*,  il  primo 
si  chiama  la  base  e  11  secondo  l'esponente  della  potenza  stessa. 

45.  Abbiamo  gi&  notaio  che  la  potenza  seconda  a*  di  un  nu< 
mero  a  si  chiama  anche  il  quadrato  di  a.  Àggiangiamo  che  la  terza 
potenza  a'  di  a  si  chiama  anche  il  «u^o  di  a, 

46.  Se   a ,  b  ,  m  sono  dei  numeri  naturali  qualisivogliano,  si  hai 


Lasciamo  al  lettore  la  dimostrazione  di  quest'eguaglianza,  come 
conseguenza  della  proprietà  commutativa  ed  associativa  della  mol- 
tiplicazione. 

47.  Ogni  numero  deducibile,  mediante  operasioni  di  moltiplicar 
zione,  da  certi  numeri  a,b,c,,..,d  è  rappresentabile  sotto  la 
formai 

a''b^'c^...d^  (1) 

essendo  «,  P,  -j, . . . ,  5  degli  esponenti  da  determinarsi  opportuna- 
mente. 

In  questo  enunciato  si  deve  intendere  che  gli  esponenti  a,  $,  y, .. .,  S 
possano  anche  prendere  II  valore  zero  ;  nel  qual  caso  colla  corri- 
spondente potenza  s'intenderà  l'unità.  Così  ad  esempio  in  luogo  di 
scrivere  a'c*d'  si  può  anche  scrivere  a't^r'd'.  La  convenzione  b";;! 
a'  impone  del  resto  anche  per  altre  ragioni  che  appariranno  piti 
tardi. 

Infatti,  un  prodotto  di  un  numero  qualunque  di  fattori,  scelti  fra 
I  numeri  a,  b,  c,...,d,  si  può  sempre  ridurre ,  mediante  un  op- 
portuno scambio  di  fattori,  alla  forma  (1);  e  il  prodotto  di  due  o 
più  prodotti  della  forma  (1)  è  del  pari  evidentemente  riducibile 
alla  forma  (1). 

48.  Le  espressioni  della  forma  (1)  si  dicono  monomii.  Dei  nu- 
meri a,  b,  c,.,.,d  alcuni  sono  perfettamente  individuati  e  si  pos- 
sono surrogare  con  cifre,  altri  restano  arbitrarli.  Questi  ultimi  rap- 
presentano spesso,  nelle  questioni  algebriche,  te  cosi  dette  varia- 
bili, cioè  dei  numeri  che  in  una  stessa  questione  si  fanno  variare 
pijt  o  meno  arbitrariamente.  In  tal  caso  essi  si  designano  di  prefe- 
renza colle  lettere  x,  y,  2,  5,  u,  w, ...  I  fattori  non  variabili  pren- 
dono invece  nell'espressione  monomia  il  nome  di  coefflcieìUt;  e  il 
loro  prodotto  si  chiama  il   coefficiente  dell'  espressione  monomia. 
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-as- 
cosi, ad  eseinpìo,  nei  monomii  con  tre  variabili  x,  y,  z  : 
Zxj/z  ,  ix'y'z  ,  ax'y*z'  ,  2(ix^y*z, 

le  cifre  2,  3,  4  e  il  numero,  da  fisGarsi  ad  arbitrio,  a  fiing^ono  ap- 
punto da  coefScienti  e  come  tali  si  premettono,  secondo  l'uso  ge- 
nerale, alle  Tarìabili.  Per  il  quarto  di  questi  monomii,  in  luogo  di 
dire  che  ha  i  cocfBcienti  2  ed  a,  si  dirà,  anche  più  semplicemente 
che  ha  per  coefficiente  2a, 

§  7.0  —  Blnolon»  di  aggregati— Somma  di  dae  nomerl. 

49.  Aggiungere  ad  un'aggregato  U  on  altro  aggregato  V ,  di 
oggetti  distìnti  da  quelli  di  U,  o  meglio:  riunire  gli  aggregati  l) 
e  V  significa  formare  uq  nuovo  aggregato  W  che  abbia  per  ele- 
menti ratti  gli  elementi  di  U  e  tutti  gli  elementi  di  V,  e  non  ab- 
bia altri  elementi  all'  infuori  di  questi. 

L'aggregato^cosl  ottenuto  si  designerà  coi  simbolo  Ù  ,  V  {  o  an- 
che con  U-t-V)  e  si  dirà  la  riunione  dei  due  aggregati,  onde  si 
potrà  scrìvere  : 

W=  U,V=  V,U. 

L' aggregato  W  sarà  evidentemente  finito,  come  Io  erano  U  e  V, 
poiché,  per  enunciare  tatti  i  suoi  elementi,  basterà  enunciare  prima 
tatti  quelli  di  Ù  e  poi  tutti  quelli  di  V,  o  viceversa. 

50.  Se  l'aggregato  A  é  coordinabile  all'aggregato  A'  e  l'aggre- 
gato B  A  B', l'aggregato  à,B   è_ coordinabile   all'aggregato  A',B'. 

Per  coordinare  l'aggregato  A  ,  B  all'aggregato  A' ,  B' ,  basterà 
infatti  di  far  corrispondere  ad  ogni  elemento  di  A ,  B  che  sia  e- 
lementodiA,  quello  stesso  elemento  che  già  gli  corrispondeva 
nella  coordinazione  dì  A  ad  A',  e  similmento  ad  ogni  elemento  di 
B    quello   che   gli   corrispondeva  nella  coordinazione  di  B  a  B'. 

61.  Ciò  premesso,  ci  è  lecito  di  dare  la  seguente  definizione:  se 
a  «  P  tono  due  numeri  qualunque,  li  chiamerà  bouma  di  aedi  g, 
e  ai  indicherà  con  a-f?  (cfte  ei  legge  a  più,  g)  il  mi-mero  originato 
dall'aggregato  che  ai  ottiene  aggiungendo  all'aggregato  di  oggetti  die 
ha  originato  a,  l'aggregato  che  ha  originato    ^. 

Questa  definizione  è  legittima,  perchè,  se  invece  dei  due  aggre- 
gati A  e  B,  risp.  di  numerosità  a  e  p,  se  ne  prendano  sitri  due 
A'  e  B'  che  danno  orìgine  a  questi  stessi  numeri ,  il  numero  ori- 
ginato da  A ,  B  sarà  quello  stesso  originato  da  A'^  B'  essendo  , 
per  r  art.  prec,  gli  aggregati  A  ,  B  ed  A' ,  B'  fra  loro  coordinabili 

52.  L'operazione  mediante  la  quale,  dati  due  numeri  a  e  ^,  sì  ot- 
tiene la  loro  somma  a-l-^,  si  chiama  addizione. 

Capklli.  —  /(tifunom  i7t  analiii  algebrica,  8.*  ediz.  4 
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È  chiaro  che  o+P=?+flt,  poiché  1'  af^gregato  A  ,  B,  non  differi- 
sce dall'  aggregato  B  ,  A. 

53.  Se  a  +  Tf  =  ?  +  T  ,  è  anche  a  =  g. 

Siano  infalli  A ,  B  ,  C  gli  aggregati  che  hanno  originati  riap.  1 
nameri  o  ,  S ,  *f.  Poiché  l'aggregato  A ,  C  è,  per  supposto,  coordina- 
bile ali'  aggregato  B  ,  C ,  togliendo  da  entrambi  snccessivamente  gli 
elementi  di  C ,  gli  aggregati  residui  A  ,  B  riusciranno  (art  11)  fra 
loro  coordiuabili.  È  dunque  a=^;  e.  d.  d. 

54.  Jl  prodotto  di  due  potenze  di  uno  stesso  numero  a  è  uguale 
ad  un'  unica  potenza  di  a  che  ha  per  esponente  la  somma  degli 
esponenti  delle  due  prime. 

Infatti  la  proprietà  associativa  della  moltiplicazione  (art.  42) 
espressa  dalia  formola 

(aòc  ...  e)(a?  ...  70)  =  abc ...  eag  ...  -^5, 

nel  caso  particolare  in  cui  a,b,c,...,  e  siano  m  numeri  tutti  e- 
guali  ad  a  od  a,'f,i,...,S  siano  »  numeri  pure  uguali  allo  stesso 
a,  prende  evidentemente  la  forma: 


%  8.0  —  Somma  di  plb  nomerl  —  Espressioni  poUnomle. 

56.  Se  all'aggregato  U ,  V  si  aggiunge  un  nuovo  aggregato  W , 
b1  ottiene  come  risultato  della  riunione  un  aggregato  che  si  dovreb- 
be rappresentare  co!  simbolo  (U  ,  V) ,  Wj  ma  che  si  rappresenterà 
più  brevemente  con  U  ,  V  ,  W  e  si  cliiaioerà  la  riunione  di  U ,  V  e 
W;  e  cosi  via. 

56.  La  riunione  di  diversi  aggregati  è  indipendente  dall'ordine 
secondo  cui  gli  aggregati  stessi  vengono   aggiunti  successivamente. 
Cosi,  ad  esempio  : 


U,V,W,Q=  V,Q,U,W. 

È  chiaro  infatti  che  ogni  elemento  della  prima   riunione  si  trova 
comò  elemento  anche  nella  seconda,  e  viceversa. 
57.  Tja  riunione  di  diversi  aggregati: 

U,  V,...,    Q  ,  U',  V,...,!^' 

si  può  anche  ottenere  aggiungendo  alta  riunione  U  ,  V,...,  Q   la  riu- 
nione U',  V',...,  W'.  Cioè: 

V,  V, ... ,  a,  u' ,  V', ... ,  w'  =  { u,  V, ... , ìi  ), (u' ,  V' ,...,  w'). 

È  chiaro  infatti,  anche  qui,  che  ogni  elemento  dell'  aggregato 
di  destra  è  anche  elemento  dell'aggregato  di  sinistra  e  viceversa. 
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58.  Se  et,  fi,  y,...,5  sono  dei  nameri  qaalisivogliano,  col  sim- 
bolo a  +  p+Y  +  .--  +  S  s'intenderà  (aaalogamentc  alla  definizione 
data  sopra  del  simbolo  tj,  V,  W,...,fl)  il  numero  che  si  ottiene 
sommando  dapprima  a  con  * ,  poi  il  rlsuUato  ottenuto  con  f ,  e 
cosi  via. 

59.  L'operazione  di  adlizione  gode  della  proprietà  commutativa. 
Cioè  : 

e  in  penerale:  la  somma  di  più  numeri  è  indipendente  dall'ordine 
secondo  il  quale  si  sommano  gli  addendi. 

È  questa  una  conseguenza  manifesta  dell'art.  56. 

60.  L'operazione  di  addizione  gode  anche  della projìrietà  associa- 
tioa.  Cioè,  se  a  ,  p ,  y , . . . ,  5 ,  a' ,  f ,  y'  , . . . ,  e'  sono  dei  numeri 
qnatisivogliano,  si  ha  : 

^(ct  >  f +Yf...+3)+(a'-f  ?'+7'+...-r6'). 
Questa  è,  a  sua  volta,  tina  conseguenza  immediata  dell'art.  57, 

61.  Se  A,  B,  C,  ...jE  sono  gli  elementi  di  vn  aggregato  di  og- 
getti e  se  nell'espressione  aggregativa  : 

A ,  B ,  C,  . . .  ,  E, 

si  ponga  in  luogo  dì  ogni  lettera  la  cifra  1  ed  in  luogo  di  ogni  vir- 
gola il  segno  +,  ri  simbolo  numerico  14-1-H+... +1  così  ottenuto 
rappresenta  il  numero  originato  da  quell'aggregato  {la  numerosità 
dell'aggrega  to). 

Infatti,  poiché  1^1  è  la  numerosità  dell'aggregato  A,B,  sarà 
(i+l)fI,cioè  1+1+1,  la  numerosità  dell' agg;regato  (A  ,  B),  C,  cioè 
dell'aggregato  A, B,0.  Similmente,  poiché  1  +  1  + 1  è  la  numerosità 
dell'aggregato  A,B,C,  la  numerosità  di  A,B,C,D,  cioè  dj 
(A,  B,C),  D,  sarà  (1  +-  1  +  1)  +  I  ,  ossia,  che  è  la  stessa  cosa, 
1+1  +  1  +  1;  e  così  via. 

62.  Il  prodotto  di  due  numeri  qualunque  m  e  i>.  é  uguale  alla 
somma  di  \i  numeri  tutti  eguali  ad  m. 

Infatti ,  per  iscrivere  tutte  le  coppie  che  8Ì  possono  formare 
{cfr.  art.  !Jl)  combinando  un  elemento  qualunque  di  un  aggregato 
A, ,  Aj , ... ,  A„  di  m  oggetti  con  un  elemento  qualunque  di  un  ag- 
gregato Bj,Bj,...,B^  di  ;j;  oggetti,  basterà  scrivere  prima  tutte 
le  coppie  che  contengono  B,  (  cioè  un  aggregato  di  m  oggetti), 
poi  tutte  quelle  che  contengono  Bg  (cioè  un  altro  aggregato  dim 
oggetti),  e  cosi  via. 

63.  Corollario.  — Im  somma  di  [i  numeri  eguali  adta  è  uguale 
alla  somma  di  m  numeri  eguali  a  ^. 

Sappiamo  infatti  (art.  32)  che  mìx  =  v-m. 
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64.  Quando  il  prodotto  m-f.  bì  considora  sotto  il  panto  di  vista 
corrispondente  all'enunciato  dell'art.  62,  dei  dne  fattori  m  e  ii  cho 
io  compongono ,  il  primo  ai  chiama  moltiplicando  ed  il  secondo 
moltiplicfUore. 

Secondo  lo  atesso  punto  di  vista  i  prodotti  2tn,  3m, ...  ai  chia- 
mano ancbe  risp.  il  doppio  dì  m,  il  triplo  di  m,  ecc. 

65.  La  somma  di  n  nameri  arbitrari  si  pnò  rappresentare  colla 
scrittura  : 


alla  quale  vengono  spesso  sostituite  le  notazioni  abbreviate: 

y  a,    o  meglio:     Voj 

por  mezzo  del  segno  £,  che  si  chiama  simbolo  sommatorto,. di  cu' 
si  fa  in  analisi  uso  frequentissimo. 

66.  La  somma  di  più  monomii  (art.  48)  si  chiama  polinomio.  II 
polinomio  ai  distingue  poi  in  binomio,  trinomio,  quadrinomio,  ecc., 
a  seconda  cho  esso  aia  la  somma  di  due  soli  monoraii,  ovvero  di 
tre  monomi!,  ecc.  I  singoli  monomii,  di  cui  il  polinomio  k  la  som- 
ma,  ai   dicono   poi   termini  del  polinomio. 

Ogni  polinomio  di  n+i  termini,  deducibile  dai  numeri  n,  6,  e,..,,  d 
(cfr.   art.  47)  sarà  evidentemente  della  forma: 

a^b^t ...  d*+a»>^'cT ...  d^'+.-.+fl''"'  fr^'"' ...  d*'"',  (1) 

ben  inteso  eolia  convenzione  {cfr.  art.  47) ,  che  si  manterrà  sem- 
pre d'ora  innanzi,  che  per  potenza,  con  esponente  uguale  n  zero,  di 
un  numero  qualunqtte  s'inteìida  l'unità. 

67.  Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  che  dei  numeri  a,  b,  e, . . . ,  d, 
dai  quali  è  stata  dedotta  l'espressione  polinomia,  soltanto  due,  che 
indicheremo  con  a;  ed  jr  siano  variabili  (cfr.  art.  48).  Tutti  gli  al- 
tri numeri,  siano  essi  rappresentati  da  cifre  o  da  lettere,  dovendo 
riguardarsi  come  costanti,  è  chiaro  che  anche  ì  loro  prodotti  e  po- 
tenze saranno  da  riguardarsi  come  tali.  Pertanto  all'  espressione 
polinomia  (1)  si  potrA  anche  dare  la  forma  piti  semplice: 


mettendo  in  evidenza,  a  destra  del  segno  sommatorie  quello  che 
si  suol  chiamare  termine  generale,  o  generico,  del  polinomio.  Il  se- 
gno i;  preniesBO  al  termine  generalo  significa  cho  s'intende  doversi 
fare  la  somma  di  più  termini  i  quali  si  deducono  tutti  dal  tipo  ge- 
nerico a-x^y^  attribuendo  diversi  valori  al  coefficiente  costante  a 
ed  agli  esponenti  a  e  g.  Invece  le  lettere  x,  y  rappresentano  in  tutti 
i  termini  gli  stessi  numeri. 
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§  9.0—  Proprietà  dlstribatlva  delia  moltlplloaxlone. 
Bldoalone  del  poUnomlt. 

68.  Se  m,  n,  a  sono  nnmeri  qaalanqne,  si  ha  : 

«(m  +  n)  =  am  +  an  ,  {m  +  n)a  =  ma  +  na ,  (l) 

ed  in  ciò  consiete  la  cosi  detta  proprietà  distributiva  della  molti- 
ptìcazione. 

Infatti,  il  prodotto  a{m-\-n)  è  uguale  (art.  62)  alla  somma  di  i»  +  n 
numeri  tutti  eguali  ad  a.  Ora  per  fare  questa  somma ,  si  potrà 
(art.  60)  fare  separatamente  la  somma  dei  primi  m  numeri,  che  è 
uguale  ad  am,  poi  quella  degli  altri  7(  numeri  che  è  un,  e  per  ai- 
timo  sommare  i  risaltati,  il  che  dà  appunto  am  +  an. 

La  seconda  delle  uguaglianze  (1)  si  deduce  immediatamente 
dalla  prima  ricordando  (art,  32)  che  : 

(m  +  n)a  =  a{m  +  n)  ,  mi  =  am  ,  ti»  =  a». 

69.  ;Sb  m,  n, . . . ,  r,  a,  t  sono  numeri  qualunque,   si  ha: 

a(m+n+  ...  +r+8-f't)=am+an+  ...  +ar  f-os+at. 
e  similmeTìte  : 

(m+n+...  +r+B+t)x=m«fnaf ...  fra+si+ta. 
Si  può  scrivere  infatti  : 

a(m  +  7H-... +rf«+()=a[(m+n+  ...  +r+s)+(] 
e  quindi  per  l' art.  prec.  : 

a(mi-n+...+r+8ti)=a(mt-»f  ...  +r\-s)+it, 


a()n+n+  ...  +r+3)=a(m+n+  ...  i-r)-  7s, 
code: 

a(m+n+  ...  +r+t+t)-a(m}-n  i  ...  +r)-\-as+at, 
ecc.  ecc. 

70.  Se  a,  b,  e, . , . ,  d  ed  a,  ^,  •(,...,z  sono  numeri  qualunque, 
il  prodotto  delle  due  somme  a  +  b  +  c  +  ,  ■  +  deda  +  P  +  -jH...  +  E 
è  uguale  alla  somma  di  tutti  i  prodotti  che  nascono  dal  moltipli- 
care uno  qualunque  dei  numeri  a,  b,  e, ... ,  d  per  uno  qualunque 
dei  numeri  a,  p,  -j, ... ,  s. 

L'  articolo  precedente  ci  d&  infatti  primieramente  : 

(a  +  6  +  e  +  . . .  +  d)(a.  +  ^ +  •(  +  . .. +  t)  =  (a  \-b  + c  + ...  +d)i 

-l-(a  +  6  +  e  -f  ...  +  d)3 
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Ma  d'altra  parto  esso  ci  d&  poi: 

{a  +  b  +  ci-  ...  +  d)a.  =  aa  +  biL  +  ...  +  d^ 

(a  +  J  +  e  +  . . .  +  d)?  =  o?  +  6?  +  . . .  -Kip 

(a  +  6  +  e  +  .. .  +  d)s  =  oe  +  6s  +  . . .  +  de  , 
onde  si  conclade  : 
(o  +  6  +  e  + . . .  +  d)(a  +  p  +  7  +  . . .  +  e)  =  aa  +  fta  +  ca  +  . . .  +  da 

+  a?  +  ft?  +  e?  +■ . . .  +  d? 


e.  d.  d. 

71.  Rammentando  la  definizione  (art.  aS)  di  composto  di  due  afi- 
{fregati,  si  vede  che  il  teorema  ora  dimostrato  sì  può  anche  enun- 
ciare come  segane:  gè  si  compone  l'aggregato  dei  timboli  a,  b,  C, . . . ,  d 
coli' aggregato  a.,  ^,  y,  . . , ,  E  e  nell'aggregato  risultante  si  sostitui- 
scono alle  virgole  i  segni  +  ,  il  simbolo  così  ottenuto  rappresenta 
il  prodotto  della  somma  di  numeri  a  +  bi-e  +  ...+d  per  la  somma 

72.  Qnest'  ultima  osservazione  mette  anche  in  evidenza  ohe  se 
m  è  il  mimerò  dei  termini  a.,  b,  e, . . .  ,i  ed  n  il  numero  dei  ter- 
mini a,  P,  t,  .■■,£,  il  numero  dei  termini  del  prodotto  (a+btc+-  ...  +d) 
(a  +  p  -H  i;  +  . . .  +  e),    sviluppato  come  all'art.  70,  è  mn. 

Invero  il  prodotto  mn  altro  non  è,  per  ta  deHnizione  stessa  di 
prodotto  (art.  31),  che  il  numero  dello  coppie  aa,  ba,,...,  a%  b%..  . 
che  si  possono  formare  combinando  uno  qualunque  degli  elementi 
dell'aggregato  a,  b,  e, ... ,  d  con  uno  qualunque  degli  elementi  del- 
l'aggregato a,  ^,  t,—,s. 

73.  Il  teorema  dell'art.  70  si  può  anche  esprimere  brevemento 
colla  formola  : 

(a,  +  fl,  +  . . .  +  a„)(&.  4-  5,  -f- . . .  +  O  =  J  '^afij. 

Invero  il  segno  sommatorio  : 


premesso  ad  una  qualsivoglia  espressione  simbolica  contenente  il 
cosi  detto  indice  variabile  ì,  significa,  analogamente  a  quanto  si  è 
già  vislu  all'art.  6b,  che  nell'espressione  simbolica  si  devono  so- 
stituirò  Buccessivamente  in  luogo  di  i  i  numeri  1,  2,  ...,n  e  poi 


I 
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scrivere  la  somma  dei  risultati  cosi  ottenuti.  Si  iia  dunque  : 

^afij  =  afij  +  «(&,-  ■!-...  +  a„bj  , 

onde  : 

|](E"a)  =  ^{"A  +  "A  +  •  ■  •  +  '•a)  • 

dove  ora  il  Becondo  membro  esprimerà,  Becondo  la  stessa  conven- 
zione testé  enunciata,  ciò  che  si  ottiene  sostituendo  nell'espressione: 

a^bj  +  a^bj  +  ...-)-  a„bj 

in  luogo  di  j  successivamente  i  numeri  1,  2,  ...,n  e  sommando  i 
risultati.  Ma  in  questo  modo  si  ritrova  appunto  l'espressione  stessa: 

n,6,  +  a,6,  +  . . .  +  a^ò, 
+  Oi^s  +  a^ft,  +  . . .  +  a„b^ 


+  a^b„  H  a,6„  +  . . .  +  o„6„ 
che  si  ottiene  applicando  al  prodotto  : 

(fl,  +  «g  +  .  .  .  +  o„X6,  +  6j  +  . . .  +  6„) 
1.1  regola  dell'art.  70. 

74.  Poiché  : 
(a,+a^+...+a„)Ìbj+bti-...bJ={b,+bi+...+b„){a^+at+...+a„), 

b  chiaro  che  si  ha  l'uguaglianza: 

75,  EsEUPio  I.o  —  La  regola  dell'art.  70  ci  dà: 

(a  +  b)(a  +  p)  =  aa  +  6a  +  a?  +  fig. 
Se  dunque  prendiamo,  come  caso  particolare:  a -a,  ^=b,  si  ha: 

(a  +  6)(o  +  b)  =:  aa  i  ba -ì- ab  +  bb, 

ossia  anche,  poiché  ab  +  ab=  2ab  (cfr.  art,  62)  : 

(a  +  b)*  =  a'  ■(■  2ab  f  6^ , 

cioè:  il  quadrato  della  soìnma  di  due  numeri  è  uguale  alla  Bomma 
dei  loro  quadrati  e  del  loro  doppio  prodotto. 


76.  ESBUPIO  2.0  —  Il  quadrato    della   somma   di  piii  numeri  è 
uguale  alla  somma  dei  loro  quadrati  e  dei  doppi  prodotti  che   et 
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potsono  formare  accoppiando  i  numeri  stessi  in  tutti  i  modi  pos- 
si ha  infatti  (art  73)  : 

(a,  +  a^  ^  . . .  +  a^y  ='^^a^j , 
j-ì  (-1 

dove  il  secondo  membro  è  la  somma  di  tatte  le  espresBioni  che 
nascono  da  a^aj  determinando  i  ed  j  in  tutti  ì  modi  possibili.  Se 
ora  si  prenda  i  =j,  sì  hanno  appunto  i  quadrati  a,*,  a^*, ...  ;  se  si 
prenda  invece  isj,  si  avranno  i  prodotti  delle  a,  ,  a, ,...  moltipli- 
cate due  a  due,  ciascuno  ripetuto  due.  volte  poiché  ataj^ajai- 
Per  esempio,  per  »  =^  4,  si  ha  lo  sviluppo  : 

(a  +  &  +  e  +  d)*  =  a»  +  6*  +  e'  +  d» 

+  2a6  +  2ac  +  2ad  +  2bc  +  2bd  +  2cd. 

77.  Dopo  quanto  si  6  visto  dianzi,  è  chiaro  che  si  ha  poi: 


>('f|"»A)(e 


h-rj-n  loH 


Il  numero  dei  termini  dello  sviluppo  cosi  accennato  sarà  mnr. 
In  generale,  si  conclude  che:  il  prodotta 

(a,-l- ...  +a„)(b,+  ...  +b„Kc,+  ...  +c,) ...  (d,+  ...  d,) 

di  piii  polinomii,  sviluppato  secondo  la  legge  distributiva,  si  com- 
pone di  mnr . . .  s  termini  che  si  deducono  dal  termine  generico 
ajbjCft  ■  ■ .  dfc  dando  agli  indici  i,  j,  h, . . .  k  tutti  i  significati  di  cui 
sono  suscetl ibili.  Questi  termini  si  possono  anche  riguardare  come 
gli  elementi  dell'aggregato  che  nascerebbe  dal  comporre  (cfr.  art.  3fi) 
l'aggregato  dei  simboli  Si,  a,,. ..,  alcoli' aggregato  b, ,  bf,...,b„, 
l' aggregato  cosi  ottenuto  coli  aggregato  dei  simboli  e, ,  Cj , . . . ,  e, ,  e 
cosi  via. 

78.  Esempio  3.°  —  Il  cubo  della  somma  di  più  numeri  è  uguale 
alla  somma  dei  loro  cubi,  dei  tripli  prodotti  di  uno  qualunque   di 
essi  pel  quadrato  di  un  altro  qualunque  e  dei  prodotti,   presi  cia- 
scuno sei  volte,  dei  numeri  stessi  moltiplicati  tre  a  tre. 
È  infatti  : 

hma  J^  i^ 
(a, +  «,  +  ... +  «,.)»=  2;  2  2'"-'V«* 

e,  dei  termini  dello  sviluppo,  quelli  pei  quali  i  =  j  =  h,  si  presen- 
tano ciascuno  nna  sola  volta  dando  origine  al  cubo  a,-*;  di  quelli 
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con  dae  aoli  indici  eguali,  ciascano  si  preeenta  tre  volte,  poichfe: 
UfOtOj^  =  aia^aj  =  a^aiOf ,  dando  origine  al  termine  Sa^^Oi,  ;  quelli  con 
tre   indici   distinti   si  presentano  ciascuno  sei  volte,  poiché: 

0(0/1;,  =  aja^tti  =  OftOjOj  =  aj-a.o^  =  aia^Oj  =  a^ajat , 

e  danno  quindi  dei  termini  della  forma  Sa^aja^.  . 
Si  Ila  cosi,  per  esempio,  per  n  =  'ò: 

(a  +  6  +  e)»  =  a*  +  6*  +  e*  +  6a6c 

+  Za'b  +  3a»c  +  3b'a  +  3ft»c  +  3c'a  +  Bc'b. 

79.  Clùaderemo  questo  paragrafo  colla  nozione  di  riduzione  dei 
poliaomii. 

In  un  polinomio,  contenente  (cfr.  art.  67)  certe  variabili  x,y, ...,«, 
si  dicono  eimili  quel  termini  nei  quali  le  variabili  si  trovano  ele- 
vate agli  stessi  esponenti.  Ora  è  chiaro  che  alla  somma  di  tutti 
i  termini  simili  : 

a-x'y^ , .  .z^   ,   b-x'^y^  ...z^  ,  ...  ,  d-x*»/^ , .  .z^ 

contenenti  le  stesse  potenze  a:' ,  y^ , . . . ,  z")  si  può  surrogare  un  uni- 
co termine: 

ette  abbia  per  coefBciente  la  somma  dei  coefBcientì  di  qaei  singoli 
termini,  cioè  : 

Quest'operazione  si  chiama  riduzione.  Per  mezzo  di  cosllTatte  ri- 
duzioni si  potrà  evidentemente  sempre  ottenere  che  il  poiinomio 
non  contenga  più  termini  simili,  ed  allora  esso  ei  dirà  ridotto 
alta  sua  più  semplice  espressione  riipetto  alle  variàbili  x,  y, ... ,  z. 

80.  Cosi,  ad  esempio,  la  forma  ridotta  del  polinomio  : 

1  -I-  'àx*j/B  +  ixy'  -^  5x'«j/  +  7X3*  +  2!cj/s  +  4 
sarà: 

(3  4  b)x'yz  i  (i  +  7)xy»  +  Zxyz  -f  (1  +  4), 
cioè  ; 

%a^yz  +  Wxy^  +  2xyz  +  5, 

e  quella  dei  polinomio: 

ax^yz  +  Zbxy*  +  a*bx''yz  +  cxy^  -f  ^xyz  -|-  2 
sarà: 

{a  +  a*b)x*yz  +  (36  -F  c)xy^  +  2xyz  +  2. 


Cafru.!.  —  /ilifiinonf  di  onoliri  algtbrica,  8.*  edÌE. 


lyGoo'^lc 


§  10.°  —  SnccetBlone  naturale  del  namert. 
Deflnivione  di  mag^ore  e  minore. 

81.  Dft  quanto  si  6  vieto  all'art.  16  de]  §  2"  eef^e  manifesta- 
mente,  dopo  la  definizione  da  noi  data  dei  nnmerì  naturali,  cbe  : 
«e  A,  B,  C,  D, .  . .  sono  degli  oggetti  quali$ivogliano,  i  numeri  ori- 
ginati dagli  aggregati  : 

(I)  A        A,  B        A,  B,  C        A,  B,  0,  D 

che  ti  rappretenteranno  risp.  coi  simboli  numerici  : 

1,2,3,4,5,6,7,8,9,.... 

«uno  tutti  distinti  fra  loro. 

La  progreBsione  illimitata  di  nameri  cobÌ  generata  prende  it 
nome  di  successione  naturale  dei  numeri  namrali. 

82.  £  appena  necessario  far  rilevare  che  non  esistono  altri  nu- 
meri naturali  oltre  quelli  compresi  nella  successione  naturale.  In- 
vero ogni  nnciero  è  originato  da  un  aggregato  di  oggetti,  ed  ogni 
aggregato  è  evidentemente  coordinabile  ad  uno  degli  aggregati  {1). 

83.  Secondochè  nn  numero  a  si  presenta,  nella  successione  na- 
turale, prima  o  dopo  di  un  altro  numero  p,  si  dice  riepettivamente 
che  esso  è  minore  ovvero  maggiore  di  ^ ,  scrivendosi  nel  primo 
caso  a  <  p  e  nel  secondo  a  >  p.  Dalle  due  diseguaglianze  o  <  p  e 
P  <  7  segue  evidentemente  a  <  y- 

84.  iSe  a  é  un  numero  qualunque,  il  numero  dei  numeri  della 
successione  naturale  c/ie  non  sono  maggiori  dì  a,  è  lo  stesso  nu- 
mero a. 

Sia  infatti  A,  B,  C, ...  ,E,  6  quello  degli  aggregati  (I)  che  da 
origine  al  numero  a.  I  numeri  non  maggiori  dì  a  essendo  quelli 
originati  dagli  aggregati  : 

A      A,B      A,B,C  . . .        A,B,C , . . ,  E        A,B,C, . . ,  E,G, 

il  loro  aggregato  è  evidentemente  coordinabile  all'aggregato  : 

A,     B,     C, . .  . ,  E,  G, 
e.  d.  d. 

85.  Il  numero  a  +  ^  è  quello  che  segue,  di  ^  posti,  il  numero  a 
nella  successione  naturale  dei  numeri. 

Invero,  se  nella  succesBione  fondamentale  di  aggregati  (I)  che 
genera  ia  successione  naturale  dei  numeri,  sia  Ù  l'aggregato  che 
dà  origine  ad  a,  V  aggregato  che  lo  segue  di  ^  posti ,  si  ottiene 
aggiungendo  ad  U  altri  ^  oggetti  o,  che  è  la  steBsa  cosa,  un  ag- 
gregato V  di  ^  oggetti.  li  numero  che  succede  ad  a  dopo  $  po- 
sti è  dunque  generato  dall'  aggregato  U,  V,  ed  il  numero  originato 
da  U,  V  è  appunto  a  +  ^. 
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86.  Se  un  aggregato  U  è  parte  (o  coordiaabile  ad  una  parte)  di 
un  altro  aggregato  W,  il  numero  originato  da  Uè  minore  di  quello 
originato  da  W. 

Siano  infatti  rÌ3p.  U'  e  W'  quelli  fra^H  j^^gregati  della  pro- 
gressione (I)  che  sono  coordinabili  ad  U  e  W  ;  e^npponiamo,  se 
è  possibile,  che  W  non  si  trovi  scritto  dopo  di  U';  cioè  che  W 
sia  contenuto  in  U'.  Nella  coordinazione  di  W  a  W'  alla  parte  U 
di  W  corrisponderà  evidentemente  nna  parte  V  di  W.  D'  altra 
parte  V  ed  U',  essendo  entrambi  coordinabili  ad  U,  saranno  anche 
coordinabili  fra  loro.  Ora  ciò  è  assurdo  (art.  15)  poiché  V, 
essendo  parte  di  W  che  è  contennto  in  U',  è  evidentemente  par- 
te di  ir. 

87.  Se  a,  b,  e  sono  tre  numeri  qualunqiie  ed  a  >  b ,  è  anche 
ca>cb,  e  reciprocamente.  Cosi  pure  è  a+ob+c,  e  reciprocamente. 

Omettiamo  la  dimostrazione  di  questi  due  teoremi  che  sono  una 
facile  consegqenza  della  definizione  di  maggiore,  della  definizione 
di  prodotto  (o  di  somma)  e  del  teorema  dell'art,  precedente. 

88.  Chiuderemo  questo  §  col  seguente  teorema:  il  doppio  della 
somma  dei  primi  n  numeri  naturali  è  uguale  al  prodotto  n(n  -t-  1). 

Facciamo  precedere  il  seguente  lemma  :  la  somma  dì  dne  nu- 
meri a  e  S  resta  insiiterata,  se  in  luogo  di  a  si  prenda  il  numero 
a.'  che  lo  segue  immediatamente  ed  in  luogo  di  ^  il  numero  ^' 
che  precede  immediatamente  p  nella  successione  naturale  dei 
numeri. 

Invero,  poiché  a'  =  a  +  l  6?  =  ^'+l  (art.  85),  si  ha  (cfr.  ari.  60)  : 

a  +  p  =  a  +  {p'  +  1)  =  «  +  P'  4- 1 
e  quindi  anche  (cfr.  art.  59)  : 

a  +  g  =  o  +  1  +  g'  =  (a  +  1)  +  p'  =  a'  +  P'. 

89.  Ciò  premesso,  se  a,  fr,  e, , . . ,  d,  e,  g  sono  i  primi  n  numeri 
naturali,  poiché  a  =  1  e  ^  =  n,  si  ha  : 

a  +  ff  =  n  -H  (a) 

e  da  quest'uguaglianza  si  deducono   successivamente,   applicando 
il  lemma  testé  dimostrato,  le  seguenti  : 

fr+e=n+ l 


fl+6=w+l 

g+a=n+l 

che    sommate  membro  a   membra    unitamente   alla    («}   ci    danno 
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(art.  62)  : 

(o  +  6  +  ...  +  e  -f-  ?)  +  (?  +  e  +  ...  +  6  +  a)  =  n(»  +  1), 

cioè  appunto  : 

2(a  +  b  +  . . .  +  e  +  g)  =  n(n  +  1), 
e.  d.  d. 

ITot»  «d  Exeroui. 

1.  Una  BQOceisione  naturale  di  numeri  non  6  che  un  caso  partiRolare  dì 
una  succesBÌone  di  numeri  della  forma  : 

a,a-l-k,a  +  2h,ai-Sh,... 

che  si  chiama  una  progreMiione  aritmetica. 

Si  dimostri .  in  modo  analogo  a  quello  tsnnto  agli  articoli  88  e  89, 
che  ■'{  doppio  della  $otmna  di  h  num«H  in  progreMMÌone  aritmetica  i  uguale  a  b 
molliplicato  per  la  lomma  del  primo  e  delC  ultimo  numero  della  progrenione. 

2.  Trovare  la  somma  dei  primi  n  elementi  della  progreoBione  aritmetica. 

1,8,5,7,9,... 

8.  Le  cifre  moderne  1,  2,  8,  4,  5,  G,  7,  6,  9  si  chiamano  anche  cifre  ara- 
biche. Esse  traggono  però  la  loro  oriipne  dalle  Indie  d'  onde  sono  state 
importate ,  non  Benia  notevoli  modificazioni  ,  fra  gli  arabi  dell'  Africa  e 
fì-a  gli  europei  nel  secondo  secolo  dell'era  cristiana.  Le  difierecEe  fra  le 
cifre  enropee  del  medio  evo  e  te  arabiche  occidentali  non  eono  molto 
grandi.  Maggiore  È  la  differenza  fra  esse  e  le  cifre  dell'  arabia  orientale, 
importate  pure  dalle  Indie,  ma  in  un'epoca  posteriore  (nell' ottavo  aacolo). 
Lo  cifre  del  medio  evo  subirono  poi  naturalmente  ancora  altre  lievi  modi- 
ficationi  prima  di  raggiungere  la  forma  moderna   dei  nostri  tempi, 

i.  X  Greci,  a  differenza  della  maggior  parte  degli  altri  popoli,  non  in- 
ventarono segni  speciali  ad  uso  di  cifre.  A  quest'oggetto  sì  aervirono  essi 
delle  stesse  lettere  del  loro  alfabeto.  Cosi  vediamo  i  ventiquattro  canti 
dell'Iliade  enumerati  mediinte  le  ventiquattro  lettere  dell'alfabeto  jonico, 
facendosi  corrispondere  l'ordine  alfabetico  a,  ^,  -^,  S,  i, .  • .  all'  ordine  della 
eaccessione  naturale  dei  numeri. 

5.  I  Bomani  composero  i  simboli  dei  primi  nove  numeri  della  succes- 
sione naturale  : 

I  ,  Il  ,  m  ,  IV  ,  V  ,  VI  ,  VII  ,  Vili  ,  IS 

mediante  le  sole  tre  cifre   I ,  V ,  X.  Impiegarono   però    anche   ad  uso  di 
cifre,  le  lettere  dell'alfabeto  L,  C,  D,  M. 

§  lì."  -  DIlTerenxa  di  dae  namerl. 


90.  Se  di  due  numeri  a  e  ^  sia  a  minore  di  ^ ,  esiste  sempre 
UH  Hntco  numero  S  {che  si  chiama  la  diffebehza  fra  (t  e  p)  tale 
che  ìa  somma  di  a.  e  S  sia  eguale  a  p. 

Invero,  poiché  S  si  presenta  nella  saccessione  natarale  dei  nu- 
meri dopo  11  numero  a,  esso  segairà  al  numero  a  dopo  nn  certo 
numero  di  posti  che  possiamo  designare  con  S.  Ma  il  numero  che 
segue  di  S  poeti  il  numero  a  nella  successione  dei  numeri  na- 
turali, è  rappresentabile  (art.  85)  con  a -1-5;  8ar&  dnnqne  appunto: 

a  +  S  =  p.  (1) 
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NoD  può  poi  esistere  alcun  altro  valore  ò  che  soddisfi  all'agna- 
glìanza  (1).  Supposto  infatti  che  fosse  simnltaneamcnte: 

a  +  8  =  p  ,  a  +  8'=p, 
se  ne  dedurrebbe  :  - 

a  +  8  =  a  +  5' 
e  quindi  (art.  53)  : 

e.  d.  d. 

91.  Poiché  a  +  0  =  a,  e  per  ogni  numero  S  diverso  da  zero  si 
ha  invece  (art.  65}  a  +  S  >  a,  si  vede  che  0  è  jl  solo  numero  5 
che  BoddisH  all'ngaaglianza  a  +  &  =  a.  Possiamo  dunqne  anche  pai-- 
lare  della  differenza  fra  àae  numeri  eguali.  Essa  è  sempre  uguale 
a  zero. 

92.  L'operazione  che  ha  per  oggetto  di  calcolare  la  differenza 
fra  un  numero  qualunque  a  ed  un  altro  numero  ^  che  sia  eguale 
o  maggiore  ad  a ,  si  chiama  sottrazione.  In  questa  operazione  il 
Damerò  ^  si  chiama  il  minuendo  ed  «  il  sottraendo.  La  loro  diffe- 
renza si  indica  poi  col  Eimbolo  ^  -  a  (che  si  legge  ^  meno  a)  -,  di- 
gaìsachè  si  può  scrivere: 

«  +  {?-«)-?■  (2) 

93.  &  a<?,  il  numero  che  precede  dì  a  posti  il  numero  ^^  nella 
inccestione  naturale  dei  numeri,  é  rappresentabile  con  p  —  a. 

Infatti,  il  numero  che  segue  di  a  posti  il  numero  ^  —  a  è  ugnale 
(art.  85)  alla  somma  : 

(^  -  a)  +  a 

e  la  (2)  ci  dice  che  questa  somma  è  il  numero  ^. 

94.  La  differenza  fra  due  numeri  resta  la  stessa  se  a  ciascuno 
di  essi  ti  aggiunge  uno  stesso  numero. 

Aggiungendo  infatti  a  ciascuno  dei  due  membri  della  (2)  un 
numero  qualunque  h,  se  ne  deduce  : 

(a  +  A)  +  (g-a)  =  (?  +  A) 
cioè  appunto  : 

(p  +  A)  -  (a  +  A)  =  P  -  o. 

95.  La  differenza  fra  due  numeri  non  si  altera  se  da  ciascuno 
di  essi  si  tolga  uno  stesso  numero.    _ 

Invero,  se  A  è  un  numero  <a  ed  <P  ,  la  (2)  si  può  scrivere 
[art.  92): 

(a  -  A)  +  A  +  (p  -  a)  =  0  -  A)  +  A, 

d'onde  si  deduce  (art.  53)  : 

(«-A)  +  (p-«)  =  (0-ft). 
cioè  appunto  : 
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96.  Se  ^  è  maggiore  dia,  ed  he  un  numero  minore  di  %  (e  Quindi 
anche  di  ^),  è  anche  ^— h  maggiore  di  a— b. 

Poiché,  86  fossa  ìQvece  : 

P  -  A  <  a  -  A, 
se  ne  dedurrebbe  (art.  87)  : 

(P-A)  +  A^{a-A)  +  A. 
cioè  (art.  92):  ?  <  a,  contro  il  supposto. 

97.  Se  P  é  maggiore  della  somma  afa,  la  differenza  ^— x  è  mag- 
giore di  a. 

Si  ha,  infatti,  per  l'articolo  precedente  : 

^  -  a  >  (a  +  a)  —  a  =  a. 

98.  Se  o^b,«  Aa: 

(a  -  b)  +  e  =  (a  +  e)  -  b. 
Se,  infatti,  dai  dne  membri  dell'uguaglianza: 
(a-&)  +  c  +  6  =  a+c 
si  sottrae  6,  si  ha  appunto  la  formola  voluta. 

99.  Se  ^  i  maggiore  di  a  -1-  a ,  per  sottrarre  da  p  la  eomìtia 
a  4-  a,  si  può  sottrarre  dapprima  a  e  dalla  differenza  ottenuta  sot- 
trarre poi  p  ;  cioè  ; 

?-(«  +  a)  =  0-a)-a.  (3) 

Invero,  poiché  (art.  97)  Il  numero  %  —  rtk  maggiore  di  a,  si  può 
scrivere  ; 

[{p-a)-aJ  +  a  =  p-«, 
d'onde  si  deduce,  aggiungendo  a  ai  dne  membri  : 

((?-a)-<.)  +  Ca  +  a)  =  ? 
che  equivale  appunto  alia  (3). 

100.  Per  fare  la  somma  di  un  numero  ^  e  di  una  differenza 
a  —  a,  si  può  aggiungere  a  ^  il  numero  a  e  dalla  somma  ottenuta 
sottrarre  a  ;  cioè  : 

p  +  («-8)  =  (?  +  a)-a. 
Invero,  si  riconosce  immediatamente  che  : 
p  +  (a-a)  +  a  =  p  +  a, 
easendo  : 

{a-a)  +  a  =  a. 

101.  Se  p  è  maggiore  di  a  — a,  per  sottrarre  da^  la  differenza 
a  -  a,  «i  può  aggiungere  a  ^  il  numero  a  e  d(Uia  somma  ottenuta 
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tottrarre  a.,  cioè  : 

p-C«-R}  =  (p-t.ft)-a.  (4) 

SI  ha  infatti,  per  l'articolo  99  : 

(0  +  «)  -  [a  +  (a  -  a)]  =  [(H  «)  -  1]  -  («  -  1) 
che  è  appnnto  la  (4),  poiché  : 

o  +  (o  -  a)  =  a ,  C3  +  a)  -  a  =  p. 

102,  If  prodotto  della  di/gerenza  f  —  a  per  un  numero  qualuti' 
que  f  i  uguaìe  Ma  differenza  fra  il  prodotto  ^^  e  il  prodotto  af. 

In  virtt  della  (2)  si  paft  scrivere  infatti  : 

e  qniadl  anche  (art.  68)  : 

«T  +  (P  -  «)T  =  PT, 
ossia  appnnto  : 

(P-o)T  =  eT-'»Tf- 
Qnest'nltima  fonuola  non  cessa  di  esser  vera  anche  nel  caso  di 
ot  =  p,  se,  come  noi  faremo  d'ora  innanzi,   addottiamo   la  conven- 
zione che  il  prodotto  di  un  numero   qualunque  per  lo  zero  tigni- 
fichi  lo  zero. 

103.  Se   f  >tt  e  b5a,  sì  ha: 

(?  -  o)(b  -  a)  =  (^b  +  oa)  -  (pa  +  ab).  (5) 

Per  l'art,  prec,  si  paù  scrivere  infatti  : 

(^a){6-a)=  p(6-  a)-a(ò-a)={!^b-^a)  -  (aò-ao) 

e  qntndi  anche  (art.  101): 

(p  -  a)(6  -  a)  =  [(p6  -  pa)  +  uà]  -  ab, 

e  per  1'  art.  98  : 

(p  _  a){b  -  o)  =  [(?&  +  oa)  -  pa]  -  afe. 

Ora  da  questa  eguaglianza,  che  dice  essere  <^b  +  aa  maggiore  di 
fa  +  a&,  si  ha  appunto  la  (5)  applicando  l'art.  99. 

§  12.0  —  Bapresilool  nfttnrall  —  Eapreaaloiil  Intere. 


104.  Offni  eepreeiione  ottenuta  operando  con  un  numero  finito 
di  addizioni  e  moltiplicazioni  eopra  certi  numeri  [che  possono  re- 
stare arbitrari  e  ei  rappresenteranno  quindi  con  delle  eempiici  let- 
tere a,  b,  e, . . . ,  d)  ri  può  sempre  ridurre  alla  forma  polinomia  : 

2]k-aVct...d*  (l) 

in  cui  i  coefficienti  k  e  gli  esponenti  a,  ^,i,...,d  sono  dei  numeri 
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ben  determinati,  ed  inolire  uno  atesto  aittema  di  esponenti  non  ti 
pretenta  che  in  un  unico  termine. 

Per  dimoetrare  ciò,  basta  far  vedere  che  la  somma,  ovvero  il 
prodotto  di  dae  espresBioni  del  tipo  (1),  ai  possono  aDCora  ridnrre 
ailo  stesso  tipo;  giacché,  dimostralo  ciò,  è  chiaro  che,  se  le  prime 
n  espressioni  ottenute  nel  modo  indicato  si  possono  porre  sotto  la 
forma  (1),  anche  la  (n-f-1)'"™  espressione,  la  quale  non  può  essere 
che  la  somma  od  il  prodotto  dì  dae  eepressioni  già  otteaate,  si 
potrà  ridarre  del  pari  alla  stessa  forma. 

Invero,  se: 

è  nn' altra  espressione  dello  stesso  tipo  (1)  composta  co^lì  stessi 
numeri  arbitrari  a,  b,  e,... ,  d,  1  termini  simili  (art.  79)  di  (L)  e  di  (1)' 
non  potendo  differire  che  per  11  coefficiente  A:,  si  potrà  fare  la  ri- 
duzione : 

Vfta'fi^ . . .  d^  +  J^A'a'fi^  . .  é  !=V{&  +  &')o=&^ . . .  d*, 

cioè  ad  un  unico  polinomio  del  tipo  (1). 

Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  si  voglia  considerare  II  pro- 
dotto dei  due  polinomi!  (1)  ed  (1)'.  Sviluppando  II  prodotto  di  que- 
ste due  somme  secondo  la  regola  dell'  articolo  70,  11  risaltato  sarà 
una  somma  di  più  termini  ognuno  dei  qnali  nasce  dal  moltiplicare 
un  termine  qualunque  k-a^b^ . . .  cì^  di  (1)  per  un  termine  qualunque 
h-a'^'b'^' .  ..d*  di  (1)';  cioè  sarà  la  somma  di  tanti  monomi!  del  tipo: 

e  per  conseguenza,  fatte  le  riduzioni  sui  termini  simili,  si  ricadrà  in 
un'  espressione  del  tipo  (1). 

105.  La  riduzione  di  ogni  espressione  letterale  (dedotta  dalle 
arbitrarie  a,  b,  e, .  .  . ,  d  mediante  addizioni  e  moltiplicazioni)  alla 
forma  polinomia  ha  importanza  fondamentale,  come  vedremo  in 
seguito,  dal  punto  di  vista  algebrico.  Non  cosi  dal  punto  di  vista 
del  calcolo  aritmetico  dell'espressione,  giacché  la  forma  polinomia 
non  è,  generalmente  parlando,  la  forma  più  addatta  per  il  calcolo 
effettivo  del  numero  che  essa  rappresenta,  quando  vengano  fissati 
in  un  determinato  modo  i  numeri  a,  b,  e, .  .  .  ,  d.  A  convincerci 
di  eift  portiamo  un  esempio  semplice,  del  quale  avremo  però  in 
seguito  occasione  di  apprezzare  l'importanza. 

Essendo  n  un  certo  numero  ben  determinato,  si  consideri  il  po- 
linomio : 

a^yn"  +  ajK""'  +  ttga:""*  +  .  .  .  +  a„_^x  +  o„ 

composto  colle  n  +  2  arbitrarie  x  ,  a^  ,  a,  ,  .  .  . ,  a„.  ha,  sua  espres- 
sione ci  dice  che  le  operazioni  da  eseguirsi  per  calcolare  il  im- 
mero da  esso  rappresentato ,  appenachè  siano  stati  fissati  in  un 
certo  modo  i  numeri  x ,  a^  ,  a^ , .  .  .  ,  a„,  sono  le  seguenti  : 

1°)  le  »  —  1  moltiplicazioni  successive  necessarie  per  calcolare 
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2o)  le  n  moltiplicazioni  necessarie  per  calcolare  i  prodotti  : 

a^x"  ,  ajK"-*  ,  .  .  . ,  a„_ja:»  ,  a„_,x;  (2) 

3»)  le  n  addizioni  semplici  (cioè  ciascuna  di  dae  soli  numeri) 
necessarie  per  fare  la  somina  dei  numeri  (2)  e  del  numero  a„. 

Si  hanno  in  tatto  3n— 1  operazioni  semplici,  in  luogo  delle  quali 
ne  bastano  sole  3n,  se  si  calcolano  successivamente  i  polinomi: 

a^x  +  a, ,  o^a:*  +  a,x  +  Oj ,  a^x'  +  a^x''  +  a^x  +  a, , .  .  , 

osservando  e)ie  ciascuno  di  essi  sì  ottiene  dal  precedente  con  una 
moltiplicazione  ed  un'addizione.  Infatti,  per  avere  il  secondo  po- 
linomio, basta  moltiplicare  II  primo  per  x  ed  aggiungere  al  risul- 
tato dj  :  per  avere  11  terzo,  basta  moltiplicare  il  secondo  per  x  ed 
aggiungervi  a, ,  e  cosi  via. 

Così,  ad  esempio,  per  mettere  in  evidenza  che  il  calcolo  del  po- 
linomio : 

ax*  +  ta^  +  ex'  +  dx  +  e  (3) 

Bon  richiede  necessariamente  7  moltiplicazioni  semplici  e  i  addi- 
zioni semplici,  ma  pub  invece  effettuarsi  mediante  sole  4  moltipli- 
cazioni e  i  addizioni  semplici,  converrà  togliere  alla  espressione 
(3)  la  forma  polinomia  e  aostituirvi  l'espressione  equivalente  i 


(  (((ax  +  b)x  +  c)a;  -|-  djx  -\-  e\. 


106.  Prendiamo  ora  in  esame  le  espressioni  che  si  possono  ot- 
tenere operando  sui  numeri  arbitrari  a,  ì>,  e,  .  .  . ,  d  mediante  le 
tre  operazioni  di  moltiplicazione,  addizione  e  sottrazione.  Tutte 
queste  espressioni  si  chiamano  espressioni  intere. 

Resta  naturalmente  ben  inteso  che  1'  arbitrarietà  dei  numeri  a, 
b,  e,...,d  non  è  pìii  assoluta  (come  nelle  espressioni  naturali  in 
cai  non  interveniva  l'operazione  di  sottrazione)  \  bensì  essa  è  limi- 
tata dalla  condizione  che  in  ognuna  delle  sottrazioni  da  eseguirsi 
il  minuendo  riesca  superiore  (od  eguale)  al  sottraendo,  poiché 
altrimenti  quelle  operazioni  non  avrebbero,  almeno  per  ora,  alcun 
significato. 

107.  Ogni  espressione  intera  ottenuta  operando  sui  numeri  a, 
b,  e, ...jd  con  «»  numero  finito  di  moltiplicazioni,  addizioni  e 
sottrazioni ,    si  può  sempre  ridurre  alla  forma  : 

2k■a'b^..d*-2]h■a«b^..d^  ,  (2) 

cioè  si  può  rappresentare  come  differenza  di  due  poUnomii  del 
tipo  (1). 

Per  dimostrare  ciò,  basterà  far  vedere,  analogamente  a  quanto 
si   è  fatto  all'art.  104,  che  la  somma,  la  differenza  ed  il  prodotto 
di   due  espressioni  del  tipo  (2)  può  sempre  ridursi  allo  stesso  tipo. 
Capri.i.1.  —  Iititvzioni  di  analìti  algtliriea,  S.'  edie.  G 


lyCoO'^lc 


A-B    e     C-D 

le  due  espresBioni  del  tipo  (2;  che  si  vogliano  considerare,  cosicché 
A,  B,  C,  D  sono  dei  potinomii  del  tipo  (l).  Mediante  le  proposi- 
zioni degli  articoli  100, 101  e  103  del  §  che  precede,  ai  veritìcheri 
facilmente  che  : 

(A  -  B)  +  fC  -  D)  =  (A  +  C)  -  (B  +  D) 
(A  ~  B)  -  (C  -  D)  =  (A  -1-  D)  -  (B  +  C) 
(A  -  BXC  -  D)  =  (AC  +  BD)  -  (AD  +  BC) 

ed  i  secondi  membri  di  queste  uguaglianze  sono  appunto  la  diffe- 
renza dì  due  espressioni,  ciascuna  delle  quali  ai  può  ridurre,  secondo 
il  teorema  dell'  art.  104,  ad  un  polinomio  del  tipo  (1). 
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CAPITOLO  II. 

DIVISIBILITÀ    E    PROPKIETÀ    ELEMENTARI 
DEI    NUMERI    NATURALI. 


§  lo  — Multipli  e  sottomnlttpH. 

1(K<.  I  numeri  che  nascono  dal  moltiplicare  un  numero  n  per 
an  altro  numero  qualunque,  si  chiamano  multipli  di  n,  poiché  essi 
sì  possono  considerare  (art.  62)  come  la  somma  di  molti  numeri  tutti 
eguali  ad  n. 

I  multipli  di  n  disposti  secondo  il  loro  ordine  naturale  sono  dun- 
que rappresentati  da  : 

2n  ,Sn,in  ,5n,...  (1) 

o,  che  $  la  stessa  cosa,  da: 

n  +  n,nin+n,n  +  n  +  ni-n,...  (2) 

Quest'ultima  rappreBeatazìone  suggerisco  di  premettere  alla  sac- 
cessione  (2)  anche  le  somme  improprie  che  contengono  un  solo  ad- 
dendo n  o  nessun  addendo  n,  in  quanto  esse  possono  rappresen- 
tare i  numeri  n  e  0  rispettivamente.  Pertanto  noi  considereremo 
come  multipli  di  n  tutti  1  numeri: 

On  ,  In  ,  '^n  ,  3n  ,  in  ,  .  . .  (3) 

essendosi  già  convenuto  (art.  102)  che  il  prodotto  i^i  n  per  lo  zero 
significhi  appunto  lo  zero. 

109.  Per  n  =  2  la  enccesslone  (3)  ci  dà  i  multipli  di  2,  che  si  chia- 
mano anche  numeri  pari,  cioè  : 

0,2,4,6,8,... 

Tatti  gli  altri  nnmeri,  cioè: 

1,3,6,7,9,... 

si  dicono  invece  dispari. 

È  senz'altro  manifesto  che,  come  tutti  i  numeri  pari  sono  qaelli 
contenuti  nell'  espreesione  generale  3n ,  cosi  tntti  i  dispari  sodo 
quelli  contenati  nell'espressione  generale  2n-i-l. 
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110.  Se  m  è  an  multiirlo  di  n,  Il  numero  n  eì  dice  essere  an 
hottomultiplo  dì  m  o  anche,  più  comunemente,  un   divisore  di   m. 

Queat'nltima  denominazione  &  giustificata  dal  fatto  che,  ove 
ciò  accada ,  il  numero  m  si  può  rappresentare  sotto  la  foima 
n  +  n  + . . .  +n ,  cioè  ei  può  spezzare  {dividere)  in  una  somma 
di  numeri  tatti  eguali  ad  n. 

È  senz'altro  manifesto  che  ogni  divisore  di  un  numero  m  i  anche 
divisore  di  tutti  i  miiltipli  di  m. 

111.  Se  un  numero  a  è  dwisoì'e  di  due  numeri  m  ed  n,  etto 
è  anche  divisore  della  loro  somma  m  ■(-  n  e  della  loro  differenza 
m  — n  (per  m  >n). 

Eeistono  Infatti  per  ipotesi  dne  numeri  hQk  pei  quali  è: 

ah  =  m  ,  ak  =  n 

e  da  queste  uguaglianze  sommate ,  ovvero   sottratte ,   membro  a 
membro,  segue: 

ak  +  ak  =  m  +  n  ,  ah  —  ak  =  m  —  n, 

cioè  appunto  (articoli  68  e  102)  : 

a(_k  +  fc)  =:  m  +  n  ,  a(h  —  fc)  =  m  —  n. 

112.  CoROLLABio  1.0  —  Se  un  numero  divide  la  somma  di  due 
numeri,  ed  uno  di  essi,  esso  divide  anche  l'altro. 

Infatti,  uno  dei  due  nnineri  che  vengono  sommati,  si  può  consi- 
derare come  la  differenza  {r&  la  somma  stessa  e   l'altro   oumero. 

118.  Corollario  2.°  —  S'è  un  numero  divide  la  differenza  fra 
due  numeri^ed  uno  di  essi,  divide  anche  l'altro. 

È  questa  una  conseguenza  del  precedente,  polche  se  e  è  la 
differenza  dei  due  numeri  a  e  b  della  quale  è  divisore  il  numero 
dato,  si  ha  : 

a  =  c  +  b. 

114.  Se  i  numeri  a,  b,  e,...  sono  rispettivamente  divisori  dei 
numeri  a,  ",  y il  prodotto  abc ...  è  un  divisore  del  pro- 
dotto a^i .... 

Dalle  uguaglianze  : 

ao'  =  a  ,  66'  =  p  ,  ce'  =  f 
segue  infatti  : 

aa'bb'cc'  =  a^y 
.  e  quindi  anche  : 

abc-a'b'c'  =  aff 

Il  che  dimostra  1'  asserto. 

115.  Se  m  è  un  multiplo  di  n,  il  numero  k  che  soddisfa  Teg-aa- 
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8Ì  rappresenta  Anche  col  simbolo  —  e  si  chiama  il  quoto  di  m  ri- 
spetto ad  n,  poiché  risponde  alla  domanda  :  se  il  numero  m  è  la 
somma  di  n  parti  eguali,  quanta  è  ogni  parU  {quota  pars  )  ? 

Come  il  simbolo  m  —  n  non  aveva  Unora  significato  se  non  quan- 
do m  >  n,  cosi  il  aimbolo  —  non  avrà  significato ,  almeno  per  ora, 
6e  non  nel  caso  in  cnl  m   sia  nn  multiplo  di  n. 

116.  Se  il  simbolo  —  ha  significato   di  numero  naturale ,  anche 

Il  simbolo  —r-  ha  precisamente  lo  stesso  significato,  qualunque  sia 

il  numero  naturale  h. 
L' eguaglianza  : 


esprìmendo  infatti  che  : 

m  =  cn 
e  da  questa  dedaceudosi  manifestamente  : 

mh  =  cnh , 


si  ha  appanto  : 


§  2.0  ~  DÌTlalone  natarsle  del  nnmerl. 

117.  Dati  due  numeri  m  ed  »,  se  il  primo  dì  essi  non  è  un  mul- 
tiplo del  secondo,  cioè  se  non  coincide  con  nno  dei  numeri  : 

0  ,  »  ,  2»  ,  3»  ,  4w  ,  . . . ,  (1) 

esso  sarà  evidentemente  compreso  fra  due  namerl  consecutivi 
della  progressione  (1),  p,  es.  fra  qn  e  {q-t-  l)n;  cosicché  si  potrà 
scrivere  : 

m  =  2»  +  r  (2) 

eBsendo  r  nn  numero  inferiore  ad  n. 

118.  L'operazione  mediante  la  quale,  dati  m  ed  n,  si  determluano 
q  ed  r,  si  chiamerà  dioisione  naturale  di  m  per  n.  Dei  due  numeri 
m  ed  fl  il  prìmo  si  chiamerà  il  dividendo,  il  secondo  il  dividente  i*). 
Il  numero  q,  che  esprime  quante  volte  n  è  contenuto  in  m,  si  chia- 
ma il  quoziente  della  divisione  naturale  (perchè  risponde  alla  do- 


(*)  Adoperiamo,  per  mftgKÌor  chiarezza,  la  parola  dividftUe  in  luogo  della 
parola  dicitore  naata  comunemente.  La  parola  diviiore  verrà  da  noi  riaervata 
escluivamente  al  significato  già  attrìbaitoU  all'  art.  110. 
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manda  quotiesf,  cioè  quante  volte  f)  ed  il  uumoro  r,  che  esprime 
qnanto  resta  di  m,  quando  da  m  si  toglie  il  massimo  multiplo  di  n 
in  eBBO  contenuto,  si  chiama  il  resto. 

L'e^sglianza  (2)  ci  dice  che  il  dividcDdo  è  uguale  al  prodotto 
del  dividente  per  il  quoziente  aumentato  del  resto. 

il9.Se  ììi  una  divisione  natnraleil  dividente  è  un  dÌvieore(&Tt.llO) 
del  dividendo,  il  resto  è  uguale  a  zero,  e  reciprocamente. 

Infatti,  l'uguaglianza  (2)  ci  dice  cbe  r  =  f)  b  condizioue  neces- 
saria e  sufficiente  perchè  ni  sia  un  nitiiliplo  di  n. 

120.  Se  il  dividendo  e  il  dividente  di  una  divisione  naturale  si 
moltiplicano  per  uno  stesso  nuinero  li,  il  quoziente  rimane  inalterato 
ed  il  resto  riesce  moltiplicato  per  h. 

Moltiplicando  infatti  per  h  i  due  membri  della  (2),  ee  ne  deduce 
(art.  68)  : 

mh  =  2  ■  mA  +  rft  , 

e  questa  relazione  ci  dice  appunto  cbe  ?  è  il  quoziente  della 
divisione  di  mh  per  »h,  ed  rh  è  il  resto;  poiché,  essendo  r  <  n,  è 
anche  (art.  87)  rft  <  nh. 

121.  j^e  al  dividendo  b  si  aggiunge  un  multiplo  tn  del  dividente  n, 
il  quoziente  ven-à  ad  essere  accresciuto  di  t,  rimanendo  inalterato 
il  resto. 

Dalla  (2)  seg^e  infatti  evidentemente  : 

m  +  tn  =  qn  +  tn  +  r  , 
cioè  appunto  : 

m  +  tn  =  {q  +  t)n  +  r. 

122.  Il  resto  di  una  sovima  di  piii  numeri  è  uguale  al  resto 
delia  somma  dei  resti  dei  singoli  numeri. 

Invero,  dalle  uguaglianze  : 

m    =  qn    +t 
m'  =  q'n  +  r' 
tn"  =  q"n  +  r" 
si  deduce  : 

m  +  m'  +  m"  =  (g  +  g'  +  q")n  +  (r  +  r'  +  r") , 

d'onde  segue  (art,  121)  che  i  due  numeri  m  +  m'  +  m"  edr  +  r'  +  r", 
sottoposti  alla  divisione  per  n,  daranno  lo  stesso  resto  ;  e.  d.  d. 

123.  Corollario.  —  Se  i  numeri  m,  m',  m",...  divisi  per  n 
danno  ritp.  gli  stessi  resti  dei  numeri  ^,  ji',  [i", ... ,  anche  la  somma 
m4m'4m''+-..  e  ìa  somma  [«+ |i'+^l"+ ...  daranno,  divite  per  u. 
lo  stesso  resto. 

Entrambe  daranno  infatti,  per  resto,  il  resto  della  somma  dei  re- 
sti dei  sìngoli  addendi,  cioè  lo  stesso  numero. 
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124.  //  resto  di  un  prodotto  ài  jtiii  numen  i  uguale  al  resto 
del  prodotto  dei  resti  dei  singoli  numeri. 

Dalle  agaagllanze: 

m  =  qn  +r 
m'  =  q'n  f  r' 
si  dedace  infatti  (art.  70)  : 

mm'  =  qq'n*  +  q'rn  +  qr'n  ■}■  rr', 
cioè  :  posto  qq'n  +  gr'  +  rg'  =  M  : 

mm'  =  Mn  +  rr', 

d'onde  segue,  come  all'art,  prec,  che  mm'  ed  rr'  danno  lo  stesso 
resto. 

Similmente ,  dall'  uguaglianza  ora  Bcritta  e  dalla  noova  egua- 
glianza: 

m"  =  q"n  +  r" 
si  dedurrà  : 

mm'm"  =  Nm  +  rr'r" , 
ecc. 

125.  Se  q  è  il  quoziente  ed  r  il  resto  della  divisione  di  m  per  n, 
il  quoziente  deUa  divisione  di  m  -f  m'  per  n  si  può  ottenere  aggiun- 
gendo a  q  i7  quoziente  della  divisione  di  r  -)-  m'  per  n;  ed  il  suo 
resto  coincide  col  resto  di  quest'ultima  divisione. 

Infatti,  se  q'  ed  r'  sono  rispettivamente  il  quoziente  ed  il  resto 
della  divisione  di  r  +  m'  per  n  ,  dalle   due  uguaglianze  : 

m  =  qn  +r 
r  +  m'=  q'n  -ì-r' 
si  deduce  sommando  membro  a  membro  : 

r  +  m  +  m'  =  {q  +  q')n  +  r'  +  r, 
cioè  appanto  : 

m  H-  m'  =  (j  +  q')n  +  r'. 

l'26.  Se  il  quoziente  della  divisione  naturale  di  m  per  a  si  divìde 
per  n',  il  nuovo  quoziente  così  ottenuto  è  anche  il  quoziente  della 
divisione  di  m  per  nn'. 

Siano  infatti  $  ed  r  il  quoziente  ed  il  resto  della  divisione  di 
m  per  n,  e  siano  q'  ed  r'  il  quoziente  ed  il  resto  della  divisione 
di  q  per   n'.   Sussisteranno   le   due   uguaglianze  : 

m  =  qn  +  r  ,  q  =  q'n'  +  r', 

cosicché,  se  nella  prima  si  sostituisce  In  luogo  di  nq  la  sua  espres- 
sione : 

nq  =  q'nn'  +  nr' 
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ricavata  dalla  seconda  eguaglianza  moltiplicata  per  n,  ei  ottiene  : 

m  =  q'(nn')  +  (nr'+  r), 

onde,  per  accertare  che  q'  b  effetti  ramente,  corno  sE  è  asserito,  Il 
quoziente  della  diWsioae  di  m  per  nn',   basterà  riconoscere  che  : 

nr'  +  r  <  «»'. 
Invero,  poiché  : 

r<»  — I  ,  r'^n'  —  1, 
si  ha: 

«r'  +  r5»(n'-l)  +  (,n-  1), 
cioè  appunto: 

nr'  t  r  <  »«'  —  1. 

ITota 

1.  Sa  rappresentiamo  per  brevità  con  n  ||  n  it  quoiiente  della  dÌTÌBÌone 
naturale  dì  ut  per  »,  con  tii||n{|n'  il  quoti  ente  della  diviaione  di  m  ||n  par 
n  e  cosi  via,  dal  teorema  dell'art.  126  applicato  ripetutamente  aegoe  ma- 
nifestamente : 


2.  Se  <]|  I  Qt  1  1)  I  '  -  -  '^  ^1  •  l'i  I  r,  , .  ,  .  tono  ritp.  i  quozienti  i 
lueettiivarattU»    li    oUtnyoiu»    neUa    divitione    ripetuta  m  ||  n,  |{  : 


n,n,  ...  rn.,rt  +  BiU,  ...  nj.q».  (1) 


Si  hanno  infatti,  perii  significato  atesso  delle  9, ,  9,,  g,, 
le  uftQaglianse  : 

g,  =  n,q,  +  r, 


e, se qneste api^l>&n>e  si  moltiplicano risp. per l,n,,ii[n,,n,n,«,,...n[)t,..,nk., 
e  sì  sommano  poi  membro  a  membro,  si  ottiene  appnnto  la  (1);  poiché  i  t«r- 
mìni  contenenti  le  ;,,;,,.. .  ,qk~i  risaltano  gli  stessi  nei  due  membri  e  ai 
possono  quindi  sopprimere. 

8.  Se  T|,r,  ,r, ,...  tono  t  retti  lueeeiiivi  che  ttaieono  dalla  divitione  ripe- 
tuia  m  II  n,  !|  n,  Il  n,  .  .  .  ,  il  retto  della  Uvìiione  naturate  di  m  per  U  pro- 
dotto n,n,  . . .  Ujt  i  dato  da  ; 


Ha,  per  la  nota  !■,  il  qnoiiente  Qit  è  uguale  al  quoziente  gj^  della  n 
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csdsDte,  coaiCChÈ  «  può  scrivere  : 

•»  =  ".».    ""mil  +  S*. 
e  dftl  pftr«goae  di  quast»  egnaclianza  colla  (1)  segna   appunto  : 
Ej|  =  >'(  +  "ir,  +  nin,r,  +  ...  +  »,«,  ■..»t-i'"t. 

§  3.0  —  Sistemi  di  Dnmerailona 
fondati  aallA  dlvtalone    ripetuta. 

127.  I  gislemi  di  numerazione  hanno  per  oggetto  di  rappresen- 
tare tatti  1  Damerì  naturali  mediante  un  numero  [imitato  di  segni 
particolari  (p,  es.  di  cifre)  fra  loro  variamente  combinati  ;  digui 
sachè  ad  ogni  nnmero  corrisponda  ana  certa  speciale  combina- 
zione di  detti  eegnl,  mediante  la  quale  caso  venga  ad  essere  com- 
pletamente individuato,  cioè  distinto  da  tutti  gli  altri  inllnitl  nu 
meri. 

Noi  preciseremo  ancor  meglio  il  problema  proponendoci  di  rap- 
presentare tutti  i  nnmeri  mediante  le  cìf^e  : 

0,1,2,3,..  .,n-I  (1) 

od  altri  segni  particolari  cbe  supponiamo  siano  g\k  stati  sdottati 
per  raffigurare  i  primi  n  numeri  della  successione  naturale.  Si  b 
scritto  n  —  1  in  luogo  del  semplice  simbolo  letterale  m  —  1  (che  non 
rappresenta  per  se  stesso  nn  numero  determinato)  per  esprimere 
in  qualche  modo  che  In  luogo  del  simbolo  generico  n  —  1  s'intende 
posta  una  certa  cifra  o  segno  convenzionale  rappresentante  tin 
unico   numero  ben  determinato. 

128.  Dato  un  numero  qualsivoglia  m,  sia  n*  la  più  alta  potenza 
di  n  In  esso  contenuta.  Dividendo  m  per  n*  si  otterrà  : 

m  =  pn"  +  r  (2) 

con  p  <n  ed  r  <  n*.  Infatti  r,  essendo  il  resto  della  divisione,  è 
inferiore  al  dividente  n  ;  ed  il  quoziente  p  non  pud  uguagiiare 
0  superare  n,  perchè,  ove  ciò  fosse,  il  prodotto  pn*  sarebbe  alme- 
no e^ale  ad  n**'  e  quindi  il  numero  m  conterrebbe  la  potenza 
(fc  +  i)""*"  di  n,  contro  il  supposto. 
Dividendo  ora  il  numero  r  per  n*~' ,    si   otterrà   similmente  : 

r  =  gn^-'  +  J"!  (3) 

con  5  <  rt  ed  r,  <  »*""•,  colla  sola  differenza  che,  mentre  p  era  al- 
meno eguale  ad  1,  può  invece  q  riuscire  anche  uguale  a  zero. 
Sostltoendo  l'espressione  (3)  in  (2),  viene  : 

m=pn*  +  qn*~^ -f  j-j , 

cosicché  dividendo  ulteriormente  r,  per  n*'*,  e  poi  cosi  di  se- 
guito, si  giungerà  ad  ottenere  per  m  un'espressione  della  forma: 

m  =  pn*  +  qn*-  '  -^  . . ,  -^  dn'  +  cn*  +  bn  +  a,  (4) 

Capsu.1.  —  /ififuiionj  di  analiii  algebrica,  8.*  cdii.  7 
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dove  ì  nameri  p,  q ,,  ,.,d,  e,  b,  a,  essendo  tutti  {nferlori  ad  n , 
possono  anche  esprimersi   colle  corrispondenti  cifre  (1)  : 

p,qj,..,d,Cfb,a 

già  adottate  per  individuarli. 

129.  I  nameri  p,  q,...,d,  c,b,  a  che  permettono  di  esprimere  il 
numero  m  sotto  la  forma  (4),  possono  anche  definirsi  In  nn  altro 
modo,  mediante  un  procedimento  che  conduce  a  determinarli  nel- 
l'ordine opposto  a  quello  di  pocanzi,  cioè  nell'ordine  a,  b,c,d,...,q,p. 

Invero  all'eapressione  (4)  putì  darai  la  forma: 

m  =  (pn*"^  +  qn*'*  +  . . .  +  dn*  +  cn  +  b)n  +  a 

la  quale,  tenendo  presente  die  a  <  n ,  ci  dice  che  a  è  11  resto 
della  divisione  di  m  per  n,  nel  mentre  che  : 

pn*~'  +  gn*~*  +  , . .  +  rfn*  4  cn  +  6 

no  è  il  quoziente.  Similmente  si  vede  che,  dividendo  questo  quo- 
ziente per  n,  si  otterrà  per  resto  b   e    per  nuovo  quoziente  : 

p»*"*  +  qii*  '  +  . . .  4  dn  +  e 

e  cosi  di  seguito,  finché  si  giungerà  al  quoziente  p  che  diviso  per 
n  darà  per  quoziente  0  e  per  resto  p. 

Pertanto  si  conolude  che  quando  un  numero  m  è  po$to  sotto  la 
forma: 

pn*  -I-  qn*~'  +  ...  +  dn*  +  cn*  -(-  bn  4-  a 

in  cui  p,  q,...  ,d,c,  b,a  sono  inferiori  ad  n,  ì  numeri  a,b,c,d,...,q,p 
altro  non  sono  che  i  resti  successivi  della  divisione  ripetuta  di 
m  per  n. 

130.  Se,  dopo  aver  ottenuto  il  quoziente  0  ed  il  reelop,  si  vo- 
lesse prosegaire  la  divisione  per  n,  si  troverebbe  : 

O  =  0.n-K0, 

cioè  si  troverebbe  poi  sempre  per  quoziente  e  per  resto  !o  zero. 
Nulla  però  impedisce  di  assumere ,  per  individuare  con  citte  il 
namero  m,  in  luogo  della  snccessione  a ,  b ,  e,. .  .,q,  p ,  la,  suc- 
cessione a,  b,  e, . . . ,  q,p,  0,  ovvero  la  successione  a,  6,  e, ... ,  q,p,0, 0 
e  cosi    via ,    poiché  le  espressioni  : 

0-n*+'  i-pn*  +  }«*->  +  ...  +  cn'  +  bn  +  a 
0 ■n''**  +  O-n**'  -i- pn"  +  qn*"'  +  . . .  +  cn* +  bn  +  a 


danno  sempre  evidentemente  lo   stesso  numero   m  rappresentato 
dalla  (4). 

1.31.  Il  nuovo  modo  di  definire  la  successione  a,  b,  e, ...  mostra 
chiaramente  che  uno  stesso  numero  m  non  può  porsi  che  in  «ntco 
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ìH(xff>  sotto  1^  forma  : 

m=  pn*  f  qn*"'  +  .•■■§-  dn'  f  cn*  -|-  bn  f  a 

nel  genso,  cioè,  che  un'altra  eguagliama  comimile  : 

in  =  p,n*  +  qjii*  ''  +  ...  +  din'  +  c,n*  +  b,n  +  »! 

(colle  Pi  ,  9,  .  ■  ■  ■ ,  rfj  1  e,  ,  &i  ,  Oj   del   pari   inferiori   ad   n  )  non  è 
po»8Ìbile  tema  che  sia  pj  =  p,  q,  =  q,  •  ■  • ,  a,  —  a. 

Invero,  i  numeri  a,  ,fc,  .c^,...  easer  dovrebbero,  al  pari  di 
a,  b,  e,...,  i  reati  snccesaivi  della  divisione  ripetuta  di  wi  per 
H,  1  cui  risultati  (resti  e  quozienti)  ei  trovano  determinati  in  modo 
unico. 

132.  Come  si  vede,  una  volta  fissato  il  numero  n,  die  ai  chia- 
merà la  base  del  stgtema  di  numerazione,  ogni  altro  numero  ai 
trova  caratterizzato  completamente  da  un  unico  allineamento  di 
cifre  : 

pq  .  . ■ dcba 

colla  prima  cifra  a  ainiatra  diversa  da  zero,  o  da  uno  qualunque 
degli  allineamenti  equivalenti  : 


Opq.. 

.  dcba 

OOpq.. 

.  Tela 

ooopq. 

.  .dcba 

II  problema  propostoci  si  trova  cosi  risoluto  nel  modo  deside- 
rato, poicliè  nella  composizione  di  tutti  questi  allineamenti  non 
intervengono  che  n  segni,  cioè  le  ti  cifre  rappresentanti  i  numeri 
inferiori  ad  n  ;  e  nulla  ci  impedisce  di  adottare  o^ni  allineamento 
di  questo  genere  come  simbolo  numerico  proprio  del  numero  da 
esso  caratterizzato. 

Le  lineette  sovrapposte  alle  lettere,  nel  mentre  che  ci  avver- 
tono trattarsi  di  cifre,  ci  mettono  in  guardia  a  non  confondere  il 
eigniflcato  del  simbolo  j) 3  . .  .ba  con  quello  del  simbolo  pq.  ,.ba 
rappresentante  il  prodotto  del  numeri  p,q,...,b,a,  e  a  dargli  In- 
vece soltanto  il  significato  definito  dalle  uguaglianze  : 

a  =  a,     ba  =  bni-a,     cba  =  en^ +  bn  + a,  . .  .  (5) 

133.  Queste  uguaglianze  ci  danno,  in  particolare,  la  rappresen- 
tazione della  base  n  e   delie  sue   potenze  sotto   la  forma: 

»<'  =  l,n  =  10,  n»=  100,  n»  =  1000,... 
poiché,  ae  ai  prende,  p.  es-,  nella  terza  delle  (5)  : 

o  =  1  ,  &  =  0  ,  «  =  0 , 
essa  ci  dà  appunto  : 

lÓÒ  =  n*. 
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134.  Le  stesso  agaaglianze  (5)  ci  danno  U  rappresentazione  del 
prodotti  di  aaa  potenza  di  n  per  na  namero  a  inferiore  ad  n  sotto 
la  forma: 

oXn  =  aO,     aXn*=oOO,     aXn'=  aÒÓO,... 

133.  Se  all' allinearne  aio  di  cifre  rappi-eeentante  un  certo  numero 
si  aggiunge  uno  zero  alla  destra,  il  nuovo  allineamento  rappresenta 
lo  stesso  numero  moltiplicato  per  la  base. 

È  Infatti  : 

pq  .  • .  c6oÒ  =  0  +  an  +  bn*  +  cn'+  . . . 
=  (a  +  bn  +  cn'  +  .  ..)n=pq  .  .  .cbaXn. 

136.  CoROLLABio.  —  Per  moltiplicare  un  numero  per  a'',  batta  ag- 
gitingere  k  zeri  alla  destra  dell'  allineamento  che  lo  rappresenta. 

È  poi  chiaro  che,  reeìprocamente,  afiQnchè  un  namero  sia  divi- 
sìbile per  n*,  è  necessario  che  la  saa  espressione  incominci,  a 
partire  da  destra,  con  k  zeri  consecutivi. 

137.  Se  r  espressione  in  cifre  {secondo  la  base  n)  di  un  certo 
numero  a  si  compone  di  k  cifre,  si  ha  : 


e  reciprocamente. 
Infatti,  l' espressione  di  a  in  cifre  essendo  per  ipotesi  della  forma  : 

a=pn*"'  +  2»"**  +  . ..  +  cn^  +  bn  +  a,         p^l, 

è  senz'altro  evidente  che  a  ^  n"'^.  D'altra  parte,  se  qoesta  b  I'  e- 
spressione  di  a,  ciò;significa  (art.  128)  che  n^'^èla  pfb  alta  po- 
tenza di  n  contenuta  in  a  e  che,  per  conseguenza,  n*  non  è  con- 
tenata  in  a  ;  onde  appunto  a.  <  n*. 

§  4.0  —  Slatema  deotmale. 
Caratteri  di  dlvlBibllltà  nel  ststem»  deoloiale. 

138.  D'ora  innanzi  tutte  le  volte  ohe  ci  occorrerà  di  indiridaare 
un  numero  speciale  mediante  la  sua  espressione  in  cifì^,  ci  servi- 
remo sempre  del  sistema  cosi  detto  decimale,  di  quello,  cioè,  che 
ha  per  base  il  numero  : 

1 -H +  1  +  1  +  l  +  1 -H -I- 1 -1- 1  +  1 

che  nella  nostra  lingua  si  chiama  dieci,  il  quale  si  potrebbe  an- 
che definire,  in  modo  meno  empirico,  mediante  l' espressione  : 


139.  I  numeri  inferiori  al  dieci,  considerati  secondo  il  loro  ordine 
naturale,  si  rappresentano,  come  già  si  è  notato  (art.  81),  colle 
cifre  : 

1,2,3,4,5,6,7,8,9. 
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H  nomerò  oonaecativo  al  9,  cioè  il  dieci,  essendo  la  base  del  si- 
stema, sarà  rappresentato  dal  simbolo  lO  e  le  sue  potenze  (10}S 
(10)', ...  dai  Bimboli  (art.  133) 

100,  lÒÒÓ, 
che  si  leggono  cento,  mille, .... 

140.  L'apposizione  di  nn  numero  qualunque  di  zeri  alla  sinistra 
di  an  namero  espresso  in  ci^e  non  altera ,  come  si  è  visto  (ar- 
ticolo 132) ,  II  significato  dell'  espressione  stessa.  Invece  l'aggiun- 
gere uno,  due,  tre, . .  .  zeri  alta  sua  destra  equivale  (art.  L36)  a 
moltiplicare  il  numero  per  dieci,  cento,  mille, .... 

Cosi  ad  esempio  : 

0032  =  032  =  32  =  (3X10)  +2 

32  0=32X10 

320Ó  =  32  XTO»  =32  X  f 00. 

141.  D'ora  innanzi,  per  maggiore  semplicità,  ometteremo  le  li- 
neette—nelle espressioni  in  cifre  effettive  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9. 
Cosi,  p.  ea.,  in  laogo  dì  scrivere  3902,  scrìveremo  semplicemente 
3902.  Ad  evitare  ogni  possibile  equivoco ,  dobbiamo  però  fare  la 
convenzione ,  universalmente  addottala  dagli  algebristi ,  che  un 
composto  simbolico  s<s  allora  soltanto  sìa  equivalente  al  compo- 
nto eX  o,   quando  almeno  uno  dei  due  simboli  s  e  o  sia  letterale. 

In  base  a  questa  convenzione  s'intenderà  p.  es.  : 

ba  =  bXa    ,     3a=3Xa 
ed  invece: 

32=  32  =  (3X  lÓ)  f  2,  e  non:  32  =  3X  2, 
e  così: 

235a  =  23B  X  a,  e  non:  235a  =  2x3X5Xa. 

142.  I  divisori  del  numero  10  sono,  oltre  l'unità  e  lo  stesso 
10,  i  numeri  2  e  5  ;  e  si  ha:  IO  =  '-'  X  5. 

Segue  di  qui  (art.  110)  che  di  un  numero  qualunque: 

pq  ...  ~cla  =  (pq..  .  cftX  10) +o  (1) 

la  prima  partepg  ...  ce X 10  è  divisibile  per  10,  per  2  e  per  ó; 
onde  affinchè  l'intero  numero  ;>g  ..  .cfca  sia  divisibile  per  10,  per 
2  0  per  5,  è  necessario  e  sufficiente  (articoli  111  e  112)  che  lo  sia  an- 
obe  la  seconda  parte,  cioè  a.  Pertanto  : 

Affinchè  u»  numero  aia  divisibile  per  10,  È  necessario  e  sufficiente 
che  la  sua  prima  cifra  a  destra  sia   uno  zero. 

Affinchè  sia  divisibile  per  5,  è  necessario  e  su/sciente  che  la  sua 
prima  cifra  sia  0,  ovvero  6. 

Affinchè  sia  divisibile  per  2,  è  necessario  e  suadente  che  la  pri- 
ma cifra  sia  0,  2,  4,  6,  ovvero  8. 
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143.  L'agaagiianza  (1)  ci  dice,  piilt  precisamente,  che  il  re$to 
della  divisione  dì  un  numero  per  2,  5,  10  è  lo  stesso  resto  che  si 
otterrebbe  dividendo  risp.  per  2 ,  5  ,  10  la  sua  prima  cifra  a  de- 
stra. 

Infatti,  il  resto  di  nna  divisione  non  si  altera  (art.  121)  se  sì  to- 
glie dal  dividendo  un  maltipio  del  dividente. 

Cosi,  p.  es.,  poicl)è  7  diviso  per  2  da  per  resto  1,  ì  numeri  567, 
4327,  87, . .  .  divisi  per  2  daranno  tutti  lo  stesso  resto  1. 

144.  Poiché  10  è  divisibile  per  2,  il  prodotto  lOX  10,  cioè  100, 
è  divisibile  (art.  114)  pel  prodotto  2  X  2,  cioè  per  4;  e  similmenie 
11  prodotto  2X2X2  cioè  1000  è  divisibile  pel  prodotto  2x2X2, 
cioè  per  8. 

Ma,  essendo  100  un  multiplo  di  4,  dall'eguaglianza  : 

pg...  cba  =  (pq  .  ■  .  e  X  lOO)  +  ba 

si  deduce,  con  raziocinio  identico  &  quello  dei  due  articoli  prece- 
denti, che:  il  resto  della  divisione  di  un  numero  per  4  è  uguale  al 
resto  della  divisione  per  4  del  numero  (ba)  rappresentato   dalle 
sole  due  prime  cifre   di  destra. 
E,  eimJImente,  poiché  1000  è  un  multiplo  di  8,  l'uguaglianza: 

pq  .  .  .  dcba^ipq  .  .  .  dX  lOOO) -h  'eia 

ci  dice  che  :  il  reato  della  divisione  di  un  numero  per  8  è  ujjuede 
al  resto  della  divisione  per  8  del  numero  {ubi)  formato  dalle  sue 
prime  tre  cifre  di  destra. 

Cosi,  ad  esempio,  poiché  57  diviso  per  4  dà  per  resto  1,  i  nu- 
meri 657,  2357,  41557, .  .  .  divisi  per  4  d&ranno  tutti  per  resto  1. 

E  cosi,  poiché  29G  diviso  per  8  dà  per  resto  zero ,  cioè  è  un 
multiplo  di  8,  tatti  i  numeri  296,  4296,  5296, . . .  saranno  del  pari 
multipli  di  8. 

145.  Poiché  10  diviso  per  3  Ak  per  resto  1,  una  potenza  qualun- 
que di  10  divisa  per  3  darà  (art.  124)  del  pari  per  resto  1;  e 
qaindi,  6^  g  h  una  cifra  qualunque,  i  prodotti  gXiO,  g  X  100  , 
gX  1000,  . .  .  divisi  per  3  daranno  tutti  (secondo  lo  stesso  articolo) 
lo  stesso  resto  che  darebbe  g. 

Pertanto,  se  un  numero  qualunque  pq.. .  cba  si  scriva  sotto  la 
forma  : 

a  -K&  X  10)  -1-  (e  X  100)  -1-  .  .  . 

e  si  consideri  che  i  termini  di  questa  somma  divisi  per  3  danno 
risp.  per  resto  gli  stessi  resti  che  darebbero  ì  numeri  a,  b,  e, . . . ,  si 
vede  (art.  123)  che  il  resto  ài  pq...  cba  diviso  per  3  coincide  col 
resto  che  si  otterrebbe  dividendo  per  3  la  somma  a4-&fc-f.  .  ,+p^-g. 
Cioè:  il  resto  della  divisione  di  un  numero  per  3  è  uguale  al  resto 
che  si  ottiene  dividendo  per  3  la  somma  delle  sue  cifre. 

Per  conseguenza,  afflnchè  un  numero  sia  divisibile  per  3,  i  ne- 
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cessarlo  e  sufficiente  che  la  somma   delle   sue   cifre   già  un  multi- 
plo di  3. 

Cosi,  p.  ea,,  il  resto  della  divisione  per  3  del  ninnerò  457082  coin- 
cide col  resto  della  divisione  per  3  della  somma  4+5-1-7+0+8+2=26; 
epperd  è  ugnale  a  2, 

146-  Il  ragionamento  dell'articolo  precedente  sussisto  inalterato 
so  in  Inogo  della  cifra  3  si  consideri  la  cifra  9,  poiché  10  diviso 
per  9  dà  pure  per  resto  1. 

.  Dnnqae:  il  reato  della  divisione  di  un  numero  per  9  è  uguale 
al  resto  della  divisione  per  9  della  somma  delle  sue  cifre.  E  per 
consegQeoza:  affinchè  un  numero  sia  divisibile  per  9,  è  neceasaHo 
e  sufficiente  che  sia  divisibile  per  9  la  somma  delle  sue  cifre. 

147.  Non  ci  occnpìamo  della  divisibilità  per  6,  poiché,  essendo 
6  =  2X3,  vedremo  più  tardi  che  affinchè  %in  numero  sia  dieisibile 
per  6,  è  necessario  e  succiente  che  esso  sia  divisibile  così  per  2, 
come  per  3- 

148.  Per  riconoscere  se  un  numero  abcd  ...  eh  sia  divisibile  per 
7,  si  moltiplichino  le  sue  cifre,  a  cominciare  da  sinistra,  periodi- 
camente per  l,  2,  4.  Siano  a,  P,  Y,  5, . . . ,  e,  ij  i  resti  dei  prodotti  cosi 
ottenuti  divisi  per  7,  Affinchè  il  numero  proposto  sia  divisibile  per 
7,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  differenza  fra  la  somma  delle 
cifre  diposto  dispari  del  nuovo  numero  a^fò  . . .  e»j  e  quella  delle 
sue  cifre  di  posto  pari  sia  divisibile  per  7. 

Sia  proposto  p.  es.  ad  esaminare  il  numero  : 

14947819733 . 

I  prodotti  : 

1X1,  4X2,  9X4,  4X1,  7X2,  8X4,  1X1,  9X2,  7X4,  3X1,  3X2 
divisi  per  7  danno  rispettivamente  i  resti  : 

1,1,1,4,0,4,1,4,0,3,6. 

II  numero  proposto  6  dunque  divisibile  per  7,  poiché  la  diffe- 
renza fra  il  numero  : 

1+1+0+1+0+6=9 
ed  il  numero  : 

l.+  4  +  4  +  4+-3=16 

6  divisibile  per  7. 

La  dimostrazione  di  questa  regola  verrii  data  in  luogo  più  op- 
portuno. 

Hot*  «d  Essroixi. 

1.  Dedurre  dall'art.  144  che  un  namero  è  divieibile  per  4  allora  e  soltanto 
quando  la  stia  prima  eifira  a  destra  accresciuta  del  doppio  della  seconda 
sin  divisibile  per  4. 

2.  Dedarre  dallo  stesso  articolo   ohe  affinchè  un  numero  eia  divisibile 
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per  8,  è  necesMuio  e  anScieota  che  ais  dÌTiaibile  per  8  iRwiinma  delle  ina 
prime  tre  cifre,  »  comiiiciBxe  da  destra,  Tooltiplicate  ria  petti  vani  ente  p«r 
1,  2,  i. 

8.  AffintU  un  tannerò  na  divitibile  per   11,   e   nece*iirio    i 
la  differaiaa  fra  la  traina  d*lU  cifre  di  poeta  pari 
diipari  eia  un  mnlUplo  di  11. 

Si  etabìlirk  facilmente  questo  criterio  dopo  aver  prima ricouoscintocbe 
la  pot«iua  !>•■'"■  di  10,  diTÌaa  per  11 ,  dà  per  reato  1  ovvero  10,  aecou- 
docbè  a  aia  pari  o  dispari. 

§  5.0—  Oaloolo  di  una  aomm»  con  nn  numero  di  addendi     ■ 
non  auperlore  alla  base. 

149.  Si  voglia  calcolare  l' espressione  in  cifìre  (a  base  dieci) 
del  namero  che  rappresenta  la  somma  di  piti  nnmen  Aia  ,  Bfb  , 
Cfc,  ..,,Eee,  dei  qnali  per  brevità  abbiamo  messo  in  eviden- 
za soltanto  le  prime  dne  cifre ,  indicando  complessivamente  con 
A,  Bj  C,  . .  . ,  E  le  rimanenti. 

Le  cifre  del  totale  Boa  si  calcolano  snccessivameate  a  comin- 
ciare dalla  prima  a  destra,  e  si  scrivono,  di  mano  in  mano  che  si 
ottengono,  sotto  le  corrispondenti  cifre  degli  addendi  precedente- 
mente allineate  in  verticale;  con  che  si  viene  a  formare  lo  schema  : 

Àoa 


Ofc 


Noi  supporremo  che  li  numero  degli  addendi  non  saperi  la  base 
n  del  sistema  di  numerazione  adottato. 

CIO  posto ,  per  trovare  la  prima  cifta  del  totale,  cioè  g,  si  farà 
la  somma  delle  prime  cifre  a  ,b  ,  e  ,  .. .,  e  degli  addendi.  Poiché 
il  namero  delle  cifVe  a  ,  &  ,  e,...,  e  non  supera  n  ed  ogni  cifra  è 
:<n  — 1,  sarà  : 

a  +  b  +  c+  .  .  .  -f-  e  §  n{n  -  1)  =  n*  -  n, 

e,  per  consegaenza,  questa  somma  sarà  espressa  da  nn  numero 
di  due  cifre  al  più.  Se  rs  è  il  numero  cosi  ottenuto,  sarà  «  la 
pi-ima  cifra  del  totale,  e  la  cifra  r  si  rt;;orferà  per  sommarla  colle 
cifre   della  seconda   colonna. 

Poiché  ora  nella  somma  r  +  a  +  '^  +  ^+  ..,-i-É'il  namero  degli 
addendi  non  può  superare  n  +  1,  sarà: 

'■  +  «  +  ?+!:  +  •■•  +  «<(»  +  IX»  -  1)  =  n»  -  I 
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e  quindi  anche  questa  somma  sarà  espressa  da  un  Damerò  p  a  cbe  si 
comporrà,  al  plbj  di  due  cifre.  La  saa  prima  cifra  a  sarà  la  se' 
conda  cifra  del  totale. 

La  terza  cifra  del  totale  sarà  Bimìlmente  la  prima  cifra  del  Da- 
merò (necessariamente  di  dae  cifre  al  più)  che  si  otterrà  som- 
mando la  cifra  riportata  p  colle  cifre  della  terza  colonna  degrli  ad- 
deDdi;  e  cosi  di  seguito. 

150.  Per  (finstìficare  la  regola  ora  spiegata,  s' incominclerà  dal- 
l'osserrare  che  : 

Aaa  +  BP&  +  Ctc+  . .  .  +  EÉc- 
(Aa  -f  Bp  +  Ct  +  . .  .  +  Es)-n 

+  (o  +  />  +  c+...-fe)  = 

(Aa  +  Bp  +  C7  +  .  .  .  +  Eè +  *•)■«  +  «. 

La  cifra  a  è  dunque  il  resto  della  divisione  della  somma  richiesta 
per  n,  cioè  è  la  prima  cifra  del  totale.  E,  se  il  totiOe  sia  espresso 
daS^s,  sarà  per  consegaenza; 

Aa  +  B?  -f  Cf  +  . . .  +  Ee  +  r  =  Sff. 

La  seconda  cifra  del  totale,  cioè  9,  sarà  dunqne  ta  prima  cifra 
del  numero  che  esprimo  la  somma: 

Aa  +  B^  4  Cy  +  . .  -  +  Bé"+  f, 

cioè  appunto,  per  la  stessa  ragione  dì  dianzi,  la  prima  cifra  del 
nainero  esprimente  la  somma  a-ff+"y+  .  .  .  +E+r,  secondo  la  re- 
gola dell'art,  precedente;  e  cosi  vìa. 

§  G.o  —  Prodotto  di  un  numero  di  più  olfre 
per  uno  di  ana  sola  cifra. 

151.  Se  nella  somma  considerata  al  §  prec.  gli  addendi  sono 
tutti  eguali  fra  loro,  ed  il  loro  numero  sia  k,  essendo  k  minore 
della  base  del  sistema  di  numerazione,  il  totale  ci  darà  il  prodotto 
dì  un  numero  di  più  cifre  pq  .  .  .  no  a  per  k  ,  cioè  per  un  nu- 
mero di  una  sola  cifra  k.  L'operazione  stessa  si  sempliflchei'à,  poi- 
ché la  somma  di  quelle  uitYe  degli  addendi  che  si  trovano  in 
una  medesima  colonna,  si  ridurrà  evidentemente  al  prodotto  di 
dae  numeri,  ciascuno  di  una  sola  cifra. 


152.  Allo  schema  dell'operazione  si  darà  ora  la  forma: 


Capielli.  —  Itliltiàoni  di  analiti  algrbrica,  8.*  edix. 
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dorè  la  prima  oifi'a  <  de)  totale,  cioè  del  prodotto,  6  la  prima  cl- 
jVa  del  prodotto  di  a  per  k,  la  seconda  cifta  9  del  prodotto  è 
la  prima  cifra  del  prodotto  di  a  per  k  accresciato  della  seconda 
cifra  riportata  dal  prodotto  precedente  [quella  stessa  che  all'  ar- 
ticolo 149  si  era  indicata  con  r),  la  terza  cifra  -  è  la  prima  del 
prodotto  di  |(L  per  k  accresciuto  della  nuova  cifra  riportata  (la  p 
dell'art.  149),  e  così  via. 

153.  Dal  procedimento  tenato  per  eseguire  la  moltiplicazione 
appare  chiaramente  che  II  numero  delle  cifre  del  prodotto  sarà 
ag;uale,  od  al  più  superiore  di  un'  unità,  al  numero  delle  cifre  del 
moltiplicando. 

§  7.°  —  O»leolo  di  DD*  loinma 
OOD  OD  numero  qnalaaqne  di  ftddeDdl. 

154.  Consideriamo  dapprima  la  somma  di  un  numero  qualunque 
di  addendi  ciascuno  di  una  sola  cifra.  Se  ti  numero  deg^li  addendi  è 
superiore  alla  base  n  del  sistema,  alcune  delle  cifre  da  sommare 
si  troveranno  necessariamente  ripetute;  cosicché  si  tratterà  di  cal- 
colare r  espressione  : 

(1  X a,)  +  (2 X  a,)  +  (3  X Bj)  +  .  . .  f  n~  1  X  «„_, 

dove  Sf  indica  quante  volte  la  clfì*a  1  si  trova  ripetuta  come  ad- 
dendo. 

Il  calcolo  da  farsi  si  comporrà  quindi  di  tre  parti,  cioè: 

1.")  DI  semplici  enumerazioni,  dovendosi  conlare  quante  volte  si 
presenta  fra  gli  addendi  la  cifra  t,  per  avere   11  numero  o,-. 

2.°)  Di  moltiplicazioni  di  due  numeri,  dei  quali  uno  è  di  una 
sola  cifra.  li  numero  delle  moltiplicazioni  da  farsi  non  supera  n-2; 
e  si  determineranno  cosi  i  prodotti  2a, ,  S^j , .  .  .  Queste  molti- 
plicazioni si  eseguiranno   colla  re<rola  del  §  precedente. 

3.0)  Della  somma  di  un  numero  di  addendi  non  superiore  alla  base 
(cfl-,  §  5-"),  cioè  di  a^    e   dei    numeri    già   calcolati  2«, ,  3a( ,  ■  . . 

155.  Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  gli  addendi  si  com- 
pongano di  un  numero  qualunque  di  cifre,  p.  es.  che  ogni  addendo 
si  componga  dì  4  cifre  o  di  un  numero  inferiore  di  cifre. 

Se  A, ,  Aj  ,  A, ,  A^  sono  i  immeri,  c:i1coliiti  come  all'aiticolo  pre- 
cedente, che  rapprcsenlnno  rispeilivamente  la  somma  dì  tutte  le 
prime  cifre,  a  partire  da  destra,  di  tutte  le  seconde  cifre,  di  taitc 
le  terze  e  di  tutte  le  quarte,  la  somma  cercata  sarà  esprimibile  con  : 

A,  -I-  (A,  X  10)  ^-  (Aa  X  100)  -I-  {A^  X  1000). 

Hi  tratterà  dunque  di  fare  ancora  la  somma  di  soli  4  addendi  già 
completamente  determinati;  giacché,  p.  es. ,  A,  X  100  si  ottiene 
(art.  1.%)  aggiungendo  due  zeri  alla  dest^-a  delle  cifre  che  rappre- 
sentano A.. 
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§  8.0  —  Oflloolo  del  prodotto  di  dae  numeri 
qaallslTOgllano. 


156.  Il  prodolto  di  un  numero   qualonquc   A  per  nn  moUiplicii- 
lore  di  più  cifre  : 

pq  .  .  .  cftti 
si  pnò  scrivere  : 

AXpq.  ..  cba  =  A{a  f  ((.  X  10)  ¥  (e  X  100)  +    . .) 
=  (A  X  a)  +  [(A  X  &)  X  10)  +  [(A  Xc)X  lOO]  + . . . 
Si  calcoleranno  qnindj  (art.  151)  i  prodotti  parziali  : 

A  X  rt  E= .  .  .  oisif,ì<i 
A  X  e  = .  . .  ^f,if, 

dopodiché  il  prodotto  cercato  altro  non  sarà  che  la  uoinma  degli 
addendi  : 

^3  «i  «1 

.  •  ■  ■  p3  r.  ?-.  ó 

•  •  fi  yÌ  n  0  0 


giacché  per  moltiplicare  . . .  ^g^,^,   per  10  basterà  (art.  13S)  ag- 
giungere ano  zero  alta  sua  destra,  ecc. 

157.  Se  il  numero  delle  cifre  del  moltiplicando  è  li,  x  k  quello 
delle  cifre  del  moltiplicatore,  il  numero  delle  cifre  del  prodotto  è 
li  +k  ovvero  h  +  k—  I. 

Infatti,  poiché  il  molti  pi  icatore  lia  k  cifre,  esso  h  compreso  (ar- 
ticolo 137)  fra  10*^'  e  10*.  Per  conaegnonza  il  prodotto  sarà  com- 
preeo  (art.  87)  fra  il  prodotto  del  moUiplicaodo  per  10*"'  e  il  pro- 
dotto del  moltipliciindo  per  10\  quindi  anche  (ari.  136)  fra  il  mol- 
tiplicando sci^aito  da  k—l  zeri  e  il  moltiplicando  seguito  da  k  zeri; 
cioè  fra  un  numero  di  h+k-l  cifre  ed  un  numero  di  h+k  cifre.  Ciò 
dimostra   appunto  1'  asserto. 
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§  d.o  —  Oftloolo  deUft  e 

di  due  nomert  qnalnnqve. 

158.  Si  voglia  ladifferenzadeiduti  numeri  r8  ...  cSa  e  pa  ...  •{^a. 
già  espressi  in  cifre  nel  sistema  di  namerazione  a  base  ».  Sappor- 
remo che  il  primo  sia  il  maggiore;  cosiccliè  possiamo  dtenere  che 
il  numero  delle  citre  p  ,  o , . . . ,  z  sia  eguale  a  quello  delle  cifro 
r  ,  8 ,. . .  ,a,ma  ciie  la  cifra  p  sia  lo  zero  od  almeno  non  sia  supe- 
riore alla  cifra  r- 

L'  operazione  da  esegairsi  per  calcolare  la  differenza ,  che  sia 
t.,.pqd,  si  rappreaeaierà  mediante  lo    schema: 

rs . ., cba 


169.  Cominciamo  dall'osservare  che  per  conoscere  la  prima  ci- 
fra d  della  differenza,  basta  conoscere  la  prima  <dfra  a  del  mi- 
nuendo e  la  prima  cifra  adelsottraendo:laf&\.i\,  poiché  la  somma 
del  sottraendo  e  della  differenza  deve  riprodurre  il  minuendo, 
deve  la  cifra  d  esser  tale  che  sommata  colla  cifra  a.  dia  per  risul- 
tato il  numero  a,  ovvero  il  numero  la.  Quindi:  la  cifra  d  è  hi 
cifra  che  bisogna  aggiungere  ad  a  per  ottenere  a,  se  a  è  uguale 
o  minore  ad  a  ;  è  invece  la  cifra  che  bisogna  aggiungere  ad  a  per 
ottenere  la,  se  a  è  maggiore  di  a. 

Determinata  cosi  la  cifra  d  e  detta  e  a  (con  e  =  0  ovvero  =\,  i 
seconda  dei  dne  casi)  la  somma  delle  due  cifre  a  e  rf,  per  de- 
terminare la  seconda  cifra  q  della  differenza,  s'immaginerà,  come 
sopra,  di  verificare  che  la  somma  del  sottraendo  e  della  differenza 
6  uguale  al  minuendo ,  osservando  che  la  somma  delle  due  cifre 
della  prima  colonna  ha  per  cifra  di  riporto  £.  La  cifra  cercata  9 
dovrà  dunque,  sommata  con  ^+t,  dare  per  risaltato  Ò,  ovvero  Ib. 
Pertanto,  se  ^  +  e  è  <  di  6,  sarà  q  quella  cifra  che,  sommata  con 
P  -I-  E,  dà  per  risnltato  &;  in  caso  contrario  sarà  la  cifra  che,  som- 
mata con  ^+  t,  da  16.  E  così  ai  determineranno  allo  stesso  motto 
tutte  le  cifre  della  differenza,  tenendo  presente,  nel  fare  ogni  som- 
ma, se  la  cifra  riportata  dalla  somma  precedente  sia  lo  zero,  ov- 
vero l'unitit. 
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§  lO.o  —  Calcolo  del  qaostente  o  del  resto 
di  una  divisione  naturate. 

160.  La  determiniizione  delle  cifre,  secondo  il  Bìstema  di  nume- 
razioDe  a  base  n,  del  quoziente  e  del  resto  di  una  divisione  na- 
turale al  può  ricondurre,  come  vedremo  fi'a  poco,  al  caso  partico- 
lare in  cui  il  ({nozientc  è  espresso  da  una  sola  cifra.  Questo  caso 
è  caratterizzato  come  segue:  affinchè  il  quoziente  di  m  per  d  aia  di 
una  gola  cifra  (diverga  da  zero),  è  necessario  e  mtfflciente  che  il 
numero  delle  cifre  di  m  uguagli  o  superi  di  un' ujiità  il  numero 
delle  cifre  di  d,  e  che  la  prima  cifra  di  m,  a  j'cirtire  da  sinistra, 
Ita  nel  primo  caso 5,  e  nel  secondo^,  della  prima  cifra  di  d. 

Infatti,  affinchè  il  quoziente  sia  di  nna  sola  cifra  diversa  da  zero, 
è  necessario  e  sufficiente  che  m  sia  >  di  fi  e  minore  di  d  mol- 
tiplicato per  Ih  base  n,  cioè  minore  del  numero  che  nasce  datl'ag- 
giungere  ano  zero  alla  destra  delle   cifre  di  d. 

161.  Ciò  premesso,  si  voglia  calcolare  il  quoziente  Q  ed  il  re- 
sto K  della  divisione  naturale  di  un  dividendo  qualunque  D  per 
un  divìdente  qualunque  d.  Supporremo  naturalmente  U>d,  giac- 
ché in  caso  contrario  il  quoziente  cercato  sarebbe  ugnale  a  zero, 
ed  il  resto  sarebbe  lo  stesso  numero  D. 

Si  separino  dall'  espressione  in  cifre  di  D ,  a  cominciare  ds  si 
nistra  ,  tante  cifVe  quante  precisamente  ne  sono  necessarie  per 
formare  un  numero  >  di  d.  Sia  D'  il  numero  rappresentato  dalle 
cifre  cosi  separate  e  D"  il  numero  rappresentato  dalle  rimanenti 
A  cifre  del   dividendo  ,   cosicché  sarà  : 

D  =  (D'X«'')-I-D".  (1) 

Allora,  se  i;  è  il  quoziente  della  divisione  naturale  di  D'  per  d  ed 
r  ne  è  ti  resto,  cosicché  : 


la  (1)  si  potr&  scrivere: 

D  =  (ja^-d)  +  iti"  +  D''.  {'2) 

Uì  qui  segue  (art.  121)  che,  per  avere  il  quoziente  cercato  Q,  ba- 
sterà aggiungere  a  9  X  n"  il  quoziente  della  divisione  di  rXn"-!-  D" 
per  d,  nel  mentre  che  il  resto  cercato  R  coinciderà  col  resto  di 
queat'altìma  divisione. 
Il  calcolo  si  trova  cosi  ricondotto  : 

l")  a  determinare  il  quoziente  q  che  si  comporrà  di  una  sola 
cifra  diversa  da  zero  (art.  160)  ; 

2")  a  determinare  il  quoziente  Q'  della  divisione  per  d  del  nu- 
mero i  =  m*  +  D"  di  cui  già  si  ha  l'espressione  in  cifre  (  coni- 
poita  delle  h  cifre  di  lì"  cui  si  facciano  precedere  a  sinistra  le  ci- 
fre di  r). 

Invero,  una  volta  calcolate  le  A  cifre  di  Q'  (completate  con  de- 
gli zeri  alla  sinistra  nel  caso  ohe  il  loro  numero  riuscisse  infe- 
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riore  ad  h),  le  cifre  <li  Q  si  ottemnoo  a^iongendo  semplice- 
mente <)oeste  cifre  alla  destra  della  cifra  q. 

Che  il  numero  delle  cifre  dì  Q'  noo  possa  «operare  h ,  segae 
facilmente  dall' nj^naglianza  : 

i  =  rn*  +  D" 
in  cai  è: 

U"  <  n", 
cosiccliè  : 

A  <  (r  4- 1)  X  tt* 
e  qnindi  anche: 

i  <  d  X  »*,  (3; 

poiché  r  -f-  1  <  d.  La  disegnaglianza  (3)  ci  dice  infatti  che  il  quo- 
ziente Q'  della  divisione  naturale  di  X  per  d  è  inferiore  ad  n'^  , 
cioè  appunto  che  fi  numero  delie  cifre  di  Q'  non  può  superare  A. 

162.  Esempio.  —  Vogliasi  determinare  il  quoziente  Q  ed  il  resto 
R  della  divisione   dei  nomerò  (scritto  in  base  dieci)  : 

D  =  148276504321, 
pei  numero  : 

d  =  371. 
HI  tia  in  questo  caso  : 

D'  =  1482  ,  D"  =  765043-21 , 

onde  A  =  6  ;  cobìccIiè  gih  sappiamo  che  il  quoziente  Q  si  com- 
porre di  A  +  1,  cloò  di  9,  016*6.  Il  quoziente  q  ed  il  resto  r  della 
dlvÌHtono  di  D'  per  d  sono  dati   evidentemente  da: 

3  =  3  ,  r  =  1482  -  (3  X  371)  =  369, 
d'  ondo  BC^uo  : 

1<*)  che  la  prima  cifra  a  sinistra  del  quoziente  cercato  Q  6  3  ; 
2o)  che  : 

Q  -  300000000  +  Q', 

dove  il  numero  Q'  (al  plii  di  8  cifre)  6  il  quoziente  della  divisio- 
ne di  : 

i  =  36976504321 
per  d  ; 

;)'>)  elio  il  rcBio  cercato  R  coincide  col  resto  della  divisione 
di  &  per  q. 

Quesiti  prlmn  parte  dell'operazione  si  può  rappresentare  col  bc- 
gucnto  schema  dimostralivo  : 

14627650'132t        |371 

1113  3 

' 36976504321 

16;i.  Si  procodcr^  ora  sul  iiuiucro  i,  che  si  può  cliiamare  il  primo 
ilicidpiìdii  jHìrzinliì,  precisamente  come  si  k  operato  su  D,  cioè  sì 
doterminoriV  In  prima  cifra  a  sinistra  del  quoziente  Q',  di  1  per  d, 
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ed  il  èecondo  dividendo  parziale;  il  qaale,  a  eoa  volta,  darà  luogo 
ad  ana  terza  divisione  il  cai  quoziente  conterrà  almeno  nna  ci- 
fra di  meno  di  quelle  di  Q',  cioè  al  più  ft  -  1  cifre,  e  così  di  BOguito 
(ìnchè,  dopo  un  numero  di  divisioni  (con  un  quoziente  dinn'anica 
cifra)  il  cui  numero  non  potrà  in  ogni  caso  superare  A-t-1 ,  tutte 
le  cifre  di  Q  si  troveranno  completamente  determinate. 

164.  Lo  scliema  dimostrativo  dell'operazione  da  eseguirai  dopo 
quella  dell'art.  162  per  determinare  il  secondo  dividendo  parziale, 
sarebbe  II  seguente  : 

36976504321        j371 

3339  ^- 

3586504321 

I  due  schemi  si  possono  qnindi  riassumere  nell'  unico  schema 
dimostrativo  : 

148276504321  )S71 

1113  


36976504321 
3339 
3586504321 , 
e  cosi  di  seguito. 

U  operazione  avrà  il  tuo  termine  appenachè  si  giunga  ad  un 
dividendo  parziale  inferiore  a  d.  Esso  sarà  evidentemente  il  reato 
cercato  R. 

165.  Ci  resta  ad  aggiungere  qualche  osservazione  circa  la  de- 
terminazione del  quoziente  nel  caso  pariicolare  in  cui  esso  sia  di 
nna  sola  cifra.  In  qucelo  caso  11  dividendo  m  e  il  dividente  d, 
espressi  in  cifre,  sono  della  forma: 

m=  abc  .  ,  .  e  ,      d  =  b'c' .  .  .e'  , 

cioè  in  m,  oltre  alle  cifre  &,c,  ...j  e  corrispondenti  una  per  una 
alle  c\treb',T',...,e'  di  d,  sì  ha  di  più  a  sinistra  la  cifra  a,  che 
paò  anche  essere  lo  zero.  ^  _ 

Il  quoziente  cercato  q,  di  m  divìso  per  d,  J  <  del  quoziente  q' 
di  ab  per   b',  ed  è  =  del   quoziente   q"  rfi  ab  per  b'  -I- 1. 

Cominciamo  dall' osservare  che,  se  fc  è  il  numero  delle  cifre 
r,  d, ...  fé,  si  ha  evidentemente  : 

m<(ai  +  l)n*,     d^b'Xn*.  (4) 

Ciò  posto,  ammesso,  se  è  possibile,  che  fosse  : 

d(q-  -I- 1}  ^  m,  (5) 

se  ne  dedurrebbe  per  le  (4)  : 

6'-»*-(?'  +  1)  <(a&  +  l)xn* 
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e  qnindf  : 

comm-iamente  al  eapposto  che  sia  q'  il  quoziente  della  divisione 
di  ab  per  9.  La  (5)  è  dunqne  inammissibile,  cioè  il  qnoziente  di  m 
per  d  è  <  j'. 
Osserviamo,  in  secondo  luogo,  che  si  ha  : 

m^flSxn*     ,      ri<(6'+l)x»*. 

Per  conBeguenza,  ammesso,  se  è  possibile,  clie  fosse: 

d.g">  m, 
se  ne  dedurrebbe  : 

e  quindi  : 

(6'+  \)q">ab, 
contro  i)  supposto. 


Note  ad  Eseroixi. 


isce  pnitic»Di«nte   Io 


ahhattando  xraa,  Bolit  volta  l'ann  dopo  )'«ltra  le  cifra  7, 6,. .  .  dal  diTÌdendo. 

2.  Eieendo,  come  all'art.  IflS,  D  il  dividendo,  A  il  primo  dividendo  par- 
xiale  e  A'  il  serondo  dividendo  pdrEÌale,  riconoscere  che  se  il  namero  delle 
cifre  di  A  è  uguale  al  numero  dello  cifre  di  D,  la  prima  cifra  a  sinistra  di 
A  sarà  inferiore  altoi  prima  cifra  a  sinistra  di  D  ed  il  numero  delle  cifre  di 
A'   sari  certamente   inferiore  al  numero  delle  cifre  di  A. 

it.  Il  procedimento  operativo  dato  af;li  articoli  161-1G3  si  può  riassnnitre, 
nel  caio  in  cui  il  dividente  iJ  è  di  una   sola   cifra,  rome  s^oe. 

Volendo  dividere  un  numero  di  k  cifre:  (>,a,a,  .  ,  .  a^  per  nn  numero  di 
una  sola  cifra  J,  sì  ragionerà  come  segae:  a,  diviso  per  il  dà  p«r  qaoiienle 
5i  <che  Bari  perù  0,  se  o,  <  J)  e  por  resto  r,;  il  numero  *-,aj  diviso  per  d  di 
por  (luoziente  j,  e  per  resto  r,  ;  r,o,  diviso  per  d  dà  per  qnoBientB  g,  e  p*r 
resto  r„  ecc.  ecc.;  finalmente  rj_,oj  diviso  per  d  dà  per  qnosìente  q^  t 
per  resto   rj,.  II  quoziente  cercato  sarà  il  nnmero  q,q,q^  ■  '  ■  9k    ^^  ''   '^''' 

4.  Come  si  vede,  quando  il  dividente  é  di  una  sola  cifra,  le  diviaioui  pu- 
ziali  si  eiletiiiano  immtdiatamenit,  semprechè  sì  conoscano  i  prodotti  di  Aw 
numeri  di  una  sola  cifra.  Il  procedimento  testé  dato  potrà  p.  e»,  setririj 
per  rìconoBcete  ne  un  numero  espresso  in  cifre  secondo  il  sistema  decimai» 
sia  divisibile  per  7,  quando  non  si  voglia  applicare  il  criterio  dell'art.  ìi^- 
il  quale  ha  perù  il  vantaggio  di  limitare  le  divisioni  per  7  »i  soli  naveri 
inferiori  a  86. 

5.  Volendo  divìdere  nti  numero  per  9, si  potrà  dapprima  determinare  facil- 
mente il  resto  (cfr.  *H.  lui),  cosicché,  sottratto  dal  dividendo   il  resto  R'i 
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trovato,  reitera  a  trovare  il  qaoziente  dslla  diviaione  per  9  dì 
u  UD  multiplo  di  9. 

Ciò  poeto,  ae  D  è  DU  multiplo  di  9  e  Q  à  il   quoziente  della  divi 
per  9,  dal  l'e^aicli  anca  : 


Q  =  10.(ì-D. 

In  baae  a  queat'agQasliania  le  cifre  di  Q  ai  potranno  calcolare  l'ana  dopo 
l'altra,  a  cominciare  dalla  prima  di  dtttra,  immaginando  di  farti  la  sottrazione, 
secondo  io  schema  dell'art.  158,  del  numero  D  dal  numero  lO.Q.  Infatti,  la 
prime  cifra  a  destra  di  10. Q  è  conoaoiuta  (perchè  evidentemente  uj^nale  a 
«ero)  onde  si  troverà  subito  la  prima  cifra  a  destra  di  D  che  è  poi  la  ae- 
couda  a  destra  di  10. Q;  coaicchè,  oonosoandosi  la  seconda  cifra  a  destra  cosi 
di  I  O.Q.  come  di  D,  si  de  termi  uè  rfi  anche  la  seconda  cifra  a  deatra  della  diffe- 
renza Q,  che  b  poi  la  terza  a  destra  di  lO.Q,  e  cosi  via. 

€,.  Con  rasiocinio  poco  dissimile  ai  potrà  fare  la  divisione  per  li  e  per  99 
di  un  numero  multiplo  di  11  o  di  99,  determinando  le  cifre  del  quoziente  una 
per  una  a  eominctaTt  da  delira.  Si  oaaervi  a  tale  oggetto  che  11  =  10  +  1  e 
9»=  100-1.  (.Cfr.  il  Capitolo  IV  del  TraUato  di  Aritmetica  del  Bertrand,  1888). 

§  It.''—  Divisori  oomanl  »  due  o  pl&  namert. 
Massiiiio  eomDn  divisore. 

166.  Dati  doe  oameri  qualunque  m  ed  n,  se  la  divisione  di  m 
per  n  dft  per  quoziente  q  e  per  resto  r,  si  ha  (art.  1 17)  : 

m  =  qn  +  r.  (I) 

Qnest'  uguaglianza  ci  dice  che  ogni  numero  d,  che  eia  simulta- 
neamente divisore  di  m  e  di  ti,  è  anche  divisore  comune  di  9  e 
dì  r  e  reciprocamente.  Infatti,  se  d  b  divisore  di  m  e  di  n,  esso 
dividerà  la  somma  qn  +  r  e  la  sua  prima  parte  qn,  e  quindi  (art.  112) 
anche  la  seconda  parte,  cioè  r.  Reciprocamente,  se  d  divide  n  ed 
r,  esso  dividerà  i  dae  addendi  della  somma  ^ti  4-  ''  e  quindi  an- 
che (art.  IH)  la  somma  stessa,  cioè  m. 

Pertanto:  i  divisori  comuni  di  due  numeri  m  ed  n  coincidono 
coi  divisori  comuni  di  n  e  del  resto  della  divisione  dì  m  per  n. 

Se  «1  >  n  (come  del  reato  è  sempre  lecito  di  supporre) ,  questo 
teorema  agevola  la  ricerca  dei  divisori  comuni  di  m  ed  n,  ricon- 
ducendola a  quella  dei  divisori  comuni  di  n  ed  r,  essendo  r  mi- 
nore di  M  e    quindi    a    maggior   ragione  di  m. 

167.  Per  questo  stesso  teorema,  i  divisori  comuni  di  m  ed  r  do- 
vranno, alla  lor  volto,  coincidere  coi  divisori  comuni  di  r  ed  ì\, 
essendo  r,  il  resto  della  divisione  di  n  per  r,  e  quindi  poi  anche 
coi  divisori  comuni  di  r^  ed  r^,  se  r,  6  il  resto  della  diviaione  di 
r  per  r,  ;  e  cosi  via.  Si  verrà  cosi  a  costruire  mediante  successive 
divisioni  una  progressione  di  numeri  : 


ognuno  dei  quali  è  piti  piccolo  del  precedente,  che  si  dovrà  arre- 
stare soltanto  quando  si  ottenga  comò  ultimo   resto,  r^,  lo  zero. 
Essa  godrà  della  proprietà  che  i  divisori  comuni  a  due  resti  con- 
CiPKLLi.  —  Itlilutiom  di  analiti  algebrica,  S.*  edii.  9 
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secativi  qaalisivo|;liftno   r^  ed   if^,  coincideranno  coi  divisori  co- 
mani  di  m  ed  n. 

In  particolare,  i  divisori  comuni  di'm  ed  h  coincideranno  coi  di- 
visori comuni  di  ì\_^  e  di  »•»,  cioè  coi  divisori  di  »'a_,  ,  polche 
r^,  essendo  aguale  a  zero,  è  divisibile  per  tutti  i  nameri  natn- 
rali  (0  =  0X71,  qualunque  sia  h).  Ora,  fi'a  i  divisori  di  rj^_i ,  il 
massimo  è  Io  stesso  numero  r^_i  { )>_,  =  r^.,  XI).  Concludiamo 
quindi  : 

1")  che  r^_i  è  il  massimo  comuii  divisore  di  m  ed   n. 

2")  che   i  divisori   coviuni  di  m  crf  n   altro   non   sono  che  i 
divisori  del  foro  massimo  comun  divisore. 

1G8.  Se  i',_^  =  1,  i  due  numeri  m  ed  h  non  avranno  alcun  divi- 
sore comune  all'infuod  deirnnitil,  la  quale  del  reato  è  divisore  co- 
mune di  ttitti  i  numeri  naturali.  In  questo  caso  m  ed  n  si  dicouo 
primi  fra  loro. 

Se  invoce  r^.,  >  1,  esisterà  almeno  un  divisore  comune  di  m  ed 
H,  oltre  l'unità. 

Pertanto:  affinchè  due  numeri  m  ed  n  siano  primi  fra  loro,  t 
necessario  e  sufficiente  che,  detto  r  il  reato  della  divisione  dì  m  per 
n  ,  r,  il  resto  della  divisione  di  r  per  r,,  e  così  via,  l'ultimo  resto, 
diverso  da  zero,  così  ottenuto  aia  eguale   all'unità. 

1G9.  Se  in  luogo  di  procedere,  come  si  è  fatto  sopra,  sui  due 
numeri  m  ed  n  per  costruire  la  progressione  : 


si  procedesse  alio  stesso  modo  sui  due  nameri  m  ed  n 
plicati  per  uno  stesao  fattore  h,  si  otterrebbe  invece  (art. 
progressione  : 


Quindi  :  se  due  numeri  si  moltiplicano  per  uno  stesso  fattore, 
anche  il  loro  massimo  comun  divisore  si  troverà  moltiplicato  per 
quello  stesso  fattore. 

no.  Di  qui  sì  trae  facilmente  che:  se  un  numero  divide  il  pro- 
dotto di  due  fattori,  ed  è  primo  con  uno  di  essi,  esso  è  un  divisore 
dell'altro. 

Supponiamo  infatti  che  n  sìa  divisore  del  prodotto  mh  e  sia 
primo  con  m.  Poiché  n  è  primo  con  m,  il  massimo  comun  divi- 
sore di  m  ed  n  è  l'unità ,  e  quindi ,  per  1'  art.  prec,  il  massimo 
comun  divisore  di  mh  e  di  nh  è  h.  Bovrà  dunque  n  dividere  h,  poi- 
ché, essendo  n  un  divisore  comune  di  mh  e  di  nh,  deve  anche 
dividere  (art.  167)  il  loro  massimo  comun  divisore. 

171,  Corollario.  —Se  d  è  primo  con  m  e  coi»  n,  esso  è  prittw 
anche  col  loro  prodotto  mn. 

Infatti,  se  S  fosse  divisore  comune  di  ff  e  dì  mn,  essendo  esso 
primo  con  m,  dovrebbe  dividere  l'altro  fattore  n,  contro  11  sup- 
posto. 
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172.  Qaiodi  anche,  più  generalmente:  «e  d  è  primo-con  ciascuno 
dei  numeri  m,  ,  m^ ,  .  . .  ,  m,- ,  esto  è  anche  primo  col  prodotto 
raiOig  .  .  .  m,-. 

Infatti ,  poicbè  d  è  primo  con  m,  ed  m^ ,  esso  è  anche  primo 
con  m^mg■,  ed  essendo  primo  con  ni,mg  e  con  ntg  sarà,  sempre 
per  l'art,  prec,  primo  con  fli,wi,mg ,  ecc. 

173.  Uh  nnmero  divisibile  per  due  numeri  primi  fra  toro,  è  divi- 
tibile  anche  per  il  loro  prodotto. 

Sia  infatti  M  divisibile  pei  numeri  m  ed  n  primi  fra  loro  ;  e 
sia  M  =  mq.  Poiché  n  divide  M,  cioè  il  prodotto  mg  ed  è  primo 
con  «i,  dovrà  dividere  q  (art.  170),  cosicché  si  potrà  scrivere  q  =  nq'. 
Si  avrà  cosi  ìi  =  mnq',   e.  d.  d. 

174.  Se  D  è  massimo  comun  divisore  di  m  ed  n,  i  quozienti  che 
ei  ottengono  dividendo  m  erf  n  per  D,  sono  primi  fra  loro. 

Siano  infatti  p  e  q  questi  quozienti,  cosicché  : 

m  =  T>p  ,  «  =  Dg. 

Da  queste  uguaglianze  appare  chiaramente  che,  so  p  e  9  avessero 
un  divisore  comune  d ,  diverso  dall'  unità ,  i  due  numeri  m  ed  n 
sarebbero  entrambi  divisibili  pel  prodotto  Dd,  e  per  conseguenza 
avrebbero  un  divisore  comune  superiore  a  D  contro  il  supposto. 

175.  Vogliansi  ora  ricercare  tutti  i  divisori  comuni  a  più  numeri; 

m,,m^,m^,...,  «.».  (2) 

Se  d  sia  un  divisore  comune  a  tatti  questi  numeri,  esso  dividerà, 
in  particolare ,  m^  ed  m^  e  quindi  anche  il  loro  massimo  comnn 
divisore  D,.  Sar*  dunque  d  un  divisore  comune  dei  k  —  \  numeri: 

Dj  ,  mg ,  m^  ,  .  .  .  ,  wtj  ,  (3) 

e,  reciprocamente,  ogni  divisore  comune  di  questi  ultimi  sarà  an- 
che divisore  comune  di  tutti  i  numeri  (2),  poiché  ogni  divisore 
di  D,  k  divisore  comune  di  m,  ed  m^.  La  questione  è  cosi  ri- 
condotta a  ricercare  i   divisori   comuni  a  tutti  I  numeri  (3) 

Procedendo  come  sopra,  si  vede  che,  se  D,  è  il  massimo  comnn 
divisore  di  D,  ed  m,,  i  divisori  comuni  dei  numeri  (3)  coinci- 
dono coi  divisori  comuni  dei  fc— 2  numeri  : 


Cosi  seguitando  si  gìungerfi  ad  un  unico  numero  D^_,  il  quale 
godrà  della  proprietà  che  ogni  suo  divisore  sarà  divisore  comune 
di  tatti  i  numeri  (2),  e  reciprocamente.  Esso  sarà  evidentemente 
il  massimo  comun  divisore  dì  tutti  i  numeri  mi,  ,  nig  ,  .  .  .  ,  mj^. 

ITots  ed  E»eroÌKÌ. 

1.  BicouoBcere  che  due  numeri  cuDBeoutivi  Dono  iempre   primi  fra  loru. 

2.  Eesendo  À  il  mBasimo  comun  divisore  dai  nnmeri  a, ,  », ,...  ,a^  e  B  il 
macsimo  comun  divisore  dai  numeri  61  ,  i,  ,  '  -  >  ,  iti  dimostrare  che  il  mas- 
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tn  ,  2m  ,  Stn  , 
Si  applichi  l'art.  174;  e  poi  l'art.   170. 

e  di  tre  numeri  m,  n,  r  è  il  numero  che  esprì- 

m  ,  Sto  ,  8m mt 

n  ,  2ii  ,  8n  ,    .  .  ,  nt 

Ja«  numeri  eorrttponi'enfi  lono  limiillaneamenle  diviiiblli  per  r. 

7.  Per  altri  teoremi  elementari  sui  divisori  si  vejcga  p.  es.  il  trattato 
di  Aritmetica  di  Q.  Bertrand  (traduKÌone  italiana  dì  O.  Xovi). 

%  12.0  —  Multipli  ooinnnl  »  da«  o  pia  numeri. 
Mlulmo  oomnne  multiplo. 

176.  Per  mimmo  comune  multiplo  di  dna  o  pib  nnmeri  dati  s'in- 
tende il  più  piccolo  nnmero  diverso  da  zero,  che  sìa  maitiplo  dì 
ciaacQno  dì  essi, 

L'  esclusione  dello  zero  è  necessaria,  poiché  lo  zero  si  pnA  con- 
siderare come  lanltiplo  cornane  di  tutti  i  numeri-,  potendosi  scri- 
vere, qualunque  sia  il  numero  k: 

0  =  fc  X  0. 

177.  Jl  minimo  comune  multiplo  di  due  numeri  i  aguale  al 
quoto  che  et  ottiene  dividendo  il  loro  prodotto  per  il  loro  maseimo 
comutt  divisore. 

Sia  inTatti  M  un  multiplo  cornane  dei  due  namerì  m  ed  n,  ì 
quali  abbiano  per  massimo  coman  divisore  D.  Possiamo  Bcrivere: 

m  =  Dm<  ,  n  =  Dn'.  (1) 

PoicbÈ  M  è  multiplo  di  m,  cioè  di  Dm',  sia: 

M  =  Dm'.A.  (2) 

Il  numero  M  è  poi  anche  divisibile  per  n;  cioè  il  prodotto  Dm'k 
è  divisibile  per  Da',  e  quindi  m'k  per  n'.  ÌS&  il  fattore  m'  è  pri- 
mo con  u'  (art.  174);  dovrà  quindi  (art.  170)  essere  divisibile  per 
m'  l'altro  fattore  k,  onde  si  può  s 

k  =  hn'. 
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Sostituendo  ciò  io  (2),  si  ottiene  per  M  l'espressione: 

M^A-mVD  (3) 

la  quale  ci  dice  clic  ogni  multiplo  comune  di  m  e  di  n  è  un  mul- 
tiplo di  Trt'rt'D.  Reciprocamente,  6  senz' altro  evidente,  per  le  (1), 
che  ogni  multiplo  di  m'n'D   è   multiplo  comune  di  m  ed  n. 

Dando  ad  h,  nella  (3),  il  minimo  valore  possibile,  cioè  1,  si 
avrà  i!  minimo  multiplo  di  hi  ed  n.  Il  mìnimo  multiplo  è  dunque 
m'n'D  che,  come  appare  dalla  (l),  è  appunto  il  quoziente  della 
divisione  dì  mn  per  D  ;  e.  d.    d- 

178.  Ogni  multiplo  comune  di  due  numeri  é  un  multiplo  del  loro 
minimo  comune  multiplo. 

Ciò  è  contenuto  nello  stesso  risultato  dell'  art.  prec,  come  si 
vede  dalia  [3)  che  dà  l'espressione  più  generale  di  no  multiplo 
comune  di  m  ed  «. 

179.  La  ricerca  del  minimo  comune  multiplo  di  più  numeri  si 
riconduce  a  qnella  del  minimo  comune  multiplo  di  due  soli  numeri 
partendo  dall'  osservazione  ctie  :  se  a,  ,  a, , .  ,  . ,  a,t  tono  numeri 
qualunque,  ed  me  il  minimo  multiplo  di  a,  ed  a, ,  il  minimo  comune 
multiplo  di  a, ,  a^ , ... ,  a^  altro  non  è  che  il  minimo  mitltiplo  comune 
dei  numeri  m,  a, ,  a^  ,  .  .  . ,  a„. 

Infatti,  ^e  M  è  nn  multiplo  comune  di  a, ,  Oj ,  u, , ... ,  a),,  iu  quanto 
è  multiplo  comune  di  0^,0^,  esser  dovrà  (art.  178)  un  multipla 
dì  m.  Sarii  dunque  M  un  multiplo  comune  di  m  ^a^ ,  a^ ,  ,  .  . ,  a^. 
Reciprocamente,  ogni  siffatto  multiplo  sarà  anche  multiplo  dì 
di  l'ilici  ■••  i<^ki  poiché  ogni  multiplo  di  m  è  multiplo  comune 
di  a^  ed  Oj. 

Dì  qui  segue  evidentemente  la  verità  di  quanto  si  è  asserito;  ed 
ò  quindi  chiaro  che  il  minimo  multiplo  comune  di  a,  ,  a, , . .  .  ,  a,^ 
si  otterrà  mediante  successive  ricerche  di  minimi  multipli  di  due 
soli  numeri,  con  procedimento  perfettamente  analogo  a  quello  già 
indicato  (art.  I75J  per  la  ricerca  del  massimo  comtin  divisore  di 
più  numeri. 

§  13.0  —  Namerl  primi  —  DecompoBlslone 
di  DD  namero  qqalanqae  io  fattori  primi. 

180.  Un  namero  si  dice  primo  quando  non  ammette  alcnn  divi- 
sore all'infnori  di  sé  stesso  e  dell'unità. 

Come  si  vede  facilmente,  dire  che  un  numero  è  primo,  equivale 
a  dire  che  esso  è  primo  (art.  168)  con  tutti  i  numeri  ad  esso  in- 
feriori. 

181.  Un  numero  primo  è  primo  con  tutti  i  numeri  che  non  »ono 
suoi  multipli. 

Infatti,  se  un  numero  primo  p  ha  con  uu  altro  namero  m  un 
divisore  comune  che  non  sia  l'unità,  questo  divisore  comune  non 
può  essere  che  lo  stesso  numero  p ,  non  avendo  p  altri  divisori 
all'infiori  di  se  stesso  e  dell'unità.  Il  namero  m  è  dunque  un  mul- 
tiplo di  p. 
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162.  Se  un  numero  primo  divide  il  prodotto  di  piii  fattori,  de- 
v'essere divisore  di  qualcuno  di  essi. 

Sia  infatti  il  nuniero  primo  p  divisore  del  prodotto  aXftXcX  ■•■  Xd. 
Se  p  divide  a,  il  teorema  è  veriticato.  In  caso  contrario  sarà  p 
(art.  181)  primo  con  a.  Allora  per6,  essendo  p  divisore  del  prodotto 
di  a  per  bXcX  ...  Xd  e  primo  col  fattore  a,  dovrft  (art.  170)  di- 
videre r  altro  fattore  ,  cioè  bx  cX  .  ■  .  xd.  Ragionando  come  so- 
pra gì  osserverà  ora  clie,  se  p  non  divide  b,  dovrà  dividere  cX-.Xd; 
e  cosi  procedendo  si  concluderà  evidentemente  che,  se  p  non  di- 
vide alcano  dei  fattori  precedenti  all'  ultimo,  dovrà  dividere  l'ul- 
timo; e.  d.  d. 

183-  Ogni  numero  che  non  sia  primo,  è  il  prodotto  di  due  o  piii 
numeri  primi. 

Infatti,  se  nn  numero  m  non  è  primo,  esso  ammetterà  qualche 
divisore  diverso  da  se  stesso  e  dall' auìtà.  Se  a  è  il  più  piccolo 
fra  questi  divÌBori,  esso  è  certamente  primo,  poiché,  se  a  ammet- 
tesse un  divisore  d,  anche  m  ammetterebbe  il  divisore  d  più  pic- 
colo di  a,  contro  il  supposto. 

Possiamo  dunqno  scrivere  : 


e,  per  dimostrare  il  teorema,  basterà  far  vedere  che  m'  è  un  nu- 
mero primo  ovvero  un  prodotto  di  numeri  primi.  In  eletto,  se  m' 
non  è  primo,  ragionando  come  sopra  si  troverà: 


dove  b  è  primo,  cosicché  sarà  : 

e  resterà  a  far  vedere  che  m",  se  non  è  primo,  è  un  prodotto  di 
numeri  primi.  Cosi  procedendo,  poiché  i  numeri  m,  m' ,  m", .  .  . 
divengono  sempre  più  piccoli,  ai  finirà  evidentemente  con  ottenere 
m  sotto  foiTua  di  un  prodotto  di  numeri  primi;  e.  à.  d. 

181.  La  decomposizione  di  un  numero  in  un  prodotto  di  numeri 
primi  non  si  può  fare  (fatta  astrazione  dall'ordine  dei  fattori,  che 
in  un  unico  modo. 
Siano  infatti  ; 

m  =  aX6XcXdX...Xff 
ed 

wi  =  a,  X  6i  X  e,  X  d,  X  .  .  .  X  e, 

due  decomposizioni  dello  stesso  numero  m  in  fattori  primi.  Poiché 
a,  divide  m,  dovrà  dividere  il  prodotto  aXbXcX  ...xg  e  quindi 
(art.  182),  poichà  a^  è  primo,  almeno  uno  dei  fattori  a,b,c,...,g\ 
per  esempio  a.  Ma  n  è  pure  primo  e  come  tale  non  ammette  divi- 
sori diversi  da  se  stesso  o  da  1.  Sarà  dunque  a,  =  a ,  onde  dall'  n- 
ffuaglianza: 

aXbxcXdX.  .  .Xg  =  a,XbiX€iXd^X.  ..Xe, 
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sì  potri^  dedurre  dividendo  per  a  : 

&  X  e  X  d  X  .  . .  X  Sf  =  &,  X  e,  X  d,  X    . .  X  «j. 

ÌHa  ài  qui  si  dedurrà  allo  stesso  modo  l'eguaglianza  di  mi  fattore 
del  primo  membro  con  uno  del  secondo,  cioè  p.  es.:  b  =  b,\  onde 
resterà  : 

e  X  rf  X  ■  -  ■  ff  =  e,  X  d,  X  .  .  .  X  e,. 

Cosi  procedendo  si  otienà  p.  ee.  anccesBivamente  e  =  e, ,  d  =  d, , ...  ; 
come  d.  d. 

185.  La  successione  dei  numeri  primi  è  illimitata. 

Suppoaiauio  infatli,  se  è  possibile,  che  i  numeri  primi  fossero 
soltanto  k.  Indicando  questi  k  nnmeri  primi  con  Pi ,  ps  ,  ■  ■ . ,  Pn  , 
esisterebbe  il  numero  : 

1  +  Pip, .../.,  (l  ) 

il  quale,  dovendo  ammettere  (art.  183)  un  divisore  primo,  esser 
dovrebbe  dtTisibìlo  per  ano  almeno  dei  numeri  p,  ,  P3 ,  ■  •  ■ ,  Pk  > 
per  esempio  per  pi.  Ora  ciò  è  assurdo,  perchè  la  somma  (1)  di- 
visa per  p,  dà  evidentemente  per  resto  l'nnità. 

Vota  ad  EsarcUi. 

1.  Dimostrare  che  un  numero  primo  è  della  forma  6A  -t-  1,  ovvero  delta 
forma  dh—l. 
'i.   Dedurne  che  il  quadrato  di  oji^nì  numero  primo  è  della  forma  6ft  -(-  1. 
Z.  Se  ^  è  un  tnanero  primo  e  k  non  k  un  multiplo  di  p,  t  numtri; 

k  ,  2k  ,  8k  ,  .  .  .  ,  (p-l)k  («1 

diviti  per  p  danno   retti  lutti   differenti. 

Si  osseTTÌ  che  so  due  di  essi  ìk  ed  jk,  (j  >  i),  dessero  lo  steaso  resto,  la 
loro  differenza  (j—i)k  esser  dovrebbe  divisibile  per  p;  e  che  p  non  può 
dividere  j—i  ohe  b  più  piccolo  di  esso. 

4.  Poiché  i  numeri  fa)  divisi  per  p  danno  per  resti,  fritta  astrazione  <ial- 
l'ordine,  i  oameri  : 

1  ,2  ,3  ,.  .  .  ,p-l,  (P) 

il  prodotto  dei  numeri  (a)  diviso  per  p  darà  per  resto  (art.  124)  lo  steaso 
resto  che  darebbe  il  prodotto  dei  numeri  |^).  La  differenza  di  questi  due 
prodotti,  cioè; 

1.2.8.  ..(p-l)(tP-i_i] 

divisa  per  p  darà  dunque  per  resto  tero.  Di  qai  segue  che  ;i  è  un  divi- 
■ore  di   f'-l,  cioè  il: 

Teosem A  DI  FtxuA-r  —  iSe  k  non  è  un  mutliplo  del  numero  primo  p,  la  dif- 
J'trenxa   k*""'— I   i  divi*ibile  per  p, 

5.  RioonoBcere  che  so  due  numeri  non  sono  primi  fra  loro,  essi  hanno 
almeno   un  divisole  primo  in  comune. 

ti.  Se  0  a  6  sono  primi  fra  loro,  anche  a-i-b  è  primo  con  aÒ  e  cosi  pure 
anche  la   loro  differenza  è  prima  col  loro  prodotto. 

Si  dimostri  ciò  per  assurdo  ,  supponendo  che  a  +  b  ed  ab  abbiano  un 
divisore   primo  in  comnno. 

7.  Tbobeha  pi  Wii.sok— Sb  p  è  un  «iimeto  primo,  il  numero  : 


1.3.8  .  .  .  (p- 
rreteiulo  di  un'unitd  i  divitibilt  per  p. 
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11  teorema  reciproco  é  teiiE'altro  evidente;  poiché  ae  aia  p  =  a.b,  fra  i 
fattori  del  prodotto  1.2,B  ,  .  .  (p  —  1  )  ae  na  troverà  uno  diviaìbile  por  a,  per 
eeempio  lo  stesso  a  ed  un  altro  divisììiile  per  fi. 

8.  Ói  può  dunque  affermare  che  affinehi  un  numero  p  «l'a  primo,  i  neeei- 
tarlo  I  lufficitntt  the  il  prodotto  1,2.8  .  .  .  (o  —  i)  aeereieiuto  di  un' uniV d  iia 
divitibiU  ptr  p. 

§  14.0  —  Bloerea  metodica  del  namerl  primi. 

186.  La  determinazione  di  tutti  i  numeri  primi  inreriori  ad  an 
numero  dato  M  si  può  cffettuat'o  mediante  un  procedimento  aBsai 
Bfmpliee  conosciuto  fino  dall'antichità  sotto  il  nome  di  crivello 
di  Eratoaiene. 

Si  scriva  la  Berlo  uaitirale  dei  numeri  da  1  fino  ad  M  trala- 
sciando ì  numeri  pari  ad  eccezione  del  'i  cho  è  il  solo  nomerò  pari 
primo.  Nella  saccessionc  cosi  ottenuta  : 

1,  2,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19,  21, .  .  .  {«) 

si  cancellino  !  numeri  di  tre  In  tre  ad  eccezione  del  3  cbe  k  un 
numero  primo.  Segnando  con  una  lineetta  i  uumeri  da  cancellarsi, 
si  ottiene  cosi  la  successione  : 


1,  2,  3,  5,  7,   9,  11,  13,  15,  17,  19,  2i 

nella  quale  il  primo  numero  non  cancellato  è  il  5  die  è  numero 
primo.  Si  cancelleranno  ora  in  questa  stessa  successione  anche  i  nu- 
meri di  5  in  5  che  non  siano  già  stati  precedentemente  cancellati, 
ad  eccezione  del  5,  Dopo  ciò,  essendo  7  il  primo  dei  numeri  non  an- 
cora cancellati,  si  cancelleranno  anche  tutti  i  numeri  di  7  in  7  ad 
eccezione  del  7  e  cosi  di  segnilo  finché  non  si  avrà  più  a  cancel- 
lare alcun  numero  inferiore  ad  M.  I  numeri  non  cancellati  saranno 
precisamente  i  numeri  primi  non  superiori  ad  M. 

187.  Non  è  diftìcile  rendersi  ragione  di  cosiffatto  procedimenio. 
È  chiaro,  infatti,  primieramente,  che  i  numeri  cancellati  non  sono 
numeri  primi,  poiché  se  A  è  uno  qualunque  dei  numeri  dispari  (a), 
ì  numeri  dìspari  che  vanno  di  h  in  h  sono  evidentemente  multipli 
di  Ti  e  quindi  non  primi.  Resta  quindi  soltanto  a  dimostrare  che  se 
dopo  uno  dei  successivi  periodi  di  cancellazioni,  il  primo  dei  nu- 
meri non  ancora  cancellati  è  k,  esso  è  necessariamente  un  numero 
primo.  Invero,  se  k  non  fosse  primo,  dovrebbe  k  essere  multiplo 
di  un  numero  primo  h  inferiore  ak\  e  il  numero  h  dovrebbe  far 
parte  dei  numeri  che  non  sono  stati  cancellati ,  giacché  nessuno 
dei  numeri  cancellati  è  primo,  come  già  si  è  notato.  Ma  i  multi- 
pli dei  numeri  non  cancellati  precedenti  a  k  sono  già  stali  tutti 
cancellati.  Il  numero  A:  sarebbe  dunque  anch'  esso  già  stato  can- 
cellato, contrariamente  al  supposto.  Resta  cosi  dimostralo  chete 
numero  primo. 

188.  E  importante  dì  osservare  che  se  dopo  un  certo  perìodo  di 
cancellazioni  (per  esempio  dopo  aver  cancellato  tutti  j  numeri  dì 
h  in  h  ad  eccezione  di  A),  il  primo  numero  non  cancellato  sia  k. 
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non  solamente  è  primo  il  numero  k,  come  sì  è  testé  dimostrato,  ma 
tono  primi  altresì  tutti  i  numeri  non  cancelìafi  compresi  fra  k  e  k*. 
Ammettiamo  infatti,  se  è  posBÌbile,  ctie  un  certo  immero  N,  non 
cancellato  e  compreso  fra  k  e  k\  non  fosse  primo.  Esso  sarebbe 
allora  il  prodotto  di  dae  o  più  fattori  primi  (art.  lij<ìj  dei  quali 
almeno  ano,  p,  eeser  dovrebbe  inferiore  a  k;  poiché  se  tutti  fos- 
sero e^aii  o  maggiori  di  k,  il  loro  prodotto  N  sarebbe  evidente- 
mente ugnale  o  superiore  a  k"  contro  il  supposto.  Ma,  il  numero 
p  essendo  primo  e  inferiore  a  k,  tutti  i  suoi  multipli,  sono  già  stati 
precedentemente  cancellati.  Il  nnmero  N  sarebbe  duoqna  gi&  stato 
cancellato  contro  il  supposto. 

189.  Quanto  si  è  dimostrato  testé  ha  per  conseguenza  importante 
che  la  cancellazione  dei  numeri  non  primi  che  non  superano  un 
dato  ntimero  M,  avrà  termine  appenachè  ei  giunga  ad  un  numero 
primo  k  il  cni  quadrato  sia  superiore  ad  M. 

Vote  ed  EkctcIbI. 

1.  Bicono*cere  ohe  quando,  col  procedimento  indicato  per  la  rioerea 
dei  numeri  primi  inferiori  ad  H  ,  ei  cancellano  tutti  i  numeri  di  A:  in  it 
ad  ecceiione  dello  stesso  k,  il  primo  numero  che  si  dovrà  effettivamente 
cancellare  è  precisamente  k', 

2.  Per  riconoscere  ae  un  numero  dato  N  b  primo,  basta,  conoscendosi  i 
nomaTÌ  primi  il  cui  quadrato  è  inferiore  ad  N,  di  verificare  se  la  divisione 
di  N  per  ano  almeno  di  quanti  ultimi  dia  per  resto  lero.  Ss  nessuna  di- 
visione dia  por  reato  zero,  il  numero  N  sarà  un  numero  primo. 

3.  Dall'esame  delle  tavole  di  numeri  fino  ad  o^kì  costruita  risulta  che 
vi  sono  26  numeri  primi  inferiori  a  I00;1<>9  inferiori  a  1000;  12U0  infe- 
riori a  10000  ;  tf592  inferiori  a  100000   e   78493   inferiori  ad  lOOOOOO. 

§  15.0  —  Hasslmo  coman  divisore  e  minimo  mattlpto 
di  uamerl  decomposti  In  fìirttorl  primi. 

190.  Il  massimo  comun  divisore  (cfr.  §  11.")  di  piii  numeri  de- 
composti nei  loro  fattori  primi  è  il  prodotto  dei  fattori  primi  co- 
muni a  tutti  i  numeri,  presi  ciascuno  col  minimo  esponente.  S'in- 
tende cioè  che,  nella  composizione  del  massimo  comun  divisore, 
ogni  nnmero  primo  dev'essere  preso,  come  fattore,  elevato  ad  una 
potenza  egnale  a  quella  in  cai  esso  si  presenta,  nei  numeri  de- 
composti, col  minimo  esponente. 

Sia  infatti  p  un  fattore  primo  del  numero  D  massimo  comuu 
divisore  dei  numeri  dati  A ,  B  ,  C ,  .  . . ,  e  sia  p"  la  massima  po- 
tenza di  p  che  divide  D.  Poiché  p"  divìde  D,  ciascuno  dei  numeri 
A,  B,  C, . .  .  sarft  divisibile  per  p".  Inoltre  p"  sarà,  almeno  per 
UDO  dei  numeri  A, £,  C,  .  .  .,  la  massima  potenza  di  p  che  Io  di- 
vide. Invero,  ove  cosi  non  fosse,  ciascuno  dei  numeri  A,  B,  C, . . . 
sarebbe  divisibile  per  p""*"';  e  per  conseguenza  anche  il  loro  mas- 
simo comun  divisore  D  esser  dovrebbe  (art.  167)  divisibile  per  p'^'*'', 
contro  il  supposto. 

191.  CoBOLLARio.  —  AJpnchi  un  numero  A  sia  divisibile  per  mm 
altro  numtro  B,  è  necessario  e  sufficiente  che  i  fattori  primi  di  B 

CAriLLT.  —  Itiilviioni  di  analiti  algebrica,  &.■  edii.  10 
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«fftuo  anche  fattori  primi  di  A  e  che  t'  «sponente  di  ogni  fattort 
prim«  in  B  (te  Kgtiale  o  mtsore  aU'etponente  d*  ftieM»  sUko  fat- 
tore primo  (¥i  A. 

Infatti,  se  B  è  divisore  d(  A,  il  massimo  comua  dlviflore  di  A  e 
di  B  è  lo  atesso  B,  e  reciprocMnente. 

192.  Di  qui  segpae  che  se 

A  =  p'^r^  .  . .  s* 

è  il  Damerò  A  decomposto  nei  saol  fattori  primi  distinti  p,q,r,...,t, 
ogni  divisore  di  A  é  della  forma: 

p'q^rt  ...  «3 
essendo  ; 

ago,  p<6,  "(^c,  . .  . ,  ò^d 
e  recìprocamente. 

È  dunque  assai  facile  trovare  tutti  I  divisori  di  un  numero  dato 
A,  dopoctiè  si  sia  fatta  la  decomposizione  di  A  nel  suoi  fattori 
primL 

193.  Il  mimmo  comune  multiplo  di  piii  tiumeri  è  itprodoUo  di 
tutti  i  fattori  primi  nei  quali  essi  si  decompongono,  presi  ciascuno 
col  HuiMmo  esponente. 

Siano  infatti  p,  g,  r,. .  .  l  fattori  primi  distinti  clie  nascono  dal 
decomporre  i  numeri  A,  B,  C, .  .  .  dei  quali  si  voglia  determinare 
il  minimo  comune  multiplo  M.  Se  p*  è  la  massima  potenza  di  p 
che  divìde  almeno  uno  dei  numeri  A,  B,  C, .  .  .  ,  p.  es.  A,  6  chiaro 
che  M,  essendo  divisibile  per  A,  sari  divisibile  per  ^°  Similmente 
si  vede  che  M  sarà  divisibile  per  q^ ,  r^ ,  .  . .  essendo  q^  ,r'' ,  •  •■ 
le  massime  potenze  di  ^,  r,  . . .  che  dividono  almeno  uno  dei  nu- 
meri A,  B,  C, ...  Il  numero  M  essendo  divisibile  per  i  numeri 
p"  j  2  )  ''^  t .  .  - ,  due  qualunque  dei  quali  sono  primi  fra  loro,  sarà 
(cfr.  an.  173)  anche  divisibile  per  il  loro  prodotto  p'^q^r^  .  .  .  Reci- 
procamente ogni  multiplo  di  ^"^M  ...  è  evidentemente  un  mul- 
tiplo comune  di  A,  B,  C,  . .  .  Sarà  dunque  appunto  p'^q^r'^  ...  il 
loro  minimo  multiplo,  e  d.  d. 

§  16.0  —  Badloe  del  maasliiio  qaMlrato 
«OD tonato  Ib  na  nanaero  dato, 

194.  Se  A  è  la  potenza  jj""*"  di  un  numero  a,  si  dica  che  a 
è  la  radice  n"'""  di  A  e  si  scrive  : 

a=jA 
come  equivalente  dell'uguaglianza:  a"=A.  Il  simbolo  ^  si  chiama 

simbolo  radicale  e  il  simbolo  \/   si  legge   radice  n"**". 

In  particolare,  se  A  è  il  quadrato  di  a,  si  dice  che  a  è  radice 
quadrata  di  A  e  si  scrive  : 
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0  più  eemplicemente  : 

19&.  Se  A  è  OQ  QiiDiero  qualauqae,  uou  esiate  ìd  generale  UQ  Uii- 
meFQ  Qatarale  il  cai  quadrato  sia  A.  Esiste  perù  sempre  un  numero 
naturale  a,  perfettamente  detcrminato,  il  cui  quadrato  sia  il  mas- 
simo quadralo  contenuto  io  A  ;  cosicché  : 

a*§A  <  (a+  l)». 

In  questo  §  noi  ci  occuperemo  appunto  della  ricerca  del  un- 
mero  a  cosi  definito,  che  si  chiama  spesso  la  radice  quadrata,  a 
meno  dì  un'unità,  del  numero  A. 

196.  Se  n  è  la  radice  quadrala,  a  meno  di  un'unità,  del  numero 
A,  la  radice  quadrata,  a  meno  di  un'  unità,  del  numero  che  nasce 
dall'  aggiungere  alla  deetra  delle  cifre  di  A  due  nuove  cifre  b  C, 
SI  otterrà  aggiungendo  un'unica  cifra  ^  alla  dettra  delle  cifre  di  a. 

In  altri  termini:  se  n  è  la  base  del  sistema  di  numeraaione  (oo- 
sicchè  6  e  e  sono  inferiori  ad  n),  )a  radice  del  massimo  quadrato 
contenuto  in  An*  +  &n  +  e  è  delta  forma  an  +  ^,  essendo  ^  <  n. 
Invero,  pofcbè  .- 

bn  +  c  =  lc<  100  =  71», 
si  ha: 

An'  S  An*  +  {bn  +  c)<  A»*  +  n* 
o  anche: 

Xn*  SA»»  +  6»  +  6  <  (A  +  l)n*.  (1) 

Ma,  per  l' ipotesi  fatta  : 

a>ZA<(a  +  Ì)*, 
onde  : 

a»^A     ,     A  +  l<{a+ 1)*. 
Segue  quindi  dalla  (1)  a  maggior  ragione  : 

«•»'<  An»  +  i»  +  e  <  (a  +  !)•»' 
ossia  anche  : 

(an)*^  Am*  +  bn  i-  c  <  (an  +  n)». 

I^a  radice  del  massimo  quadrato  contenuto  in  An*  +  Im+  e  sarft 
dunque  ugnale  o  maggiore  di  an  e  minore  di  an  +  n,  cioè  sarà 
appunto  della  forma  a»  -t-  ^  (per   ^  <n),   come  si  h  asserito. 

197.  La  differenza  A  —  a*,  che  indicheremo  con  E,  fVa  il  numero 
A  e  il  massimo  quadrato  in  esso  contenuto  si  chiama  il  reato 
del  maaeimo  quadrato  contenuto  in  A. 

Olò  posto,  poiché  1*  cifì*»  ^  da  aggitmgersi  alla  destra  delle  ci- 
fre di  a  per  avere ,  secondo  I'  art.  preo. ,  la  radice  del  maasimo 
quadrato  contenuto  In  AFc  >  è  il  massimo  numero,  minore  di  n,  che 
soddisfa  la  diseguaglianza  : 

(««  +  fi)^  Aft  « 
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a*n'  +  2a^a  +  g*  s  An*  -i-  6n  +  e, 

possiamo  anche  dire  (come  si  vede  togliendo  dai  due  membri  a*n') 
ohe  la  cifra  ^  èia  maasima  cifra  soddisfacente  la  diseguagliama  : 

('Jan  +  f)?  §  Ru*  +  bn  +  e.  (2) 

198.  Poiché  dall' aguaglianza  (2)  segue  a  maggior  ragione,  es- 
sendo e  <  n  : 

2a?n  <  En*  +  6»  +  » 
cioè  : 

2«?  <  R»  +  &  f  1 , 

essa  non  potrà  essere  soddisfatta  se  non  quando  sin  : 

2ag5Rn  +  6; 

cosicché  la  cifra  ^  non  può  in  alcun  caso  superare  il  quoziente 
della  divisione  di  Rn  +  b  per  '2i. 

Per  conseguenza,  detto  q  qaesto  quoziente,  )a  cifra  ^  è  il  primo 
dei  numeri  q,  g  —  1,  q  —  2,...  che  soatitaito  in  (2)  la  rende  soddi- 
sfatta. È  chiaro  che  mediante  quesc'  osservazione  si  possono  di- 
minuire i  tentativi  da  farsi  per  la  determinazione  pratica  della 
cifra  p. 

199.  EsEUPio.  —  Sapendo  che  (nel  sistema  a  base  n  uguale  a 
dieci)  il  massimo  quadrato  contenuto  in  1878  ha  pei'  radice  43  e 
per  resto  29 ,  ricerchiamo  la  radice  del  massimo  quadrato  conte- 
nuto in  187832. 

In  questo  caso  si  ha  : 

A  =  1878  ,  6  =  3  ,  e  =  2  ,  «  =  43  ,  R  =  29. 

Per  determinare  la  cifra  ^  che  dovrà  scrìversi  alla  destra  di  43 
per  avere  la  radice  del  massimo  quadrato  contenuto  in  187832,  co- 
mincieremo  dall'osservare  che  essa  non  può  superare  li  quoziente 
della  divisione  di  Rn-i-6  per  Za,  cioè  di  29:ì  per  43x2-86.  che  è  3. 

Per  riconoscere  poi  se  la  cifra  3  è  proprio  quella  cercala,  dob- 
biamo provarla,  cioè  verificare  (art.  197)  se  per  P  =  3  sia  soddi- 
sfatta la  Vi),  osservando  a  tale  oggetto  che  2a.n  +  p  è  il  numero 
che  si  ottiene  scrivendo  la  cifrn  ^  alla  destra  del  numero  23  già 
calcolato  e  che  Rn*  +  bn  +  e  è  il  numero  che  nasco  dallo  scrivere 
la  cifra  e  a  destra  del  numero  Rn  -i-  &  i  cosicché  si  tratta,  nel  no- 
stro caso,  di  veriHcare  se  aia: 

863X3^2932. 

Poiché  è  appunto  cosi,  è  3  la  cifra  delle  unità  ;  cioè  la  radice 
del  massimo  quadrato  contenuto  In  187832  è  433.  In  caso  con- 
trarlo, ai  sarebbe  dovuto  provare  per  p  la  cifra  immediatamente 
inferiore  a  3  ;  e  cosi  via. 

200.  Applicando  piti  volte  di  segnilo  la  regola  testé  spiegata,  si 
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potr&  evidentemente  calonlare  la  radice  quadrata,  a  meno  di  nn'a- 
nità,  di  an  nomerò  qoalBiTOgtla  N.  Invero  basterà  a  tale  oggetto 
decomporre  le  cifre  di  N  in  grappi  di  due  cìtVe  a  cominciare  da 
destra;  e  dopo  aver  trovato,  a  prima  vista,  la  radice  del  numero 
rappresentato  dal  primo  gruppo  di  sinistra  (che  è  di  una  sola  cifra 
o  dì  dae  cifre  al  più)  determinare  poi,  colla  regola  spiegata,  quella 
del  numero  che  si  ottiene  aggiungendo  al  primo  gruppo  di  sini- 
stra le  oitre  del  secondo  gruppo  di  sinistra,  dipoi  colla  stessa 
regota  quella  del  numero  rappresentato  dal  primi  tre  gruppi  di 
sinistra,  e  cosi  di  seguito. 

Da  questo  procedimento  emerge  chiaramente  ohe  il  numero  delle 
cifre  della  radice  coincide  col  numero  dei  gruppi  In  cui  sono 
state  distinte  le  cifre  di  N.  In  altri  termini  :  ne  un  numero  ai 
compone  di  2m  o  di  2m-l  cifre,  la  sua  radice  quadrata  a  vteno 
di  un'  unità   ha  precisamente  m  cifre, 

201.  È  utile  di  dimostrare  questo  teorema  più  direttamente,  ge- 
neralizzandolo al  tempo  stesso  come  segue:  se  l'espressione  di  u» 
numero  A  si  compone  di  km-fc'  cifre  {essendo  k'  <  k),  la  sua  ra- 
dice k"'™,  a  meno  di  unità,  si  compone  precisamente  di  m  cifre. 

Sfa,  Infatti,  a  la  radice  fc"'™,  a  meno  di  un'unità,  del  numero 
A,  cosicché: 

a*§A     ,     A<{a-H)*.  (3) 

Poiché  l'espressione  di  A,  secondo  la  base  n,  si  compone  dì  km—k' 
cifì-e,  si  ha  (art.  137J  : 


e  quindi  per  la  seconda  delle  (3)  : 

n"**-*'-'  <(i  +  I)* , 
d'onde  segue   anche,  poiché  A:' -(- l^jt: 
„m*-»  <  fa  ^.  ij*^ 
e  qnindì  anche  : 

to'*"*  <  a  -h  1, 
o,  che  è  la  stessa  cosa  : 

n""'  §  a.  (4) 

D'altra  parte  si  ha  anche  (art.  137),  essendo  km  -  k'  il  numero 
(Ielle  cifre  dì  A  : 

A  <  n"*-»' 
d'onde  per  la  prima  delle  (3)  : 

a*  <  «"*-*■ 
e  a  maggior  ragione  : 

a*  <  n"*, 
cosicché  : 

a  <  »".  (5) 
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Cq^  ietta  dimostrato  qnanto  si  volevS)  poiché  le  (4)  9  (5)  ci 
diectqo  appaoto  (art.  137)  cbe  l'eepreaeioDe  di  a  si  compone  di  nv 
cìflre. 

Vot«  fftt  E*«roin. 

1.  Se  a  6  1b  radice  del  masBimo  quadrato  oootenato  in  A  ,  il  namero 
della  cifre  di  a*  coincide,  quando  esso  b  pari,  col  Daniaro  delle  cifre  di  A; 
se  invece  è  ditpari,  pB6  euerftli  infbrìoie  di  Bua  aaità. 

8.  Afflaohè  il  numera  delle  oifre  di  a*  lifc  infm.ore  di  un'aniti  al  aa- 
nero  delle  cifte  di  (a  -t- 1>*,  à  uecaaaario  e  euttoiente  ohe  a*  >i*  il  maael- 
tno  quadrato  inferiore  ad  una  potenia  della  base  del  eiatema  di  nnment- 
■ione. 

EuKPio.  —  61  6  il  maasimo  quadrato  infarìore  a  100,  che  è  il  quadrato 
BUCceesÌTo  ad  81  ed  ha  una  cifra  di  più;  961  (=  81*>  è  il  maaaiino  qua- 
drato ODtiteniito  in  1000,  e  il  quadrato  eacceasivo  a  961,  oioà  1024  (=  82*}, 
ha  una  eifk-a  3i  pi4- 

8.  Si  cerchino  dei  teoremi  analoghi  per  le  radici  k""^  a  meno  di  nn'n* 
nità,  easendo  k  qualunque. 

§  n.'>  —  Bla^oatooe  dell'e«aaalona  pltefforlea  : 

X*  +  y*  =  z*. 

80t2.  ETidentemcmtQ ,  poniamo  ritenere  che  due  qaainaqae  dei 
tre  numeri  cercati  x ,  y  ,  e  soddisfacenti   l' equazione  : 

a:»  +  y»  =  z»  (1) 

siano  primi  ft-a  loro  ;  poiebè  ae,  per  esempio,  a;  ed  ^  avessero  an 
divisore  primo  comune  d,  questo  dovrebbe  dMdere  anche  z,  co- 
sicché l'equazione  (1)  potrebbe  semplificarsi,  pur  mantenendo  la 
stessa  forma,  dividendone  ì  tre  termini  per  d*. 

In  virtii  di  questo  supposto,  se  l'eqoa&tVM  (1)  si  sorirs  bdUo 
la  forma  equivalente: 

s'  =  (.  +  «;X'-«),  (1)' 

si  vede  che  i  due  fattori  z  +  x  e  2  —  x  non  debbono  avere  alcun 
divisore  dispari  in  comune.  Invero ,  ae  fosse  d  an  divisore  di- 
spari di  z  +  x  a  A\  z  —  x,  dovrebbe  esso  dividere  anche  la  loro  som- 
ma 2z  e  la  loro  difTerenza  2x  e  quindi  ancbe ,  essendo  esso  di- 
sparì, 2  ed  X ,  contrariamente  a  qnanto  si  richiede ,  cioè  che  e 
ed  X  siano  primi   fra   loro. 

.  303.  Ciò  premesso,  sia  p  un  divisore  primo  dispari  di  z  +  a;  e 
p^  la  massima  potenza  di  p  che  divide  z  -t-  x.  Sara  ancora  p^  la 
massima  potenza  ài  p  che  divide  ìz+x){b-x),  giacché  z  —  x  non  è, 
per  qnauto  si  è  or  ora  notato ,  divisibile  per  p.  È  dunque  jj*  la 
massima  potenza  di  p  che  divide  y*  ;  cosicché  X  è  necessariamente 
pari.  Di  qui  segua  evidentemente  che  z  +  x  è  della  forma  : 

z+.x  =  2'"-u*;  (2) 

e  affatto  similmente  si  proverà  essere  : 

z-x  =  2"-o*  (3) 

essendo  u  e  v  numeri  dispari  primi  tra,  loro. 
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204.  Dalle  <3)  e  (3)  sommate,  ovvero  sottratte,  membro  a  mem- 
bro si  deduce  orA  : 

2"«»  —  2'*v'  2"tt»  +  2"»* 


e  dalle  stesse  (2)  e  (3)  paragonate  eoa  (1)'  : 

y  =  2*  uv. 

Beciprocamente ,  prendendo  a  piacere  i  namerì  u,  v,  m,  n,  que- 
ste espressioni  d!  x,  y,  z,  se  hanno  significato  di  nameri  natnrali 
(il  cbe  accadrà,  tòmo  è  facile  rlcbtioscet-e,  qnatido  ni-fn  ftla  pari 
e  qnando  inoltre  m ,  n  siano  entrambi  ugnali  a  zero  ovvero  en- 
trambi diversi  da  zero)  soddisfano,  come  subito  si  riconosce,  l'e- 
quazione (I). 

205,  Per  m  =  »  =  0,  si  hanno  dunque  primieramente  le  formole 
di  risolUKione: 

x=^-  ,y=uv   ,   z=—--  (I) 

lo  quali,  comunque  si  scelgano  «,  v,  purché  dispari  6  primi  ftra  loro, 
daranno  sempre  per  x,  y,  z  dei  numeri  primi  fra  loro  due  a  due. 
Per  m=l-(-[i  edAsl-fv^sl  avrebbero  le  formole  di  risolu- 
zione : 

fehi. 
a!  =  2l'u*-2V  ,  y  =  2-2  *  uv  ,  «  =  SM  +  2V 

nelle  quali,  però,  almeno  uno  dei  due  numeri  v.,  v  dovrà  prendersi 
eguale  a  zero  (e  quindi  l'altro  della  forma  2fc),  senza  dì  che  a;,  y,  z 
avrebbero  il  divisore  comune  2.  Alle  risoluzioni  del  tipo  (I)  sono 
dunque   soltanto   da  aggiungersi  quelle  del  tipo  : 

X  =  4*tt'  —  v*,j/  =  2*+'«i;  ,  z  =  4*w*  +  f '  (II) 

e  quelle  del  tipo  ; 

x  =  u^-i''v*  ,  y  =  2*+'wt>  ,  z  =  u*  +  4*«».  (UI) 

206.  Le  soluzioni  dei  tipi  (II)  e  (III)  sono  caratterizzate  dall'es- 
sere  in  esse  il  Numero  y  necessariamente  pari ,  nel  mentre  che 
nelle  (I)  è  invece  y  necessariamente  dìspui.  Intanto,  se  la  (1)  è 
verificata  da  certi  numeri  x  ,y ,  z  essa  lo  b  evidentemente  anche 
se  si  scambino  ttSi  loro  x  ed  y.  Polche  ora  facendo  questo  ecam- 
bio nelle  (II)  o  nelle  (III)  le  y  diverrebbero  dispari,  è  chiaro  che 
le  (II)  e  (III)  devono  ricadere  mediante  questo  scambio  nelle  (I). 

Concludiamo  dunque  che  tutti  i  sistemi  di  numeri  x,  y,  z,  primi 
fta  loro,  che  soddisfano  l'equazione  (1)  sono  dati  dai  seguenti  due 
tipi: 

x=  — ,y  =  uv,z  =  — —-  (!) 
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essendo  v,  t>  numeri  dispari  primi  fr»  loro  che  possono  scegliersi 
ad  arbitrio. 

Vota  sd  BnToiai- 

1.  BieonoBCarB  dirett»ii«&ta  che  i  nnmeri  della  forma  : 

(che  i  quanto  din  i  nnmAri  pari}  iodo  anoho  della  forma  : 


»  reoiprooamente  (oon  a  «  «  •'  intendono  ancora  nomeri  diapari  primi  tt^ 

2.  Biconoioere  cbe  se  il  quadrato  di  nn  numero  6  la  somma  di  dae  qua- 
drati primi  fra  loro,  il  doppio  del  numero  è  pure  la  somma  di  dna  qnadiati 
primi  trm  loro,  e  reciprocamente. 

S.  Si  applicai  ei<i  a  decomporre  il  quadrato  di  41  nella  somma  di  dae  qna- 

i.  Con  prooedimento  analogo  a  quello  degli  articoli  202  e  808  si  risol- 
vere più  Keneralmenta  l'equasione; 

»t  -I-  Bji»  =  I» ,  (a) 

essendo  B  nn  numero  fissato  a  piacere.  Bi  potrà  sempre  ritenere  che  B 
non  ammetta  come  divisore  alcun  quadrato  esatto;  {Mtlohè,  sefoBseB=ft*e, 
ponendo  by  =  y',  l'eqoasions  (a)  si  ridurrebbe  ad 

x"  -f-  cy''  =  .'. 

Inoltre  si  potrà  poi  richiedere,  in  secondo  Inogo,  che  x,  y,  t  debbano  es- 
sere primi  fra  loro  due  a  dne  ;  poiché  se,  p.  es,,  x  e  ■  avessero  un  divi- 
sore primo  d  in  comune,  dovrebbe  By'  essere  divisibile  per  d*  ,  e  quindi 
anche  y  divisibile  per  d;  giacché  altrimenti  dovrebbe  B  essere  divisibile 
per  d'  oontro  il  supposto. 
Ciò  premesso,  scritta  la  (a)  sotto  la  forma: 

Cs  +  «)  (s  -  ìb)  =  %•  , 

essa  si  potrà  risolvere  ponendo: 

a  +  «  =  [AB»  ,    t  —  X  =  W*,    y  =  «ti,    B  =  )JLV, 

d'onde 

u,u*  —  ve*  un'  +  *o* 

»=t-2-.  »="'.  "hi—  » 

Beciprocamente,  le  (^)  soddisferanco  ad  (a)  comunque  si  spelai  B  nel  pro- 
dotto di  due  fattori  |t,  V. 
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CAPITOLO  III. 

ELEMEKTl   DI   ANALISI    COMBINATORIA 


g  1.0  — Disposizioni,  permutazioni,  Invergloni 
nelle  permntaslonl. 

207.  Il  numero  di  modi  differenti  secondo  cui,  sopra  k  posti  di- 
sfi, si  possono  distribuire  altrettanti  oggetti  da  scegliersi  a.  piacere 
Ini  n  ofrgoiti  distinti  dati,  si  dice  numero  delle  disposizioni  degli  n 
oggeiii,  k  a  k.  Naturalmente  il  numero  k  dei  posti  deve  aupporsi 
non  maggiore  del  nomerò  n  (lugli  oggetti.  Noi  indicheremo  questo 
numero  con  D„ ,  j- 

Se  rt, ,  Oj ,  .  . . ,  (i„  sono  gli  oggetti  dati,  una  disposiziono  qua- 
luuque  fc  a  fc  si  può  rappresentare  coli'  allineamento 


dove  i| ,  ij ,  .  . .  ,  ti  sono  k  numeri  distinti  scelti  fra  1 ,  2 , . . . ,  n 
e  dove  l'ordine  dell'  allineamento  esprime  che  al  primo  dei  posti 
si  fe  situato  l'oggetto  a-^  ,  al  secondo  l'oggetto  a^  ,  ecc. 

SOS.  Fra  le  D„,(,  disposizioni  cosi  costruite  ve  ne  sono  D„_i ,  j,.., 
nello  quali  il  primo  posto  si  trova  occupato  da  aj  ;  poiché,  una 
volta  situato  n,  al  primo  posto,  si  potranno  poi  disporro  a  piacere, 
sul  i  — 1  posti  che  restano,  gli  aliri  «  —  1  oggetti,  cioè  appunto 
in  D„_,  ,  »_,  modi  distinti. 

Similmente  si  vede  che  fra  le  I>„ ,  j  disposizioni  ve  ne  saranno 
D„_, ,  ^_^  ohe  al  primo  posto  hanno  l'oggetto  etj,  e  cosi  di  seguito. 
Poiché  dunque  le  D„,j  disposizioni  sono  costituite  da  D„_,  ,^_| 
ttjsposizionì  che  cominciano  con  a^ ,  da  D„_,  ,  j,_,  che  cominciano 
con  Og,  ecc.  e  gli  oggetti  che  possono  portarsi  al  primo  posto 
sono  n,  si  avrà  evidentemente 

D„,fc  =  n-D„_,  ,*_,.  {1) 

Da  questa  relazione  generale ,  diminuendo  in  essa  successiva- 
mente »  e  fc  di  un'  unità,  se  no  deducono  le  altre  seguenti 

Cafki.1.1.  —  Iilitutiani  di  anatiii  algebrica,  8.*  edix.  11 
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dalle  quali  moltiptlcate  fra  loro  membro  a  membro  si  trae,  osser- 
vando che  si  ha  evidentemente  D„_j+, , ,  =  n—k  +  1: 

Dn  .  »  =  "(«  -  1)  «  -  2)  (n  -  3)  . . .  (n  -fc  1-  2)  (n  -  ft  -1-  1).       (2) 

Il  numero  D„,j  è  dunque  uguale  al  prodotto  di  k  immeri    in- 
teri comecutivi  decrescenti  a  cominciare  da  a. 


209,  Se  supponiamo  in  particolare  di  prendere  fc  =  n,  si  avranno 
ie  disposizioni  di  n  o^^etti  sopra  n  posti.  In  tal  caso  esse  si  chia- 
mano piuttosto  permutazioni  de^li  n  oggetti  od  elementi  dati  so- 
pra gli  11  posti,  o  semplicemente  permutazioni  di  n  elementi.  Il 
loro  nomerò  s'indicherà  con  P„.  Se  dnnque  nella  (2)  si  faccia 
k  =  n,  si  avr&  : 

Pn  =  D„  ,  «  =  n{»  -  1) (n  -  2) . . ,  3.2.1  =  \n.  (3) 

Cioè:  il  numero  delle  permutazioni  di  d  elementi  dtitintì  è  uguale 
al  prodotto  dei  numeri  naturali  da  1  ad  n, 

Qaesto  numero  si  indica  con  [n  o  anche  COD  »!  e  si  chiama  fat- 
toriale 0  anche  facoltà  di  n. 

210.  Se  gli  n  elementi  si  designano  con  a,,  a^,  a(....,a„,  si 
chiamerà  permutazione  fondamentale  quella  fra  le  [n  permutazioni 
nella  quale  ogni  elemento  occupa  il  posto  corrispondente  al  pro- 
prio indice.  Essa  b  rappresentata  dall'  allineamento 


dal  quale  si  dedurranno  poi  tutte  le  altre  permutazioni  invertendo 
In  tutti  i  modi  possibili  1'  ordine  degli  oggetti,  il  che  si  può  fare 
metodicamente  come  segue. 

Si  comincia  dallo  scrivere  (supponendo  p.  es.  per  fissare  le  Idee 
n  =  5,  la  permutazione  fondamentale 


e  da  questa  se  ne  deduce  una  seconda 

scambiando  il  secondo  elemento  col  primo. 

Ognuna  di  queste  due  permutazioni,  scambiando  in  essa  l'  ele- 
mento che  si  trova  al  terzo  posto  con  l'uno  o  con  l'altro  del  due 
precedenti,  ne  darà  altre  duo,  cosicché  in  tutto  sì  avranno  le  2.3 
permutazioni 

a,ajrtja^a5  ,  a,a,a,a^nj  ,  a^aiaga^a^ 

a^a^aga^a^  ,  nsn,aja^rtj  ,  a^n^a^aia^ 

le  quali  diventeranno  2.3.4  se  in  ognuna  di  esse  si  cambierà  l'ele- 
mento che  sta  al  quarto  posto  con  ciascuno  dei  precedenti.  Final- 
mente se  in  ognuna  di  queste  ultime  si  cambi  1'  ultimo  elemento 
con  ciascnno  dei  4  precedenti,  si  avranno  in  tatto  le  2.3.4. .5  per- 
mutazioni del  5  elementi  dati. 
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21 1.  Sia  Oja^a,  ...  a„  l&  permutazione  fondamentale  degli  n  ele- 
menil.  In  essa  gli  indici  degli  elementi  sì  segaono  nell'  ordine  na- 
tarale;  ma  se  invece  si  consideri  una  qualunque  delie  altre  per- 
mutazioni ,  accadrà  certamente  di  trovare  qualche  elemento  se- 
guito, immediatamente  o  no,  da  un  elemento  di  Indice  piil  pìc- 
colo. Si  dice  allora  che  questi  due  elementi  si  trovano  in  inver- 
none.  Cosi  per  es. ,  parlendo  dalla  permatazione  fondamenlale 
aja^agn^aj  ,  in  cui  non  ci  sono  inversioni  ,  e  forniniido  la  permu- 
t.-izione  a^a^a^aJa3,  fii  vede  clic  in  qnest'  ultima  gli  clementi  a^  ed  n^ 
si  trovano  in  inversione. 

Per  irovare  quale  sin  il  numero  totale  di  inversioni  contenute 
in  nna  data  permutazione,  basterà  paragonare  ogni  elemento  con 
cinschedunu  di  quelli  clic  si  trovano  scritti  dopo  di  esso  e  vedere 
se  vi  sia  o  no  inversione.  Cosi  p.  e.  nella  permutazione  ora  scritta 
vi  sono  in  tutto  4  inversioni,  cioè  di  a^  con  Oj ,  di  a^  con  Og  ,  di 
Aj  con  (Tj  e  con  Og. 

312.  Di  tutte  le  [n  permutazioni  degli  n  elementi  si  chiameranno 
permutazioni  di  classe  pari  quelle  in  cui  si  trovi  un  numero  pari 
di  inversioni  e  permutazioni  di  classe  dispari  quelle  in  cui  il  nu- 
mero dì  inversioni  sia  dispari.  Cosi  p.  es.  delle  sei  permutazioni 
di  a,  ,  <7,  ,  Oj  tre  sono  di  classe  pari:  0,11^0^  (0  inv.),  a^a^a,  (-2  inv.), 
"s"]"*  ('^  il'»'-)»  ^  "'®  •''  classe  dispari:  «jiiir^  (1  inv.},  a^a^a^  (l  inv.), 
n,njO,  (3  inv.}. 

2ì:ì.  TeoREUA.  —  Se  in  tina  permutazione  si  scambiano  fra  di 
loro  due  ekmenti  qualisioogliano,  la  permutazione  cambia  di  classe. 

Sìeno  infaui  n,,  ed  a^  gli  elementi  che  si  vogliano  scambiare  in 
una  data  permutazione;  e  comìnciunio  dal  supporre  clic  essi  si  tro- 
vino scritti  consecutivamente,  cosicché,  indicando  complessiva- 
mente con  A  la  successione  degli  clementi  scritti  prima  di  «^  e 
con  B  quella  degli  elementi  scritti  dopo  di  a^,  la  permutazione 
sarà  delta  forma 

e  scambiando  fra  loro  a^  ed  a^  prenderà  invece  la  forma 
Aa»a^B. 

Se  ora  si  esaminano  le  inversioni  fatte  dagli  clementi  di  A  coi  suc- 
cessivi, è  chiaro  che  il  risultato  dell'esame  sarà  lo  stesso  tanto  nella 
prima  che  nella  seconda  pormatazionc,  e  lo  stesso  dicasi  per  rigaardo 
alle  inversioni  che  gli  elementi  di  B  possono  fare  cosi  fra  ioro  come 
con  a^  ed  a^.  Soltanto  nel  confronto  di  a^  con  a»  si  avrà  risuliato 
opposto  nelle  due  permutazioni;  cioè  la  seconda  permutazione  avrà 
un'inversione  di  più,  ovvero  un'inversione  di  meno  della  prima, 
secondocbè  A  sia  minore  o  maggiore  di  k.  In  entrambi  i  casi  la 
classe  sarà  passata  dal  pari  al  dispari  o  viceversa,  cioè  ai  sarà 
cambiata  classe. 

Supponiamo  in  secondo  luogo  che  a^  ed  Oj,  non  siano  consecu- 
tivi, ma  che  fra  essi  si  trovino  compresi  altri  X  elementi  il  cai 
complesso  ÌDdiclieremo  con  C.  La  permutazione  primitiva  sarà  al- 
lora della  forma 

AoftCa^B  (4) 
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nel  mentre  che  collo  scambio  di  a^  con  a,,  diventerebbe: 

Aa^Ca^B.  (5) 

Se  ora  nella  (4)  scambiamo  1'  elemento  a,,  con  l'eleraciito  con- 
secmivo  n  destra  e  cosi  consecutivamente  con  tutti  i  1  elementi 
<li  C  e  per  ultimo  anche  con  «^ ,  In  permutazione  (4)  si  cambia  in 

AC«,,(T^B  (tì) 

dopo  essersi  effettuali ,  per  quanto  ei  b  dimostrato  poco  fa,  À  +  1 
carabiaraenli  successivi  di  classe.  Se  poi  nella  (6)  scambiamo  fi„ 
successivamente  con  ognuno  dei  i  elemonii  di  C ,  ft  chiaro  che 
la  (6)  prenderà  appunto  la  forma  (5),  ed  il  cambiameuto  di  classo 
si  sar&  elfeltnnto  altre  X  volte.  In  tutto  si  sono  fatti  cosi  2X  +  1 
cambiamenti  dì  classe,  cioè  la  perinutiizione  (4),  per  prendere  la 
forma  (5),  sarà  passata  alternativamente  dalla  classo  pari  alla 
classe  dispari  un  numero  dì  volte  uguale  a  2).  +  1 ,  che  è  na  nu- 
mero dispari;  opperò  essa  si  troverà  in  ultimo  nella  classe  oppo- 
sta a  quella  in  cui  era  prima,  e.  d.  d. 

214.  Di  tutte  le  permutazioni  di  n  elementi,  il  numero  di  quelle 
di  clatie  pari  è  quanto  il  numuro  di  qunlle  di  classe  dispari. 

Immaginiamo  infatti  di  avere  scritte  tutte  lo  [n  permutazioni 
degli  n  elementi  e  di  scambiare  quindi  in  tutte  ìe  pormutazioni 
un  certo  elemento  con  un  altro.  È  chiaro  che,  fatta  astrazione  dal- 
l'ordine,  si  avranno  sempre  le  stesse  \n  permutazioni  degli  cle- 
menti. Intanto,  pel  teorema  precedente,  le  permutazioni  di  classe 
pari  saranno  divenute  di  classe  dispari  e  viceversa,  (Quindi  il  no- 
merò dello  prime  deve  essere  neeessariauiente  uguale  al  numero 
delle  seconde. 


1.  Kìconoscere  che;  D,^ 


Esercisi 

laioni   che    può 

avere   una 

perrautBzlono 

è  dato  da  "  "^ 

-  -—  If.    Esiste    nna   sola 

sioni;  DC  esistono 

n  -  1  the  n 

9hanno  AT-l; 

hanno  N-2. 

i  di  K  elomenti 

die   hanno 

un  certo  na- 

E>  eeistuDo  che  d 

hanno   ■ — 

ri'-i. 

3.  Esistono  tanto  pormutaziu 

4.  Verificare  che  delle  24  permutazioni  di  4  elementi  ve  ne  sono  tiap.  1, 
S,  5,  6,  5,  8,  1   che  hanno  risp.   0,  1,  2,  8,  4,  5,  6  inversioni. 

5.  l'er  sapere  quanto  siano  le  permataziont  di  n  elementi  che  hanno  X 
inversioni,  basta  vedere  in  quanti  modi  sì  possono  determinare  n  — 1  Du- 
meti positivi  a,  ,  ce,  ,  nj,  ..  .  ,  a„_,  lisp.  non  superiori  adl,2,8,.,.,tt— l 
tali  olle  si  abbia  sempre 

a.  +  Oj  +  a^  +  ....V  x„^,  =  X. 

(I.  Quante  sono  le  pormntazioni  di  n  ofts^tti  in  cui  ogni  og^^tto  ha  catn- 
biato  poeto?  Ovvero  m  dati  oggetti  hanno  cambiato  posto? 
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a  cha  il  numero  della  dEeposizìoni  di  n  og^^tti  Ropra  k  po- 
sti (n  ^  kì  é  aguale  al  numero  delle  dìaposizioDi  di  k  oggetti  sopra  n  posti 
(reatando  vacanti  in  ogni  diaijoaizione  a  —  k  poatij. 

§  2.° —Combinazioni  senipltcl. — Potonxa  del  binomio. 

215.  Si  ciiiaiuftiio  combinazioni  di  m  oggetti  n  ad  n(n<»i)  i  di- 
versi modi  nei  quali  cogli  wi  oggetti  dati  ai  può  comporrò  un 
gruppo  di  soli  ra  oggetii.  Così,  p.  es-,  con  tre  eletnonti  a,  ,  a^ ,  a^ 
si  possono  formare  soltanto  tre  gruppi  ciascuno  di  due  oggetti,  cioè: 


Avevam»  visto  invece  ^art.  208)  potersi  formare  sei  disposizioni  di 
questi  Oggetti  due  a  due,  rappresentabili  con: 


Si  riconosce  cosi  clie  le  duo  dispof^izionl  distinte  o,<(g  ed  a^o, 
non  contano  clie  per  una  stessa  combinazione. 

In  generale  si  vede  che,  per  formare  tutte  le  diaposizioni  degli 
m  ogfgeiti  a  art  ti ,  si  potrà  cominciare  dal  formarne  prima  tutte 
Io  combinazioni  ;  eseguendo  quindi  fra  gli  «  oggetti  di  ciascuna 
combinazione  le  P„  =  [a  permutazioni  possibili,  si  otterranno  ap- 
punto le  disposizioni  cercate. 

Pertanto,  se  indichiamo  con  C,„,„  il  numci-o  delle  combinazioni 
di  MI  oggetti  n  ad  n,  si  avrà  evidentemente  la  relazione 

D„  ,  „  =  C^  ,  „  ■  P„ 

dalla  quale  si  deduce  (art.  208-209). 

^  _  D„  ,  „  _  M.(m  -  I)  (m  -  2) .  .  .  (m  -  «  ^  1  ) 


1.2.3  . 

i.2.a...H 


T      .V     ■        m(m- 1}  ...  (m  — M-i- 1)    . 
.  La  fraziono-  —  -  „  ,-   -  -  ■    -    -     si   suole   spesso   indi- 


caro  brevemente  col  simbolo    1      1  cbe  si  leggo  m  sopra  n.  Mol- 


tiplicandone il  numeratore  ed  il  denominatore   per  jni 
espressione  poò  anche  scriversi:  ~ 

i{m  -  I )  -  ■  -  (•«  -  ^i_+  I)  _   _  \m 


(:)= 


(2) 


S(!  ora  nella  forinola 


cambiamo  »  in  m^n,  essa  ci  dà 


Lg  li? 

-\{m-n)\m-{m-«)      S-iiL»' 
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c„ ,  „.„  =  c„ ,  „ 

aioh:  il  numero  delle  comlìinaeioni  di  m  oggetti  n  ad  D  è  uguale  al 
numero  delle  combinazioni  degli  atessi  m  oggetti  m  —  n  ad  m  —  n. 

217.  Le  combinazioni  k  &  k  degli  ni  elementi  a^jO^,...  ,a^ 
possono  opportonamenle  rapprescniarsi  come  il  prodotto  di  k  tru 
questi  clcmenii,  considerati  come  numeri,  in  qnanto  il  valore  del 
prodotto  è  indipendente  dall'  ordine  dei  fattori,  precisamente  come 
nella  combinazione  sì  ha  soltanto  rìg^nardo  agli  clementi  che  si 
sono  scelti  per  comporlu,  senza  dare  alcun  Bigniflcato  all'  ordino 
con  gli  elementi  scelti  vengono  scritti.  Ed  invero  la  costruzione 
effettiva  di  queste  combinazioni  è  spontaneamente  reclamata  dal 
problema  algebrico  dello  sviluppo  del  prodotto  di  in  binomi: 

(ai  +  b,)  (a,  +  fi,)  . . .  (a„  +  bj.  (4) 

Un  termine  qualunque  dello  sviluppo  è  della  forma 

a.flp  .  .  .  asbip^  ■  ■  •  ftp-  e») 

11  numero  complessivo  dei  fattori  a  e  &  ciie  lo  compongono,  è  evi- 
dentemente uguale  ad  m  e  gli  m  indici 

a,p,...,6,)L,ii,...,p 

coincidono  nel  loro  ìneieme,  cogli  ni  indici  l  ,  2  ,  .  . . ,  ni ,  giacché 
il  termino  (5)  deve  contenere  uno  dei  due  clcmenii  che  compon- 
gono uno  qualunque  dei  binomi  a,-  +  6(.  Da  quest'  ultima  proprietà 
segue  che  il  termine  (5)  è  perfettamente  determinato,  appeunclib 
se  ne  conoscano  i  il:  fattori  a^,  a^,. . . ,  a^,  giacché  gli  altri  ni  -  fc 
fattori  si  otterranno  prendendo  per  \  ,  \l  ,  .  .  .  ,  p  i  rimanenti  m  —k 
indici,  che  non  fanno  parte  del  gruppo  a  ,  ^  , ... ,  5,  Dopo  ciò  è  chiaro 
che  quei  termini  (5)  che  sono  del  grado  k  nelle  a, ,  a, , . . . ,  a„,  sono 

tanti  quante  le  combinazioni  di  questi  elementi  k  o  k,  cioè  (  t  )• 

218.  Se  sia  in  particolare  6,  =  6,  =  . .  .  6„  -  ii,  i  termini  (5)  pren- 
dono la  forma  più  semplice: 

«a"p  ■   ■   ■  «fi''"'"*. 

cosiccliè  la  somma  di  quei  termini  delio  sviluppo  (4),  che  sono  del 
grado  k  nelle  a,  ,  a^ , .  .  .  ,  a^  ,  è  data  In  questo  caso  da: 


dove  la  sommatoria  esprime  la  somma  degli  (  .  ì  prodotti  che  si 

ottengono  facendo  le  combinazioni  k  Si  k  delle  n, ,  a, , . .  . ,  a„. 
Sì  ha  dunque  il  seguente  sviluppo: 

(a,  +  6)(a,+fc)...(a„-l-fe)=b'''-)-A,6'"-i+A,6""»-K...-fA«  (6) 
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dove: 

A,  =  ai  +  a,  +  .  .  .  +  a, 

A,  =  a,fl,  +  «jOs  +  a,a,  +  . . , 

A,  =  0,0,08  +  «»«»«*  -•-••• 

Kt  =  «!«»«>  ■  •  ■  «m- 

2t9.  8e  nella  forinola  (fi)  poniamo  poi  o,  =  a,  . .  .  =  o^  =  o, 
è  cliiaro  che  gli  /^j  prodotti  di  coi  si  compone  A^,  si  ridur- 
ranno tutti  al  valore  comune  a*;  cosicché  At  prenderii  il  valo- 
re (  lI'O*  fi  li>  (6)  ci  darà  in  tal  caso  lo  sviluppo  della  potenza 
di  un  binomio: 

(a+6r=é"'  +  (^)«&"-i  +  (^)o*6'"--*+ . ,.  +  (^)a"'  (7) 

il  cfie  si  può  anche  scrivere: 
(i  +  a)-=6-  +  (^)o!,— +  (^)o'(,»-'+... 

+  (^ja-'(.'+(7)<.»-6  +  a",  (8) 

poiché,  ìd  virtù  della  forinola 

dimostrata  all'art.  216,  si  vede  che  degli  m+l  coefJtcUnti  ttino- 
miali  dell'  ordine  m 

(s)='.  (?).(") (»-.).(:) 

sono  eguali  fra  loro  due  a  due  quelli  situati  simmetricamente  ri- 
spetto ai  due  estremi. 

2'jO.  Applicheremo  Analmente  la  formola  binomiule  alla  ricerca 
del  valore  della  somma: 


che  indicheremo  brevemente  con  o^ ,  „, 
Se  neir  Identità: 

cit:.)>«-x't.=n-(''t')«+(*5  >■+•■. +(':>' 

poniamo  snccessivamente  a;  =  l,  2,  3,...,n  e  sommiamo  poi  le 
uguaglianze  ottenute  membro  a  membro,  troviamo: 

(,«).«=,.i.('t')'..»H-er)"...+-e:')».- 

D,rizatt,GoO<^\c 


Questa  forinola  pernietle  di  calcolare  succcsBivnmenlc  i  numeri 
°i  j  -1  I  ''i  '  n  j  °3  '  n  j  ■  '  ■  '  po'cbè  per  mezzo  di  essa  (in  cui  si  fac- 
cia successivaiuento  fe  —  1 ,  2 ,  3 . . .)  ciascuno  di  questi  num  eri  è 
espresso  mediante  i  precedenti.  Cosi  si  trova: 

0,  . ,.  =  l    +  2  4  3  +  . . .  +  n  =  '^^^) 

•=3 .  «  =  1^  +  2*  +  3»  -I- . . .  +  «*  =  '---^  ^^  ,  ecc. 


ITotfl  ed  Eseroisi. 

1.  Dedurre  dallo  8vilupi)0  della  potenzii  m'"""  del  binomio  che: 

a)'-Ci)+G)+-+(:)=^- 

2.  Verificare  la  forinola; 

G)=("ì*)*G:l) 

o  dodarne  che  i  c3effi'3Ìenti  binomialì  dei  divorai  ordini  sono  rappreseu' 
tati  dalle  linee  orizEontali  del  seguente  quadro  {triangolo  aritmetico  diTar- 
taglia)^ 


Foslruito  colla  1e<;go  che  oj^ni  elomoDto  è  uguale  alia  Eomma  dei  due  che 
^li  stanno  scritti  a.]  di  sopra. 

Le  diagonali  di  questo  stesso  quadro  rappresentano  poi  i  cosi  detti  xi'- 
meri  fiyiirali  dei  diversi  oritinì.  I  numeri  1,  3,  (i ,  .  .  .  rappresentati  dnlla 
trr/a  diagonale  si  dicono  nuini>ri  triangolari;  i  numeri  1  ,  i  ,  IO,...  dell» 
quarta  si  dicono  nainei-i  piramidali:  ecc. 


Q  dedurne  sfacendo  in  essa  m  =  m'  t?  ri  che  la  lotrma  dei  quadriUi  dei  cotffi- 
'iieali  binomiali  dell'  ordine  n  i  eguale  al       t. 
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§  3.°  —  Oomblaaslo»!  con  ripetutone  —  Sviluppo  dell»  poteoia 
di  un  polinomio  —  Namero  del  termlol  delle  espreulool  po- 
linomiali con  plb  variabili. 

221.  Si  chitLmano  combinazioni  con  ripetizione  di  m  oggetti  n 
ad  n  qaelle  nelle  quali,  in  ogni  grappo  di  n  oggetti,  ano  stesso 
paò  ripetersi  ana  o  più  volte.  Cosi ,  nel  mentre  che  con  tre  og- 
getti a, ,  Qj,  a,  Bi  avevano  soltanto  le  tre  combinazioni  seinplici 
due  A  dae: 

a,a,  ,    a^a^  ,    a»a,  , 

si  avranno  invece  sei  combinazioni  con  ripetizione,  cioè: 

Noi  indicheremo  il  numero  delle  combinazioni  con  ripetizione 
di  m  oggetti  n  ad  n  con  C',, ,  „  ,  che  sarà  evidentemente  In  ge- 
nerale maggiore  di  0,, ,  „. 

222.  Per  calcolare  C'„  ,  „,  immaginiamo  acdlte  tutte  le  C'„  ,  „ 
combinazioni  con  ripetizione  degli  m  oggetti  a,  ,  a, , . . . ,  a„  n  ad  n 
e  vediamo  quante  volte  nel  complesso  di  tutte  qaeste  combina- 
zioni si  troverà  scritto  un  dato  elemento ,  p.  es.  a,.  Polche  ogni 
combinazione  comprende  n  elementi ,  il  numero  totale  degli  ele- 
menti scrìtti  sarà  n-0'„,  „;  evidentemente,  nel  complesso  di  tutte 
le  combinazioni ,  Io  stesso  numero  di  volte,  uno  stesso  elemento, 

n-C'     , 

p.  68.  a.  ,  si  troverà  scrìtto — "  volte. 

nt 
D' altra  parte  possiamo  avere  un'  altra  espressione  di  questo 
Btesso  numero.  Da  tutte  le  combinazioni  in  cui  si  trova  almeno 
□na  volta  lo  stesso  elemento  a, ,  togliamo  nna  volta  questo  ele- 
mento; verremo  a  toglierlo  in  tutto  tante  volte  quaot'è  il  numero 
delle  combinazioni  con  ripetizione  di  vi  elementi  h  — 1  adn  — 1, 
cioè  C'„,„  . ,  volte,  poiché  le  combinazioni  che  resteranno  saranno 
proprio  le  C'«,„_|  combinazioni  con  ripetizione  degli  m  oggetti 
dati  n  —  1  ad  n  —  1.  Applicando  a  queste  rimanenti  il  ragionamento 
precedente  troveremo  che  il  numero  di  volte  ohe  si  troverà  ripetuto 

(ii-l)C'    ,     , 
Io  stesso  elemento  a.  In  tutte  le  C'^ ,  „_|  sarà — "'  e  quindi 


ii  Dumero  di  volte  che  si  trova  ripetuto  lo  stesso  elemento  nelle 

(»  —  1}  C'    ,     , 
C'„  j  n  combinazioni  primitive,  sarà  la  somma  di  ■ — -   ■  ■  ■     '■^-  e  . 

di  C'„ ,  „,i  che  è  il  numero  di  volte  che  s'era  tolto  l'elemento  «, 
da  esse. 

Eguagliando  questa  nuova  espressione  del  namero  di  volte  che 
si  trova  scritto  a,  con  quella  trovata  precedentemente  si  ha: 

"■C'...^l»-'1C'..—  ,  e 

m  m  «  '  n-i 

Caprili.  —  Itt\tu»o%%  di  analiti  algtbrica,  S.'  edii.  12 
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d'onde  moltiplicAndo  perni: 

«C',  ,  „  =  (n  -  l  +  m)  C'„  ,  „., 
e  quindi 

m  +  n-1 
"    "  n 

Analognineiite  si  avrebbe,  cambiando  »  in  n  — 1, 

«  +  «-2  , 
^«m-i  - 


Da  queste  ngaagiianze  moltiplicate  membro  a  membro,  sopprì- 
mendo i  fattori  egnalì  del  primo  e  secondo  membro  ed  oseerTando 
ciie  C'    , ,  =  m,  si  deduco 


«(n-l){»-2).  ..3.2.1  ' 

u  anun« 

c-.,,=C'+;;-')=o,...,,.,  (2) 

cioè:  il  numero  delle  combinazioni  con  ripetizione  di  m  elementi  n 
ad  n  è  vgitale  al  ninnerò  delle  combinaciont  lemplici  di  m  +  n  —  1 
elementi  n  ad  n. 

223.  Se  consideriamo  gli  elementi  n,  ,  n,  ,  ,  . , ,  a„  come  m  nu- 
meri arbitrari  dati,  ad  ogni  combinazione  con  ripetizione  di  que- 
sti elementi  n  ad  n,  nella  quale  a,  eia  ripetuto  p.  es.  a,  volte,  a, 
p.  68.  a,  volte,  ecc.  si  può  far  corrispondere  un  certo  prodotto 


a,  -f-a,  +  aj  +  ...  +  a,  =  «.  (3) 

Tutti  questi  diversi  prodotti,  i  cui  esponenti  a  soddisfano  alla 
condizione  (3),  non  sono  altro  evidentemente  che  i  diversi  termini 
digtinti  che  si  possono  presentare  nello  sviluppo  della  potenza: 

(a,  ha, +  «,...  +  ».)", 
poiché  ogni  termine  di  questo   sviluppo  non   potrft  essere  che    il 
prodotto  di  }(  fattori  da  sceglierei,  semplicemente  o  ripetutamente, 
fra  le  a, ,  a,  .  . .  ,  a„. 

Pertanto:  fi  numero  dei  termini  generalmente  distinti  che  si  pre- 
tentano nello  tviluppo  della  potenza  n^"*  di  un  polinomio  di  m 
termini,  è  dato  da  C.  ,  „. 


lyCoOt^lc 


—  91   — 
2*24.  È  chiaro  però  che  aello  svilappo  della  potenza  (a, +a,+...+0'* 
.  a^*»  ...  a„'"  potrà  presentarsi   più  volte, 

(n.  +  a,  +  .  .  .  +  o„}'*  =  ^A-a,".  .a,'^...  a„'«  (4) 

a,  +  a.+...=n 

dove  la  sommatoria  va  estesa  a  tutti  i  siatemi  di  valori  degli  espo- 
nenti a,  ,  Bj  , .  . .  che  soddisfano  all'  eguaglianza  (3)  e  dove  per 
ogni  sistema  di  esponenti  a,  ,  ccj  ,  .  .  .  ,  a„  si  ha  an  certo  coeffi- 
ciente A,  il  quale  sarà  evidentemente  un  numero  intero  e  positivo 
che  indicberji  quante  volte  il  termine  a,'^  a^"^  .  .  .  a^m  si  presen- 
ta nello  sviluppo  del   prodotto  di  polinomi  eguali: 

(a,  +  a,  +  ...  -1-  a.)"  =  (a,  +  Og  + . . .  +  aj{a^  +  o,  +  ...  +  aj. . . 

(a,  +  a^  +  . . .  +  o„).  (5) 

Per  determinare  il  valore  di  A,  osserviamo  che,  essendo  gli  a, 
fattori  del  prodotto  (5)  dai  qaali  può  scegliersi  l'elemento  a,,  una 
volta  da  ciascun  fattore,  completamente  arbitrari,  si  potranno  sce- 
gliere questi  a,  fattori  in  tanti  modi   diversi  quanto  è  II  numero 

delle  combinazioni  semplici  di  »  oggetti  «j  ad  a^,  cioè  in  (  ") 
modi  diveivi. 

Pissataunadiqnestecombinazioni.daglin— a,  fattori  (aj+Oj-F... +a„) 
che  rimangono  dobbiamo  scegliere  ora  a,  volte  l' ag  e  cid  possiamo 

fare  in  tanti  modi  quanl'è  il  numero  ("T'''')i  ed  allora  il  pro- 
dotto (  "  }("a!.^')  ■^^'^'•^'•^'■^  i'  numero  dei  modi  distinti  con  cui 
si  pnò  fare  la  scelta  di  «j  volte  1'  elemento  a,  e  di  a,  volte  l'e- 
lemento O). 

Similmente  si  potrà  poi  scegliere  l'a,  un  numero  Og  di  volte  in 

tanti  modi  qnant'  è  (  "  ~  ^^  ~  "'  )  >  eco. ,  fino  a  scegliere  per 
ultimo  1' a„  ,  a„  volte,  in  tanti  modi  quant' è  il  numero 

(n  —  a,  —  a,  —  ...  -  a^.A  _  /««N  _  . 

Bi  avrà  dunque: 


l\  ',  / 

V     ».     j--\         ». 

un.  216): 

1» 

In  -  a,                 1»  -  a,  -  a, 

La,:»- a, 

[»,  1»  -  a,  -  a,  [a,  1»  -«,_«,-  a,  ' 

l»-»i-«i---««-i 
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cioè,  sopprimendo  i  fattori  comuni  ai  numeratori  e  denominatori: 

A i^— 

Sostitaendo  ciò  in  (4)  otteniamo  dunqne  come  espressione  ge- 
norsle  dolio  svilapppo  della  potenza  n™»  di  an  polinomio  di  m 
termini: 

Per  w»  =  2  questa  formola  si  riduce  a  quella  già  trovata  al  §  2, 
per  lo  sviluppo  della  potenza  n">^  di  qd  binomio. 

225.  Se 

6  on  polinomio  (cfr.  art.  66  e  87)  con  m  variabili  «, ,  a, , ... ,  a:»  ,  si 
chiama  dimensione  di  un  suo  termine  qualunque 

la  somma  a,  +  a,  +  . . .  +  a„  degli  esponenti  a  cui  si  trovano  in 
6380  elevate  le  variabili.  Si  chiama  poi  grado  del  polinomio  la 
massima  dimensione  che  si  trova  nei  suoi  termini.  Finalmente  il 
polinomio  si  dice  omogeneo,  rispetto  alle  variabili,  se  tutti  1  suoi 
termini  hanno  la  stessa  dimensione.  Goal  il  polinomio 


3Xi*  +  4ir,*a;,iCs  +  2a=,* 

'  grado,  non  omogeneo 
vece 


è  un  polinomio  di  fio  grado,  non  omogeneo,  rispetto  alte  tre   va- 
riabili X.,  X. ,  X,.  Invece 


226.  Ciò  premesso,  se  il  polinomio  (7)  é  omogeneo  e  del  grado 
n  rispetto  alle  nt  variabili  x,,Xf, ... ,  x„ ,  gli  esponenti  a  dovranno 
evidentemente   soddisfare   in  ogni  termine  alla   condizione: 

0|  +  «a  +  ■■■  +  ««  =  n 

onde  si  conclude,  come  all'  art.  223,  che  il  numero  dei  termini  di- 
gtinti  di  un  polinomio  omogeneo  e  del  grado  n  riepetto  ad  ra  va- 
riabili è  dato  in  generale  da  (  ~    1  =  C'„  ,  „. 

227.  Se  il  polinomio  (7)  non  è  omogeneo ,  si  avrà,  soltaato  in 
ogni  termme 

«1  +  a,  +  . . .  +  a„  §  n. 
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Ha  se  ei  scrìvo  il  polinomio  atesso  sotto  la  forma  equivalente: 

si  potrà  sempre  ancora  ritenere 

a,  +  a,  +  ...  +  ««  +  a„.,  =  n  , 


onde  si  Tede  che  il  numero  dei  termini  distinti  di  un  polinomio 
del  grado  o  con  m  variabili  è  uguale  al  numero  dei  termini  di- 
tliati  di  un  polinomio  omogeneo  con  m-l-1  variaMli,  cioè  è  uguale 

{pel  teorema  precedente)  a:  C'^^,  ,„  =  ("^    ]. 

n'ot*  «d  Eswoixi. 

1.  Fare  lo  sviluppo  di  (a;  ^-  y  4-  i)*  e  di  (li  f  2v  +  8»)>. 

2.  Cnicolkre  il  namero  dei  termini   delio  eviluppo  di  (x  +  {^  -{-  z)'  e  cal- 
colare i  coefScienti  dei  termini  «*i'  ed  xi/W. 

3.  DimoEtrare  che: 


'-It. 


4.  Un  polinomio  del   grado   »  con  tn  variabili  contieoe  tanti 
quanti  ne  contiene  nn  polinomio  del  grado  m  con  n  Tariabili. 

I. 


coefficiente  nello  sviluppo  di  (x,  +  x, . . .  -f  Xm)'  6  - 


dova  j  è  il  qnoiiente  ed  r  il  reato  della  divisiona  di  n  par  ni. 

§  4.0  —  Delle  sostltozlonl  fra  n  elementi 
Groppi  di  MStUnslonl. 

228.  Si  chiama  eostituzione  l'operazione  per  cui  da  una  certa  per- 
matazione  di  n  elementi  dati  sì  passa  ad  nn' altra  permntazione 
degli  stessi   n  elementi.  Se  le  due  permutazioni  siano: 


ta  sostituzione  per  cui   dalla  (I)  si   passa   alla  (2)  si  designa   col 
simbolo 


il    quale   esprìme    che  all'  elemento  a,     deve    sostituirsi    aj   ,  ad 
a,   y  aj   ,  ecc.  É  evidente  che  la  sostituzione  S  non   cambia  so  si 
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csegae  sinmltaneamente  nna  stessa  permutazione  fra  gii  elementi 
del  suo  denominatore  e  qaellì  corrispondenti  del  suo  numeratore. 
Cosi  per  4  elementi  si  avrà: 

\aia^a^a^)      \aia,aiai)      Vaia^Oja^^  ' 

Per  confrontare  fra  loro  dae  sostituzioni,  si  comincerà  dunque 

dal  ridurle  allo  stesso  denominatore,  dopo   di  che ,   affinchè   esse 

siano  eguali,  sarà  necessario  e   sufRciente   che  i  due   numeratori 

si.ino  formati  da  due  permutazioni  identiche  fra  loro. 

Di  qui  segue  che  fra  n  elementi  si  hanno  [n  sostituzioni  fra  loro 
distinte,  poiché  sì  può  sempre  supporre  che  le  sostituzioni  abbiano 
tutte  per  denominatore  la  permutazione  fondamentale  a^a^  .  . .  a.,, 
nel  mentre  che  per  il  numeratore  potrà  prendersi  una  qualunque 
delle  [n  permutazioni  degli  n  elementi. 

229.  Se  8  e  T  sono  due  sostituzioni  fra  gli  stessi  elementi,  si  chia- 
ma prodotto  di  S  e  di  T,  e  si  indica  con  ST,  quella  sostituzione 
che  risulta  dall'  eseguire  fra  gli  elementi  prima  la  sostituzione  S 
e  poi  la  sostituzione  T. 

Cosi,  se  si  abbia  p.  es. 


1  trova: 


T.s=  /'<*»''7''»''i"*'*8 


Se  invece  si  eseguisca  prima  la  sostituzione  T  e  poi  la  sostitn- 
zione  S,  si  trova: 

che  è  una  sostituzione  diversa  da  quella  trovata  poco  fa.  Si  vede 
dunque  che  il  prodotto  di  più  soetitusioai  non  è  Ìh  generale  in- 
dipendente dall'ordine  dei  fattori. 

Se,  come  caso  particolare,  si  verifichi  che  S-T  =  T-S,  le  due  so- 
stituzioni S  e  T  si  dicono  permutabili  fra  loro. 

2^10.  Se  S>T  =  S-Q,  ne  segue  che  T  =  Q.  Lo  stesso  dicasi  se 
T-8  =  Q'S.  Crediamo  inutile  trattenerci  a  dimoafFare  questa  as- 
serzione, la  cui  verità,  è  una  conseguenza  immediata  della  dcBni- 
zioue  stessa  di  prodotto. 

231.  Se,  dati  k  elementi  «i  ,  a^ ,  .  .  .  a^ ,  al  posto  di  a,  ^  ponga 
«g ,  al  posto  di  a,  si  ponga  a,  e  cosi  di  seguito  finché  al  posto 
di  a^_,  si  sostituisca  a^ ,  e  per  ultimo  al  posto  di  a,^  si  ponga  il 
primo  elemento  a, ,  si  dice  che  fra  i  k  elementi  a^a^  ...  Sj^  si  6 
eseguita  una  sostituzione  circolare,  che  s' indica  anche  col  sim- 
bolo  (a,«g  .  . .  Oj).  Cioè: 

La  ragione  di  questa  denominazione  sta  in  ciò  che  la  sostitu- 
zione in  parola  si  può  eseguire  dividendo  la  circonferensa  in  k 
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parti  egaati,  collocando  nei  k  punti  di  divisione  ordinatamente  gli 
elementi  a,  ,  cig ,  .  .  . ,  <i,  e  facendo  quindi  rotare  la  circonferenza 
intorno  al  centro  di  nn  angolo  eguale  alla  k^'^  parte  di  4  an- 
goli retti, 

232.  Se  si  indichi  con  a  qaesta  sostituzione  circolare ,  le  po- 
tenze o*,  o",  0*, ...  di  o,  cioè  i  risultati  che  si  ottengono  eseguendo 
successivamente  dne  Yolte  di  seguito,  tre  volte  di  seguito,  ecc.  la 
stessa  o,  si  otterranno  evidentemente  facendo  rotare  la  circonfe- 
renza di  un  angolo  rispettivamente  doppio,  triplo,  ecc.  dal  prece- 
dente. E  poiché  facendo  rotare  la  circonferenza  dì  un  angolo 
eguale  a  k  volte  il  precedente,  cioè  di  4  retti,  ogni  punto  della 
circonferenza  ripiglia  la  primitiva  posizione,  si  vede  che 


poiché  si  suole  chiamare  soBritnzione  unità  quella  sostituzione  che 
lascia  al  sno  posto  ciascun  elemento. 

Si  vede  pure  che  le  solo  potenze  di  e  uguali  ad  1  son  date  da 
o*  ,  o'*  ,  0** .  ■ .  ,  cioè  da  a  elevato  ad  un  multiplo  di  k. 

233.  Una  tostituzione  qualunque,  se  non  è  circolare,  ai  può  sem- 
pre decomporre  in  un  prodotto  di  aostituzioni  circolari  fra  gruppi 
di  elementi  tutti  distinti. 

Sia  invero  S  una  sostituzione  qualunque  fra  gli  n  elementi 
a,  ,  a^  .  .  .  a„.  Chiamando  a,  uno  dì  questi  n  elementi,  sia  poi  a, 
l'elemento  che  la  sostituzione  S  fa  succedere  ad  or,  ,  a,  quello  che 
essa  sostituisce  ad  Og  ,  a^  quello  che  sostituisce  ad  a^  e  cosi  di  se- 
guito. Poiché  il  numero  degli  elementi  è  limitato,  giungeremo,  cosi 
prose^cndo ,  certamente  ad  nn  elemento  a^^j  che  coincida  con 
uno  degli  elementi  (tutti  distinti)  a,  ,  a, ,  .  . .  a^_^  ,  a,,  incontrati 
precedentemente,  È  facile  riconoscere  che  l'elemento  precedente 
con  cui  esso  coinciderà  sarà  neccssariiimente  il  primo.  Poiché  , 
se  si  avesse  per  es.  Rk4i  =  i'si  <^'^  significherebbe  che  la  sosti- 
tnzione  S  pone  contemporaneamente  al  luogo  di  j^  ed  al  luogo 
di  a„  lo  stesso  elemento  a*+i-  Quindi  dovrebbe  essere  «j  =  a(i;  ma 
allora  non  sarebbe  più  c^^,  il  primo  elemento  che  coincida  con 
uno  dei  precedenti,  ma  bensì  «j,  contrariamente  al  supposto.  Dovnl 
dunque  a^,^,  coincidere  con  a^;  e  di  qui  segue  che  la  sostituzione  8 
equivale,  per  quanto  riguarda  gli  elementi  o,  ,  or^ ,  ^i, .  . .  o^^,  ,  «„ 
alla  sostituzione  circolare  {Oj  otj  73  .  .  .  a^).  Per  quanto  poi  riguarda 
i  rimanenti  n  —  k  elementi,  partendo  da  uno  fra  essi  p,  ,  si  for- 
merà uu  nuovo  ciclo  (?[  pj .-  p^)  di  elementi  che  da  S  verranno  per- 
inutAti  fra  loro  eircolarmente,  e  cosi  poi,  se  avanzino  ancora  altri 
clemeniì,  nn  terzo  ciclo  (Yi  Yì  •  •  ■  Yj)  '^  ®°^'  ^'*  ^"''  ^^  esaurire 
tutti  ^li   n  elementi  dati. 

Adunque  la  sostituzione  data  è  il  risultato  di  sostituzioni  circo- 
lari fra  gruppi  di  elementi  del  tutto  diversi ,  epperò  è  uguale  al 
loro  prodotto.  Cosi  si  ha  p.  es. 

/a5<'>a*«Tai«9«g«4«.o«fl')  =  (a,a.)(a,a.)(a.a,a.){a.a.a,.). 
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234.  Consideriamo  le  potenze  eaccesaiTe 

S»  ,  S  ,  S» ,  S' ,  .  .  .  ()} 

di  uns  data  sostituzione  8,  la  prima  delle  qaali,  eeprimendo  cbe 
8  deve  eacgnirsl  0  volte,  altro  non  Bìgniflca  che  l'unità,  cioè  \i 
BOBtituzione  che  lascia  al  loro  poato  tutti  gli  clementi.  Foictiè  il 
numero  delle  sostiiazioni  fra  gli  n  elemeati  dati  è  limitato  {-[n), 
le  infinite  soBtitazioni  (4)  non  possono  essere  tntto  distìnte,  ijia 
danque  la  8'  la  prima  di  esse  che  coincide  con  una  delle  prece- 
denti; si  avT&  p.  es. 

S'  =  S""  ,  r  <  j>  (5) 

il  che  pnù  anche  aerlverBi; 

8'-S'"''  =  S''-S», 
onde  (art.  230): 

&'-  =  S\ 

Di  qai  si  vede  che  S''"'  coincide  con  una  potenza  di  indice 
precedente.  Ma  per  supposto  la  prima  potenza  che  coincide  con 
una  delle  precedenti  è  8**;  dev'  essere  dunque 


P-'=P 

cioè 

r  =  0, 

e  la  (fi)  e 

i  dji  allora 

S'al, 

cioè  :  la  prima  delle  potenze  euccetiive  di  tuia  eo»tititBÌon«  S  che 
coincide  con  una  delle  precedenti ,  coincide  aeceasariamente  con 
V  unità. 

235.  Il  plii  piccolo  tmmero  intero  p,  per  il  qaale  si  ha  S'  =  1, 
si  chiama  Vordine  della  sostituzione  S.  Esso  esprime  qaaute  volte 
di  seguito  si  deve  csegoire  nna  stessa  sostituzione  8  iVa  gli  ele- 
menti dati  affinchè  ciascuno  di  essi  riprenda  la  poaìzione  primi- 
tiva. Dall'  art.  232  si  vede  in  particolare  che  l'ordine  di  una  so- 
stituzione circolare  f^a  k  elementi  è  uguale  precisamente   a  k. 

Poiché  S''  =  1,  si  avrà  poi  per  le  potenze  di  S  successive  iid  S*': 

S''+'  =  aP-S  =  8'  ,  S''**  =  S«  ,  S''"  =  S»,  ..,, 

onde  sì  vede  che  le  potenze  successive  di  S  si  riprodacono  pe- 
riodicamente di  p  in  p. 

236.  Se  p  è  l'ordine  della  sostituzione  8,  la  sostituzione  S''~*  si 
indica  anche  brevemente  con  8~'  e  si  chiama  l'inverea  di  S,  poi- 
ché è  la  sostituzione  che  effettua  fra  gli  elementi  su  cai  oper^t 
8  ,  lo  scambio  opposto  a  quello  effettuato  da  8.  Sì  ha  infatti 
SS"'  =  8S''''  =  S'' —  1;  cioè,  se  dopo  aver  eseguita  la  sostitazlooe 
S,  sì  esegua  la  S~',  tutti  gli  elementi  riprendono  la  posiziono  pri- 
mitiva. 

237.  L'  ordine  di  una  tottituzione  qualunque  S  è  usuala  ai  ini- 
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nimo  multiplo  dei  numeri  k  ,  h  ,  1  ,  .  .  .  che  esprimono  quant 
tlementì  sono  contenuti  in  ciascuno  dei  cicli  nei  quali  essa  ai  de- 
compone. 

Siano  infatti  p.  es.  C, ,  Cj ,  C,  ì  cicli  nei  quali  si  decompone  la 
sostitnzìane  S,  i  qaali  contengano  risp.  k,  h,  l  elementi.  La  po- 
tenza S**  si  otterrà  eseguendo  p  volte  la  sostituzione  circolare  C, 
fra  gli  elementi  del  primo  ciclo ,  p  volte  la  sostituzione  C,  fra 
quelli  del  secondo  ciclo  e  cosi  viai  onde,  se  3''=  1,  è  chiaro  elle 
dopo  ciò  gli  elementi  di  ciasctin  ciclo  saranno  ritornati  al  posto 
primitivo,  cioè  che: 

0,"  =  !  ,  0,"  =  !  ,  C,''=l. 

Ma,  per  aversi  C,''  =  1,  è  necessario  (art.  232)  che  p  sia  un  mul- 
tiplo del  numero  k;  similmente  dovrà  essere  un  multiplo  di  ft  e 
di  {...  Esso  sarà  dunque  appunto  il  minimo  comune  multiplo  di 
questi  numeri. 

23S.  Fra  le  sostituzioni  circolari  hanno  speciale  importanza  quelle 
che  si  limitano  allo  scambio  di  due  sol!  elementi,  che  si  chiamano 
anche  trasposizioni:,  poiché  è  manifesto  che  il  passaggio  da  una 
permutazione  P  ad  un'  altra  qualunque  P'  si  può  effettuare  ese- 
guendo successivamente  sopra  gli  elementi  di  P  un  numero  finito 
di  trasposizioni.  Cosi  p.  es,: 

(5  wl^wl)  =  («.».'  "■>".)  («•"•)  ("'«.'■ 

239.  La  decomposizione  di  nna  stessa  sostituzione  in  un  pro- 
dotto di  trasposizioni  si  può  sempre  fare  in  infiniti  modi  diversi. 
Però  il  numero  delle  trasposizioni,  al  cui  prodotto  equivale  la  so- 
stituzione data,  sarà  sempre  pari  o  sempre  dispari  secondochè  sia 
di  classe  pari  o  di  classe  dispari  (art.  212)  la  permutazione  in  cui 
m  cambia  la  permutazione  fondamentale,  per  effetto  di  quella  so- 
stituzione. Infatti,  per  ogni  trasposizione  che  sì  eseguisca,  si  avrà 
(art.  213)  un  cambiamento  di  classe  nella  permutazione  su  cui 
si  opera. 

Le  sostituzioni  si  scindono  dunque ,  proprio  come  le  permuta- 
zioDÌ,  in  due  categorie,  secondochè  equivalgono  ad  no  numero  pari 
ovvero  ad  un  numero  dispari  di  trasposizioni.  Ed  è  evidente  (ar- 
ticolo 214)  che  le  sostituzioni  di  classe  pari  sono  in  egual  numero 
<tì  quelle  di  classe  dispari. 

240.  Chiuderemo  colla  nozione  dei  cosi  detti  gruppi  di  sostitu- 
zioni, le  cui  proprietà  sono  di  grande  Importanza  in  molte  que- 
stioni   di  algebra  superiore. 

Un  sistema  di  sostituzioni  fra  n  elementi  dati  si  dice  formare 
nn  gruppo  quando  il  prodotto  di  una  qualunque  di  esse  per  sé 
stessa  o  per  una  qualunqne  delle  rimanenti  appartiene  allo  stesso 
sistema-  Il  numero  delle  sostituzioni  distinte  di  cui  si  compone 
un  cosiffatto  sistema  dicesi  l'ordine  del  grappo. 

Ogni   gruppo  contiene  sempre  la  sostituzione  1,  poiché,  come  ai 
CMrts,ìAA.  —  Ulilìiiioni  di  analiri  algehriea.B.'  odiz.  13 


lyCoOt^lc 


è  visto  sopra,  o^i  sostitDzione  moltiplicata  per  sé  stessa  nn  nn- 
iDcro  opportuno  di  voite  riproduce  1. 

Se  na  gruppo  -contieDe  una  certa  BostiCazione  S,  esso  contiene 
anclie  la  sua  inversa  ;  poiché  la  sostitnzione  inversa  di  S  non  è 
(articolo  236)  che  ana  potenza  di  8. 

Se  le  sostituzioni  di  un  grappo  H  sono  tntte  comprese  fra  qoelle 
di  un  altro  gmppo  G,  si  dice  che  H  è  nn  sotto-gruppo  di  G  ov- 
vero un  gruppo  parziale  di  G,  e  si  ha  il  segaente  importante 
teorema. 

241.  L'ordine  di  un  gruppo  qualunque  è  un  multiplo  dell'or- 
dine di  uno  qualunque  dei  suoi  gruppi  parziali. 

Siano  infatti  m  e  ja  riap.  gli  ordini  dì  G  e  dì  un  gruppo  par- 
ziale H  contentito  in  G.  Se 

1  =  8o ,  Sj  ,  S, , . .  . ,  S^_i  (6) 

SODO  le  ^  soBtitazioni  di  coi  si  compone  H,  il  gruppo  Q  conterrà, 
oltre  a  queste  sostitazìoni,  almeno  no'  altra  sostituzione  T,  e  quindi 
anche  i  prodotti 

T,  ,  T,S,  ,  T^Sg  ,  .  .  .  T,S^_i  [1) 

che  sono  evidentemente  tutti  distinti  fra  loro,  e  sono  anche  tatti 
distinti  dalle  sostituzioni  (6),  poiché,  se  fosse  p.  es. 

T,Si  =  Sj- , 

Indicando  con  k  l' ordine  della  sostituzione  S, ,  se  ne  dedurrebbe 

T,Si.Si*-'  =  SA*-' 
osa  in,  poiché 

ScS(*-»=Si*  =  l, 
se  ne  dedurrebbe 

T,=Sy-S/-S 

cioè  la  sostituzione  T,  farebbe  parte  del  gruppo  H  contrariamente 
al  supposto.  Se  il  gruppo  G  non  contiene  altre  sostituzioni  olire 
le  (6)  e  (7),  il  suo  ordine  sarà  2\i,  che  è  un  multiplo  di  |<,  ed  il 
teorema  sarà  dimostrato.  Se  esso  contiene  qualche  altra  sostitu- 
zione T|  diversa  dalle  (6)  e  dalle  (7) ,  esso  conterrà  anche  i 
prodotti 

T, ,  T,S,  ,  T,S, ,  .  .  . ,  T,8^.,  (8) 

che,  al  pari  dei  prodotti  (7),  saranno  tutti  distìnti  fra  loro  e  tutti 
distinti  dalle  (6).  Inoltre  essi  saranno  anche  tutti  distinti  dalle  (7), 
poiché,  se  fosse 

T,Si  =  T,Sj  , 
ne  seguirebbe  (dello  ancora  k  l'ordine  di  S,): 
Tj  =  T,S^Si*''  =  T,S,, 

cioè  la  Tj  farebbe  parte  delle  (7)  contro  11  supposto. 

Se  ora  G  non  contiene  altre  sostituzioni  oltre  le  (6),  (7),  (8),  il 
suo  ordine  sarit  3ji,  che  è  nn  multiplo  di  |i.  In  caso  contrario  si 


lyCoOt^lc 


procederà,  nello  stesso  modo  Hnchè  siano  esaurite  tutte  ie  sostitn- 
zioQì  di  G.  Se: 

é  l'altlmo  sistema  di  prodotti  ottenuto,  il  complesso  di  tutte  le  so- 
stitnzloni  di  8  si  troverà  rappresentato  dal  quadro  seguente: 

1  ,8,  ,8,  ,  •  ■  ■  ,    %-t 

T,        ,    T,Si        ,     T,Sj        ,•-,.,    T,8^i 

T,        ,     T,S.        ,    T,S,        ,  .  .  .  ,     T,S^.  (9) 

T^i     ,    T^,S,     ,     T^,S,    ,  .  .  .  ,     T^,S^_, 
e  l'ordine  di  G  sarà  espresso  da  m-^r,  il  che  dimostra  l'asserto. 

242.  CoROLLABio.  —  L'  ordine  di  w»  gruppo  qualunque  di  sosti- 
tuzioni fra  n  elementi  è  un  divisore  del  proiiotto  1.2.3...n. 

Infatti  tutte  le  [n  sostituzioni,  cbe  si  possono  effettuare  fra  n 
elementi,  costituiscono  un  gruppo,  che  si  chiama  il  gruppo  simme- 
trico, il  cui  ordine  è  l'ordine  massimo  possibile,  cioè  [n. 

Ogni  altro  gruppo  fra  gli  stessi  elementi  ,  essendo  necessa- 
riamente contenuto  in  questo ,  avrà  dunque  per  ordine  un  dìvi- 
sore  di  \n. 

11  quoto  di  [b  diviso  per  l'ordine  di  un  gruppo  G,  di  sostitu- 
zioni fra  n  lettere,  si  chiama  l'indice  del  gruppo  G. 

243.  In  modo  del  tutto  analogo  a  quello  tenuto  all'art.  241  si 
dimostrerebbe  che  «e  1,  8, ,  Sg ,  . . . ,  S^^,  sono  le  aoatituzioni  di 
un  gruppo  H  contenuto  in  un  gruppo  G ,  le  sostituzioni  di  G  si 
possono  rappresentare  con  un  quadro  della  forma: 


e,     ,  8,01     ,  SiOi     , . . . ,  s^,e, 

e,     ,  8,e,     ,   8,6,     , . . . ,  s^_,e,  (a)' 


©r-l     .    S,0,._,     ,    8,9^,     ,  .  .  .  ,    S^_,0^., 

essendo  appunto  (ir  l'ordine  di  Q. 

Notiamo  esplicitamente  che  le  linee  orizzontali  del  quadro  (9)' 
non  sono  in  generale  quelle  stesse  che  si  presentano  nel  qua- 
dro (9). 

244.  È  importante  di  notare  che  la  distribuzione  delle  sostitu- 
zioni di  un  gmppo  G  in  linee  orizzontali  del  tipo  (9),  o,  come  an- 
che diremo,  in  periodi  di  /<•  specie^  è  perfettamente  determinata 
(a  meno  dell'  ordine  con  cui  sono  scritte  le  orizzontalij  appena- 
chè  sia  data  la  prima  orizzontale,  cioè  il  primo  periodo.  Infatti, 
poiché  le  sostituzioni 

1     ,    8,     ,    8,     ,  .  .  .  ,    S„_, 
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del  primo  periodo  (a  differenza  di  quelle  di  ogni  altro  periodo) 
formano  nn  groppo ,  le  soBtitazioni  che  se  ne  deducono  moltipli- 
candole tutte  a  sinistra  per  una  stessa  sostituzione  Tj^Sj  di  G,  cioè: 

\8j    ,    Tj8,8,     ,     TjiSjS,     T^SjSj,.,  , 

non  differiscono,  fatta  astrazione  dall'  ordine,  dalle  sostituzioni: 

poicbè,  le 

Sj         ,    SjSi        ,    SjS,         ,  .  .  .  ,    ^j%.x 
non  differiscono,  salvo  l'ordine,  come  è  facile  vedere,  dalle 


Per  ragione  affatto  analoga  anche  la  dlstribnzione  delle  sostitu- 
zioni di  O  in  un  quadro  del  tipo  (9)'  cioè,  come  anche  diremo,  in 
periodi  di  2»  specie,  non  è  possibile  che  in  un  modo  unico,  ap- 
pena fissato  il  primo  periodo. 

245,  Fra  i  vari  gruppi  contenuti  nel  gruppo  simmetrico  (arti- 
colo 242)  costituito  da  tutte  le  sostituzioni  fra  »  lettere,  ve  ne  ha 


equivalgono  (art.  239)  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni  e  prende 
il  nome  di  gruppo  alternato. 

£  chiaro  infatti  che  il  prodotto  di  due  sostituzioni ,  ciascuna 
delle  quali  equivalga  ad  an  numero  pari  di  trasposizioni,  equivale 
pure  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni. 

246.  Pih  generalmente:  Se  le  aoatitusioni  dì  un  gruppo  qualun- 
que Q  non  tono  tutte  di  clatse  pari,  le  eoBlttueioni  di  classe  pari 
contenute  in  Q  formano  u»  sottogruppo  il  cui  07-dine  sarà  la  metà 
dell'  ordine  di  Q. 

Infatti ,  se  le  sostituzioni  di  G  non  sono  tutte  di  classe  pari, 
siano 

H,  ,  H,  ,  Hj  ,  .  .  .  ,  H^ 

quelle  di  classe  pari  e 


quelle  di  classe  dispari.  Il  gruppo  G   conterrà  certamente   le  so- 
stituzioni: 

H,T,  ,  H,T,  ,  .  .  .  ,  H^Tt 

che  sono  tutte  di  classe  dispari  e  tutto  distinte  fi*a  loro.  8ar&  dun- 
que V  >  ;t.  D'altra  parte  il  gruppo  G-  conterrit  anche  le  sostituzioa 

che  sono  tutte  di  classe  pari  e  tutte  distinte  fra  loro.  Sarà  dun- 
que kP^-  S>  conclude  pertanto  ^  =  v;  come  d.  d. 
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Vote  «d  Eieroixi. 

1.  Dimostrare  che  il  minimo  numero  di  trasposiiioni ,  a  cui  equivale 
atiai  data  sostituzione,  si  ottiene  sottraendo  dal  numero  degli  elementi,  su 
(■ni  si  opera,  il  numero  dei  cicli  della  sostituiione. 

2.  Costraire  tutti  i  grappi  di  aoatitazioni  possìbili  fra  tre  elementi. 
8.  Verifioare  che: 

(aie)  =  (<Jeo)(d«)(<Ie6)(dM)'}«I«)<jBoXd«)'. 

Osservando  poi  che  {ab](,cd)  =  (abc)(adc)  ed  (ab)(ac)  =  (abc) ,  dedurne  che 
ogni  (oafifun'ong  iJt  elaiie  pari  lì  può  aemprt  decomporr»  in  un  prodotto  di 
loiliiuzioni  circolari  fra  Irt  thraetUi. 

4.  Tulle  li  lotlituxioni  fra  U  Ullert  e.  ,  b  ,  o  ,  .  .  .  ,  d  pattano  generarti 
eom»  ritultanli  di  due  unieke  lottitunoni,   cioè  delle  du»  loititationi  circolari 

{abc  .  .  .  d)  ,  (6e  .  .  .  d) 

(cfr.  Giornale  di  Matematiche  voi.  XZV,  1897). 

Ei.  Il  gruppo  alternalo  è  il  tolo  gruppo  di  ordine   - 

timmtlrieo  delle  totlituiioni  fra  n  leltert, 

6.  Per  la  dimoatraiione  di  questo  e  degli  altri  teoremi  sulle  aostita- 
lioni  dei  quali  veniBae  dato  in  aegnito  il  solo  enunciato,  limandiamo  alle 

E.  Netto:  Teoria  delle  sostituzioni  e  sua  applicazione  all'  algebra  (Ver- 
sione dal  tedesco  di  G.  Battaglini.  Torino  1885^ 

L,  Bianchi:  Lezioni  sulla  teoria  dei  groppi  di  Bostituzioni  e  delle  e- 
qnaaioni  algebriche  secondo  Qalois    (Pisa  1900). 

g  5.0  —  TranHltlTltb  del  groppi  di  sostltazionl. 

247.  Un  grappo  dì  soBtitnzioni,  fra  gli  elementi  a, ,  a, , . . . ,  o„, 
si  dice  transitivo ,  se  fra  esse  se  ne  possa  trovare  almeno  una 
cbe  ad  un  elemento  qoalnnqne  a^  Bostituisca  an  elemento  qaalau- 
que  aj.  In  caso  contrario  si  dice  intransitivo. 

248.  Si  riconosce  subito  clie,  afBnchè  un  gruppo  sia  transitivo, 
è  necessario  e  sufficiente  ctie  si  trovino  in  esso  delle  sostitu- 
zioni che  all'  elemento  a^  facciano  succedere   risp.  gli  elementi 

Infatti,  se  questa  condizione,  evidentemente  necessaria,  è  sod- 
disfatta, esisterà  nel  grappo  una  sostituzione  S  che  cambia  a^ 
in  a,  ed  un'  altra  T  che  cambia  n,  in  oj  ;  onde  esisterà  anche  la 
sostituzione: 

S-'T 

che   cambia  appunto  a^  in  aj. 

249.  L'  ordine  di  un  gruppo  transitivo  fra  n  elementi  è  uguale 
ad  n  moltiplicato  per  l' ordine  del  sotto-gruppo  composto  da  quelle 
goftituzioni  che  non  {spostano  un  dato  elemento. 

Siano  infatti  8,  ,  S,  ,  . . .  ,  S„  le  aostiluzioni  del  groppo  transi- 
tivo G  che  lasciano  fermo  uno  dogli  elementi  a, ,  a^ ,  .  . .  ,  a^  su 
cai  operano  le  sostituzioni  di  G,  p.  es.  l'elemento  a,.  Queste  so- 
stituzioni costituiscono  evidentemente  un  gruppo. 
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Esisteranno  per  supposto  n  —  1  sostituzioni  T, ,  T,  , . .  . ,  T„_,  le 
quali  all'elemento  a,  sostituiscono  risp.  gli  elementi  a, ,  a, , . . . ,  a„; 
e  le  sofiittnziotii 

S^Tj ,  SjTj , . . .  ,.S,Ti  (9) 

sostituiranno  tatte,  manifestamente,  all'elemento  a,  l'elemento  a,. 
D'altra  parte  non  possono  esistere  nel  grappo  G,  oltre  le  (o),  al 
tre  sostitazioni  che  all'elemento  a,  facciano  succedere  U;-,  poicbè, 
Bc  Q  sia  una  siffatta  sostitnzìonc,  dovrà  il  gruppo  G  concenere  la 
sostituzione  QTf~'  la  qnale ,  lasciando  evidentemente  fermo  l' e- 
lemento  a^ ,  coincider  deve  con  una  delle  S,  , . .  . ,  8.  ;  cosicché 
si  avrà: 

QT(-'  =  8ft , 
d'  onde: 

cioè 

La  Q  è  dunqtte  appunto  compresa  fra  le  (a). 

Il  teorema  enunciato  si  trova  cosi  dimostrato  ;  poiché  le  sosti- 
tuzioni di  G  si  vengono  cosi  a  distribuire  in  n  sistemi  cìascnuo 
di  m  aostitnzionì ,  a  seconda  della  lettera  che  esse  fanno  succe- 
dere ad  o,. 

250.  Se  un  gruppo  di  sostituzioni  G  non  è  transitivo ,  le  let- 
tere a,  ,  a^ , . . . ,  a,  su  cui  operano  le  sue  sostituzioni,  ai  possono 
distribuire  in  due  0  più  sistemi  A,  ,  A, , . . . ,  A^  tali  che  le  sosti- 
tuzioni di  G  possono  soltanto  scambiare  fra  loro  le  lettere  di  ano 
stesso  sistema;  nel  mentre  che  il  gruppo  G  è  poi  transitivo  rispetto 
alle  lettere  di  ogni  singolo  sistema. 

Sia  infatti  A,  l' insieme  di  tutte  qaelle  lettere  che  possono  es- 
aere sostituite  ad  a,  per  mezzo  di  sostituzioni  di  G.  Si  riconoscerà 
subito  con  ragionamento  simile  a  quello  dell'art.  248  che  una  let- 
tera qualunque  del  sistema  A,  potrà  essere  cambiata  in  un'  altra 
lettera  qualunque  dello  stesso  sistema  A^  mediante  un'opportuna 
sostituzione  di  G;  e  che,  invece,  non  esisterà  in  6  alcuna  sostitn- 
zione  che  cambi  una  lettera  di  A,  in  una  lettera  non  contenuta 
in  A,.  Possiamo  dunque  dire  che  il  gruppo  G  è  transitivo  rispetto 
alle  lettere  del  sistema  A^  e  che  il  sistema  A,  è  intransitivo  ri- 
spetto  alle  lettele   che  non  fanno  parte  di  A,, 

Scolta  ora  a  piacere  un'altra  lettera  qualunque,  p.  es.  a^ ,  fra 
quelle  non  contenute  in  A,,  si  formerà  un  nuovo  sistema  A, 
nendo  insieme  tutte  quelle  lettere  che  possono  sostituirsi  ad  a,  me- 
diante sostìtnzioni  di  G.  Le  lettere  di  A^  saranno  evidentemente 
tutte  distinte  da  quelle  di  A,  e  il  sistema  A,  godrà  delle  stesse  pro- 
prietà testé  dimostrate  pel  sistema  A,,  Cosi  procedendo  sì  ver- 
ranno appunto  a  distribuire  lo  «  lettere  a,  , . . .  ,  «„  in  certi 
stemi  A,  ,  Aj ,  ■ .  ■ ,  A,,  dotati  dolle  proprietà  indicate  nell'enunciato , 

251.  I  sistemi  A,  ,  Aj Aj,  nei  quali  si  distribuiscono,  secon- 
do il  procedente  teorema,  le  lettere  su  cui  operano  le  sostituzio- 
ni di  un  gruppo  G ,  si  chiamano  i  sistemi  di  intransitività  del 
gruppo  G. 


lyCoOt^lc 


—  108  — 

Cosi,  ad  esempio,  I  sistemi  di  intransitività  del  grappo  formato 
dalle  potenze  di  nna  stessa  sostìtazione  8,  altro  non  sono  che  gli 
Bteesi  sistemi  di  lettere  che  compongono  i  singoli  cicli  di  S  de- 
composta (cfr.  art.  233)  in  sostituzioni  circolari.  E  chiaro  infatti, 
p.  es..  che  un'  opportuna  potenza  della  sostituzione: 

8  =  <ab  e  ^(g  h  k  e){l  m)(n  r  8), 

fra  le  tredici  lettere  distinte  a  ,b  ,  e  , . .  .  ,  t ,  potr&  cambiare  una 
qualunque  delle  lettere  a  ,b ,  e  ,  d  in  una  qualunque  delle  stesse 
a  ,  b  ,  e  ,  d  f  ma  non  potrebbe  mai  cambiare  una  delle  a  ,b  ,  e  ,  d 
con  una  delle  g  ,  h  ,k  ,  e. 

Hot*  ed  EBeroiu 

1.  8«  A  i  uno  qualungtit  dei  tittemi  di  inlraniitieità  di  un  gruppo  G,  il 
nutnaro  dtlle  letierg  di  A  i  un  divisore  delV  ordine  di  Q. 

Si  dimostrare  infatti,  con  ragionamento  identico  a  quello  dell' art.  249, 
che  i]  nnmero  delle  aostituBionì  di  Q  ohe  lasciano  ferma  una  data  lettera 
di  A  è  uguale  al  numero  delle  eoatìtuiìoni  di  O  che  a  quella  lettera  fanno 
succedere  un'altra  lettera  qualunque  dello  stesso  sistema  A. 

2.  Uu  gruppo  O  si  può  definire  per  meizo  di  un  oerto  numero  delle  sue 
sostituzioni  Ij,  ,  S,  ,  .  .  .  I  S^  che  si  ahiameranuo  la  generatrici  del  gruppo, 
scrivendosi; 

G  =  [S,  ,  S, ,  .  .  .  ,  SjJ. 

Con  ciò  si  vuol  intendere  che  Gèl' 
che  ai  possono  ottenere  mediante 
Cosi  p.  es.,  il  grappo 

[S  ,  T  ,  Q] 
conterrà  le  sostituzioni: 

S  ,  T  ,  Q  ,  S'T* ,  S'T'S* ,  STSQ  , .  .  .  , 

ed  6  chiaro  che  tntte  le  sostituzioni  cosi  ottenute  formano  du  grappo, 
poiché,  p.  es,  il  prodotto  di  S'T*  e  di  S'T»S<Q ,  cioè  S'T*S'T'S*Q  è  ancora 
uD»  sostituzione  dello  stesso  tipo. 


0  =  18, 

,  B Sa  .  T.  ,  T, , . 

■  ■ .  T,l 

15, 

,8,,... 

,S,1  =  H    ,     1T,,T,,. 

•..T.)  =  K 

può  anche  sor 

ivere; 

8  =  (H,K1 

con  che  si  vuol  intendere  che  Gèl'  insieme  di  tutte  quelle  sostituzioni 
che  nascono  dal  combinare  in  un  modo  qualunque  le  sostituzioni  del 
l^ruppo  U  fra  loro  e  colle  sostituzioni  del  gruppo  K.  Ciò  è  sent'  altro 
manifesto. 

4.  Non  è  in  generale  cosa  ajcevole  determinare  l'ordine  del  gruppo  gè- 
nerato  da  certe  date  sostituzioni  o  grappi  di  sostituzioni.  È  però  invece 
cosa  assai  asmplice  determinarne  i  sistemi  dì  intransitività.  Dopo  l'oseerva- 
cione  della  nota  precedente,  basterà  infatti  mostrare  come  oonosoendoai 
i  sistemi  di  intransitività: 

A,  ,  A,  ,  .  .  .  ,  A^  («) 
di  un  corto  grappo  H  ed  i  sistemi  di  intransitività: 

B,  ,  B,  ,  .  .  .  ,  B„  (3) 
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dì  OD  certo  gruppo  K,  ii  possftuo  datermioare  fftoilmenta  i  Biitemi  di  in- 
transitività del  gruppo  [H  ,  K],  E  pracisamente  basterà  mostrare  come  sì 
determini  il  sistenia  di  intransitività  Q  cui  appartiene  una  certa  lettera 
scelta  a  piacere  fra  quella  sa  cui  operano  le  soetituiiuai  dei  due  gruppi, 
p.  es.  la  lettera  a  scelta  fra  quelle  del  sistema  A,. 
Sa 

B'  ,  B"  ,  .  .  .  ,  B'^J  (T) 

sono  quelli  fra  i  sietomi  (^)  ohe  contengono  una  o  più  lettere  dal  sistema  A„ 
il  sistema  cercato  Q  dovrà  intanto  contenere  il  sistema  Q,  formato  dalla 
riunione  di  B'  ,  B"  ,  .  .  ,  .  B(r'.  In  fatti,' poiché  b  possibile  cambiare  a  ,  me- 
diante sostituzioni  di  O,  in  una  qualunque  delle  lettere  di  A  sarà  in  par- 
ticolare possibile  di  cambiare  a  con  una  delle  lettere  che  A,  ha  in  co- 
mune con  B>'J  ,  ohe  sia  p.  es.  a^;  e  quindi,  combinando  la  sostituzione  di  H 
che  cambia  a  in  oi  con  una  delle  sostìtuitoni  di  K  che  cambiano  a,-  in  una 
altra  qualunque  delle  lettere  di  B,  ,  si  avrà  appunto  una  sostitusione  che 
cambia  a  in  una  qualunque  di  quelle  di  BO.  Il  sistema  Bll  dovrà  quindi  far 
parte  del  sistema  di  intransitività  U  cui  appartiene  la  lettera  a. 

Se  ora  A,  ,  A'  ,  A"  ,  .  .  .  ,  A!"'')  sono  quei  sistemi  (a)  che  hanno  uno  o 
più  lettere  in  comune  con  U,  ,  si  riconoscerà,  con  ragionamento  simile  al 
precedente,  che  il  sistema  cercato  U  dovrà  contenere  ciascuno  dai  sistemi 
A,  ,  A'  ,  .  .  .  ,  A'""')  e  quindi  anche  la  loro  riunione  che  indicheremo  con  0,. 
Per  ragione  analog-a  dovrà  poi  contensre  anche  la  riunione  U,  di  tutti  quei 
sistemi  (^)  che  hanno  una  o  più  lettera  in  comune  con  0,  ,  e  cosi  di  seguito 
finché,  essendo  il  numero  totale  delle  lettere  finito,  si  giungerà  ad  un  si- 
stema Qj^  che  non  potrà  essere  ulteriormente  ampliato;  tale  cioù  che  Q;^,., 
coinciderebbe  con  Uj^.  Il  sistema  Hj^,  che  sarà  al  tempo  stesso  l'aggregato  di 
un  certo  numero  di  sistemi  (a)  e  l'aggregato  di  un  certo  numero  di  si- 
stemi (^),  sarà  evidentemente  il  sistema  cercato  U. 

5.  Riconoscere,  mediante  la  decomposiaione  in  cicli,  ohe  il  gruppo  ganft- 
rato  dalle  due  sostituzioni: 

"-\abtdefghk)'   '^  '  \ab  ed  tf  g  hk) 

6.  Quali  sono  i  sistemi  di  intransitività  del  gruppo  generato  dalla  tre 

iostitusioni: 

(oi«)     ,     igh)     ,     (abt:d)(.tgh)^ 

§  6."  —  PermatablUtà  delle  soatltaslonl  —  TrASformaslone. 

252.  Due  sostituzioni  o  gruppi  di  soBtitnzioni,  o  anche  due  sem- 
plici sistemi  di  sostituzioni,  si  dicono  fra  loro  simili,  quando  non 
differiscono  I'  uno  dati'  altro  clie  per  la  denominazione  degli  ele- 
menti su  cui  operano.  Cosi  per  esempio  le  due  sostituzioni  : 

S  =  (abc){def)(gh)    ,     8' =  idcb){ghfXae) 

sono  BJmili,  perchè  la  S  diviene  la  S'  se  sulle  lettere  a,  b,  e,  d,  e, 
f,  g,  h  si  esegue  la  sostituzione  : 

T  =  iadg){eh){bc). 

253.  Quest'operazione  di  Boetituzione  eseguita  sui  simboli  che 
rappresentano  gli  elementi  si  chiama  trasformazione,  la  sostitu- 
zione eseguita  si  chiama  la  trasformante  e  la  nuova  sostituzioDe 
(o  gruppo  di  sostituzioni)  cosi  dedotta  dalla  sostituzione  primitiva 
{0  dal  gruppo  primitivo)  si  chiama  la  Bostituzione   (o   il   grappo) 
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irasformato.  Cosi,  nell'esempio  dt  dianzi,  S  è  la  sostituzione  pri- 
mitiva, S'  è  la  trasformata  e  T  è  la  sostituzione  trasformante. 

'2bi.  Se  3'  è  la  trasformata  di  una  sostitusione  S  ottenuta  mercè 
la  trasformante  T,  ai  ha  l'uguaglianza  ST  -TS'. 
Infatti,  &e  a  6  una  qualunque  delle  lettere  su  cui  opera  la  S,  sia: 

■f-C::»:::?':::). 

cosicché  : 
Si  trova  subito,  eseguendo  i  prodotti  indicati,  che  : 

-=(:::^;::)(;;:«';::r:;:)=(:::^ 


'•=(::;^:::r:;:)(:: 


ad  una 
e.  d.  d. 


Le  sostituzioni  ST  e  TS'  sono  dnnque  uguali,   perchè 
lettera  qualunque  a  fanno  succedere  la  stessa  lettera  b' 

255.  Corollario  I.  —  Se  una  soatiluzione  8  si  trasfoì-ma  mercè 
una  sostituzione  T,  la  trasformata  S'  è  data  da  : 


Ciò  risalta  infatti  dall'uguaglianza  TS'  =  ST,  moltiplicandone  i  due 
membri  a  sinistra  per  T~'. 

256.  Corollario  n.—jS'e  due  sostituzioni  S  ed  S'  sono  simili, esiate 
almeno  una  sostituzione  T  per  la  quale  è  ST  =  TS'. 

Infatti,  se  S'  è  simile  ad  S,  casa  si  può  ottenere  trasformando 
il  simbolo  di  S  mediante  una  certa  sostituzione  T. 

257.  Corollario  III.  —  Affinchè  una  soslitnzione  S  aia  permuta- 
bile ad  una  sostituzione  T,  è  necessario  e  «ufficiente  che  la  sosti- 
tuzione T,  eseguita  nei  cicli  di  H,  non  alteri  il   significato  di  3, 

L'  egaaglianza  : 

TS  =  ST 

equivale  infatti  (come  si  vede  moltiplicandone  ì  due  membri  a  si- 
nistra per  T~*)  all'eguaglianza: 


la  quale  ci  dice  appunto  (cfr.  Cor.  I)   che   la  trasformata  di   I 
mercè  la  sostituzione  T,  è  ancora  la  stessa  sostituzione  S. 


258.  Questo  teorema  fornisce  un  modo  assai  semplice   per   co- 
Cafblli.  — /td'IuiioMÌ  di  analiii  algtbrica,8.'  edie.  14 
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BtraÌTG  tatte  le  sostituzioni  T  permtitabiti  ad  una  data  sostitn- 
zione  8. 

Sia  data,  per  esempio,  la  sostituzione: 

S  =  (abc)(deygh).  (a) 

Affinchè  una  sostituzione: 

rj,  __  /a'b'c'd'e'g'h"\ 
\abcdegh  ) 
sia  permutabile  ad  S,  sarà  necessario  e  sitfiiciente  clie  sìa: 
(a't'cOCrf'eOG?'*')  =  {abc){de){ffh). 

Sarà  dunque  necessario  e  aufficiente  die  i  tre  cicli  (aie),  (de),  (gh] 
differiscano  dai  tre  cicli  {a'b'c'),  [d'e'),  {g'h,')  soltanto  per  l'ordine 
di  successione  dei  cicli  stessi,  ovvero  per  uno  spostamento  circo- 
lare delle  lettere  di  ciascun  ciclo;  g^iacchè,  p.  es. ,  il  si^ificato 
del  ciclo  {abc)  è  identico  a  quello  del  ciclo  {bea)  ed  a  quello  del 
ciclo  [caV). 

Basterà  dunque,  per  esempio,  che  i  cicli  : 

{a'b'c')  ,  {d'e')  ,  (?'/»■} 
coincidano  rispettivamente  coi  cicli  : 

{cab)  ,  {gh)  ,  {ed), 
cosiccbò  la  sostituzione  : 


T=(rtc".';')=(-w^") 


sarà  permutabile  alla  (a). 

259.  Se  OD  sistema  di  sostituzioni  8,  ,  Sj ,  . . . ,  Sj,  è  trasformato 
in  te  itesso  dalla  sostituzione  T,  cioè  se  lo  trasformate  delle  S,, 
S,  ,  .  . .  Sx  per  mezzo  di  T  coincidono,  fatta  astrazione  dall'ordine 
colle  stesse  S,  ,  S, ,  .  . . ,  8^,  il  sistema  : 

SiT  ,  S,T  , .  . . ,  S^T  !,1) 

coincide,  fatta  astrazione  dall'ordine,  col  sistema: 

T8,  ,  TS,  , . .  . ,  TSi  (2) 


T-'SiT  ,  T-'S^T  , . . .  ,  T-'Sj^T  (3) 

coincide  col  sistema: 

S,  ,  S,  , . .  .  ,  Si  {i) 

le  (3)  moltiplicate  a  sinistra  per  T,  cioè  appunto  le  (1),  coincide- 
ranno colle  (4)  moltiplicate  a  sinistra  per  la  stessa  T ,  cioè  ap- 
punto collo  (2).  Reciprocamente,  se  le  (l)  coincidono  colle  (2), 
moltiplicando  le  une  e  le  altre  a  sinistra  per  T~',  se  ne  dedurrà 
la  coincidenza  delle  (3)  colle  (4). 
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260.  Se  'B.  é  un  sottogruppo  di  un  gruppo  Q,  il  quale  è  trasfor- 
mato in  se  stesso  da  tutte  le  sostituzioni  di  G,  i  periodi  di  1"  sps' 
eie  nei  quali  si  distribuiscono  le  sostituzioni  di  G  quando  si  as- 
sume come  primo  periodo  il  gruppo  H  (cfr.  art.  244),  coincidono 
coi  periodi  di  2"  specie;  e  reciprocarilente, 

E  questa  una  conseguenza  della  proposizione  del  precedente  ar- 
ticolo', poiché,  se  I,  Sj ,  Sj ,  .  .  .  ,  S^^,  sono  le  sosiituzioni  di  H, 
uno  qualunque  dei  periodi  di  !■  specie  sitrà  della  forma: 

T  ,  TSi  ,  TSj , . .  . ,  TS^_,  (5) 

essendo  T  una  soBtituzione  qualunque  di  6 ,  e  quindi,  se  H  è  tras- 
formato in  se  stesso  da  T,  coinciderà  col  sistema  : 

T  ,  S,T  ,  Sj  , .  .  . ,  S^_,T  (6) 

cioè  con  un  periodo  di  2>  specie.  Beciprocamcute,  se  Jl  periodo  (5) 
coincide  con  un  periodo  di  2*  specie,  esso  dovrà  necessariamente 
coincidere  col  periodo  (6)  col  quale  lia  già  in  comune  la  sostitu- 
zione T  ;  opperò  H  sarà  trasformato  in  se  etesso  da  T. 

261.  Se  il  sistema  delle  X  sostituzioni  8,  ,  S, ,  .  , .  ,  S;^  sì  indichi 
brevemente  con   8,  la  coincidenza  dell'aggregato  : 

B,T  ,  SjT  ,  . . . ,  S^T 
coir  aggregato  : 

TS,  ,  TSg , . .  . ,  TSi 

si  pub  esprimere  brevemente  (Gap.  I,  art.  28)  coll'eguaglianza  : 

ST  =  TS. 

Pertanto,  in  luoj^o  di  dire  che  il  sistema  Sé  trasformato  in  se  stesso 
dalla  sostituzione  T,  si  potrà,  volendo,  anche  dire  che  il  sistema 
S  è  permutabile  colla  sostituzione  T. 

262.  In  luogo  di  dire  che  un  sistema  S  di  sostituzioni  6  trasfor- 
mato in  se  stesso  dalla  sostituzione  T,  si  suol  anche  dire  che  esso 
è  invariante  rispetto  alla  sostituzione  T. 

In  particolare,  in  luogo  di  dire  che  un  sottogruppo  di  G  è  tra- 
sformato in  se  stesso  da  tutto  le  sostituzioni  di  G,  si  dice  anche 
brevemente  che  esso  è  un  sotto-gruppo  invariante  di  G. 

Un  gruppo  che  non  ammette  alcun  sotto  gruppo  invariante ,  si 
dice  semplice;  in  caso  contrario  si  dice  che  è  composto.  Vedremo 
fra  breve  l'importanza  di  tale  distinzione. 

Vote  »d  Eseroiii. 

1,  Traifurmare  la  sostituzione   (    i     j^     lì   medianta    la    sostituzione 

\ao  ca  e g  n/ 
(abcdegh). 

2.  BicoDOScere  che  le  soatituzioni  permutabili  con  (abc){de)(gh)  sono  24 
e   quelle  permutabili  con  (abc){,deg){kr)(_3C}  sono  144. 

B.  Biconoscere ,  in  base  alle  oonveutioni  del  Capitolo  I  (art.  28)  che, 
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T-i8T  =  S. 

i.  Biconoacere  che  le  Bostituzioni  trasformanti  ìd  se  etesso  un  cerio  si- 
stema di  snetituzioni  costitniscono  un  g;rappo. 

5.  Se  due  gruppi  di  loiiiluiiotti  tono  tali  che  ognuno  di  éin  i  Inu/ornialo 
in  te  slesto  da  tulle  le  lotUtuzioni  delCaltro,  e  te  inoltre  i  due  gruppi  non 
hanno  in  eamane  alcuna  tottiluxione  all'  infuori  dell'  unità,  dovrà  neeettaria- 
mente  agni  tingala  lottiiuzione  dell'uno  estere  permutabile  con  ogni  tingala  io- 
llituxtone  dell'altro. 

6.  Due  grappi  O  e  T  si  dicono  permutabili  fra  loro  se,  presa  ad  arbitrio 
in  G  naa  aostitaiioue  ^  ed  in  T  uiia  sostituzione  y<  esistono  risp.  in  Q 
e  T  due  BoBtitQzioni  g'  e  7'  teli  da  eversi  ; 

flT  =  TV- 

db  premesso  :  te  due  gruppi  O  <  T  fono  permutabUi  fra  loro  e  no»  hanno 
in  comune  alcuna  toiiitutione  cdl'i'ufuori  dell'unità,  l'ordine  del  gruppo  (G,r) 
generata  (ofr.  le  Note  del  §  precedente)  da  6  e  da  T  ^  uguale  al  prodotta 
dei  loro  ritpetlivi  ordini. 

Per  Ibi  diiuos trazione  di  questo  teorema  e  del  procedente,  si  vegf;a  il  ca- 
pitolo II!  dell'opera:  A.  Capelli  e  6.  Oarbieri,  Corto  di  analiii  algebrita 
(Padova,  lUStì). 

7.  Il  gruppo  alternato  fra  n  lettere  {  art.  245  )  è  un  gruppo  tempUee  per 
n  >  4.  Per  la  dimostrasione  si  vegf^a  p.  ea.  l'opera  ora  citata  (p.  208). 

§  7.e  —  Qrappl  di  iostltazlonl  fra  dne,  tre 
e  qaattro  elemeotl. 

263.  Con  soli  dne  elementi  a  &  h  non  si  possono  formare  evi- 
dentemente che  dne  gruppi  di  sostituzioni,  rispettiv&mente  degli 
ordini  1  e  2.  Il  primo  è  costituito  dalla  sostituzione  identica  1.  Il 
secondo  dalle  due  sostituzioni  X  ed  (ab). 

264.  Fra  3  lettere  «,  6,  e,  oltre  al  gruppo  simmetrico  formato 
dalle  6  sostituzioni  fra  tre  lettere: 

1  ,  (o6c)  ,  {acb)  ,  'ab)  ,  (6c)  ,  {c«),  (o) 

si  ha  primieramente  il  gruppo  alternato  formato  dalle  tre  sostita- 
zlonì  di  classe  pari: 

1  ,  (a  6  e)  ,  (a  e  6),  (?) 

ed  è  manifesto  che  non  possono  esìstere  altri  gruppi  formati  con 
sole  sostiinzioni  di  classe  pari,  all'  infuori  del  gruppo  cosiituito 
dall'  unica  sostituzione  1. 

Ci  resta  solo  a  vedere  se  esiste  qualche  sotto-gmppo  di  (a)  le 
cui  sostituzioni  non  siano  tutte  di  classe  pari.  Il  suo  ordine  do- 
vendo essere  un  divisore  di  6  e  al  tempo  stesso  (cfr.  art.  246)  un 
numero  pari,  non  può  essere  che  uguale  a  2.  Esso  non  può  dun- 
que contenere  oltre  all'  unità  che  un'  unica  sostituzione  di  classe 
dispari  e  di  aecond'  ordine ,  cioè  una  dello  tre  sostituzioni  (a  b), 
(b  e)  ,  (e  a). 

Concludiamo  dunque  che  U  gruppo  simmetrico  (a)  non  contienp, 
oltre  il  grappo  unitario  0  li  gruppo  ottenuto  (f),  che  i  irò  in^ppi 
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ìutransitivl  di  2°  ordine: 

1  ,  (a  6)  ì         1  ,  (fi  e)  ;         1  ,  (e  a)  (f) 

265.  Fra  le  24  eostituzioni  del  gruppo  simmetrico  T,  tra  quat- 
tro elemenli  a  ,b  ,  e  ,  d ,  ve  ne  aono  12  di  classo  pari,  cioè  le 
qaattro  di  ordini  I  e  2: 

1  ,  (a  6)(c  d)  ,  {a  c)(b  d)  ,  (a  dy.b  e)  (I) 

il  cui  insieme  costituisce  già,  come  subito  si  riconosce,  on  grappo 
elle  indictieremo  con  H,  e  le  otto  di  ordine  3: 

(abc)  ,  iadb)  ,  (acd)  ,  {bcd)  ] 

[.  (Il) 

(a  eb)  ,  {a  b  d)  ,  {a  d  e)  ,  (b  d  e)  ) 

L'insieme  delle  (I)  e  (II)  costituisce  il  grappo  alternato^  che  in- 
dicheremo con  Q. 

Delle  12  sostituzioni  di  classe  disparì,  ve  no  sono  poi  sei  di  or- 
dine 2,  cioè; 

(a  b)  ,  (ac)  ,  {a  d)  ,  (6  e)  ,  {b  d)  ,  (e)  d  (III) 

e  sei  di  ordine  4,  cioè: 

(ab  ed)  ,  (a  e  b  d)  ,  {ab  de)   i 

(IV) 
iadcb)  y{adbii)  ,  (acdb)] 

266.  Passiamo  a  vedere  se  esistono,  oltre  quelli  già  segnalati, 
altri  sotto-gruppi  transitivi  del  gruppo  V;  e  supponiamo  dapprima 
che  esista  in  V  un  sotto-gruppo  Gr  composto  di  sole  sostituzioni 
di  classe  pari.  Dico,  che  se  G  contiene  una  sostituzione  circolare 
di  tre  lettere,  cioè  una  qualunque  delle  sostituzioni  del  tipo  (lì), 
esso  coinciderà  necesaariiiuiente  col  gruppo  alternato.  Supponiamo 
infatti  che  esso  contenga  {a  b  e).  Poiché  esso  è  transitivo,  [dovrà 
contenere  almeno  una  Bostitnzione  S  che  cambia  a  ìa  d  a  quindi 
dovrà  contenere  la  sostlCnzione  : 

S-'  (a  fi  e)  S  , 

ohe  sarà  una  sostituzione  circolare  di  tre  lettere  contenente  la  let- 
tera d.  Sia  questa  per  esempio  (a  fi  d).  Oltre  a  queste  due  sosti- 
tnzioni  circolari  ed  al  loro  quadrati,  cioè  (a  e  fi)  ed  {a  db),  con- 
terrà allora  il  groppo  G  anche  le  altre  quattro  sostituzioni  del 
tipo  (II),  poiché: 

(a  6  c)(a  dh)r={bcd)  ,  (ad  6)(a  bc)  =  {adc) 

{a  e.  b)(a  b  d)  =  {a  e  d)  ,  {ab  d)(a  cb)  =  {bd  e). 

Inoltre  conterrà  anche  le  sostituzioni  del  tipo  (I)  ,  poiché  per 
esempio: 

(a  b){c  d)  =  {ad  c)(a  d  b). 

Se  il  gruppo  G  non  coincide  col  grappo  alternato,  esso  non  po- 


lyCoO^^lc 


irà  dunque  contenere  che  sostituzioni  del  tipo  (I)  ;  e  poicliè  esso 
è  per  supposto  transitivo,  le  dovrà  contenere  tutte  e  quattro,  cioè 
coinciderà  col  grappo  H. 

267.  Supponiamo  ora  in  secoodo  luogo  che  II  sotto-gruppo  G 
contenga  sostituzioni  di  classe  puri  e  sostituzioni  di  classe  dispari. 
Le  sostituzioni  di  classe  pari  formeranno  un  gruppo  K  e  se  K  à 
transitivo,  dovrà  coinciderò ,  per  quanto  ai  è  visto  all'  art.  prece- 
dento  col  K™Ppo  li-  Ili  qucsia  Ipolesi  il  gruppo  G  sarà  dunque 
generato,  dal  gruppo  H  combinato  con  una  sostituzione  S  di  classe 
dispari.  In  effetto  prendendo  per  S  una  sostituzione  del  tipo  (III), 
per  esempio  (n  6),  sì  ha  il  gruppo  di  ordine  8  ,  che  indicheremo 
con  R, ,  costituito  dalle  sostituzioni: 

l  ,  (a  b)(c  d)  ,  (a  d,{b  e)  ,  (a  c)(6  d)  ] 

(o  il)   ,    {ed)  ,   {a  db  e)    ,    (acbd)  ) 

cioè  dalle  sostituzioni  di  H  e  dalle  sostituzioni  di  H  moltiplicate 
a  sinistra  per  (a  b).  Che  queste  8  sostituzioni  formino  un  gruppo, 
risulta  da!  fatto  evidente  che  il  gruppo  H  è  trasformato  in  se  stesso 
da  ogni  sostituzione  di  V,  ed  in  particolare  dalla  [a  b)  ;  cosicché 
(efr.  art.  259)  le  sostituzioni  di  H  moltiplicate  per  (a  b)  a  sinistra 
non  differiscono,  fatta  astrazione  dall'  ordine,  dalle  sostituzioni  di 
H  moltiplicate  per  (^ab)  a  destra.  Dalla  forma  di  B,  è  poi  mani- 
festo che,  se  per  S  si  prenda  una  sostituzione  del  tipo  (IV) ,  per 
esempio  {a  d  b  e),  si  ricade  sempre  in  un  gruppo  dello  stesso  ti- 
po di  B,. 

Di  gruppi  del  tipo  R,  ve  no  sono  evidentemente  altri  due,  che 
indicheremo  con  R^  ed  Rj,  che  si  deducono  da  R[  scambiando  dap- 
pertutto a  con  e  ovvero  a  con  d, 

268.  Se  poi  K  è  intransitivo,  si  riconosce  subito  che  esso  è  di 
2»  ordine  e  del  tipo: 

l,(ab){cd)  (K,) 

ovvero  dì  3»  ordine  del  tipo: 

1  ,{abc)   ,iac  b);  (K.) 

cosicché  G  sarà  generato  combinando  uno  di  questi  due  tipi  di 
gruppi  con  una  sostituzione  dì  classe  disparì,  H ,  che  lo  trasfor- 
ma in  se  stesso. 

Ora,  delle  sostituzioni  del  tipo  (III),  le  sole  che  trasformino  K, 
in  se  stesso,  sono  (ab)  e  (ed)  che  combinate  con  K,  danno  origine 
al  gruppo  intransitivo  : 

1  ,  {ab)  ,  (Cd)  ,  (abXcd) 

e,  del  tipo  IV,  le  sole  che  trasformino  K,  in  se  stesso,  sono  {acbd) 
ed  (adbc)  che  combinale  con  Kj  danno  origine  al  gruppo  ciclico, 

che  indicheremo  con  S^  : 

1  ,  (acbd) ,  (acbdy  =  (at.)(cd) ,  (acbdy  =  {adbc). 
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Qnanlo  alte  eostitazioni  del  tipo  (III)  che  traefoi-mano  In  se 
stesso  Kg,  vi  sono  le  sole  {ab) ,  {ac)  ,  (6c)  che  combinate  con  Kj 
generano  il  ginppo  intransitivo  di  6°  ordine  : 

1  ,  (afte)  ,  (acb) ,  {ab)  ,  (ac) ,  (bc) 

cioè  il  gruppo  simmetrico  (cfi-.  art.  264)  fra  tre  sole  lettere.  Fi- 
nalmente di  sostituzioni  del  tipo  (IV)  cbe  trasformino  in  se  stesso 
K, ,  non  ve  ne  ha  alcana. 

Concludiamo  dunque  che  di  sottogruppi  transitivi  contenuti 
in  r  si  hanno,  oltre  il  gruppo  unitario,  solo  i  seguenti: 

1")  il  gruppo  alternato  Q  di  ordine  12. 

2°)  i  tre  gruppi  simiii  Rj  ,  R, ,  B  di  ordine  8. 

3")  il  gruppo  di  ordine  4  formato  dalle  (I). 

4»)  ire  gruppi  ciclici  simili  S,  ,  S^  ,  S3  formati  rispettivamente 
dalle  potenzi!  di  (abcd) ,  (acbdj ,  (abdc). 

Vota. 


1  ,  (ab)(cdì  ,  (acKbd)  ,  (ad)IM) 
è  opportuno  dare  il  noma  di  gruppo  anarmonìeo,  poiché,  Be  a,  6,  e,  d  rap- 
presentano dei  numeri  arbitrari,  le  sue  soHtituzionì  lasciano  inalterato  il 
cosi  detto  rapporto 


di  cui  avremo  occBSione  di  occnparcì  in  aegmio. 

2.  Quanto  ai  p'uppi  intransitivi  contenuti  nel    gruppo 
4  lettere,  il  lettore  liconoscerà  ìmmedìatamenta  che,  oltre  ai  tre  tipi  (n), 
(P^  (t)  dell'art.  2G4,  non  può  esistere  cbe  il  tipo  di  ordine  4  : 

I  ,  (ab)  ,  (ed) ,  {<,b)(cd). 
§  S.o  —  Igoraorflsmo  del  gruppi  di  soatltuxloDi 

269-  Dati  dne  aggregati  A, ,  A, ,  A, , .  -  .  e  B,  ,  Bj ,  Bg ,  . .  .di 
oggetti  ben  distinti,  sapponlamo  sia  stato  fissato  un  certo  criterio 
in  virtù  del  quale  tutte  le  coppie  A;  Bj  che  si  possono  formare 
combinando  un  elemento  qualunque  del  primo  aggregato  con  un 
elemento  qualunque  del  secondo  si  trovino  distinte  in  due  classi 
ben  determinate.  Si  potrà  allora  dire ,  per  brevità  di  linguaggio, 
che  i  due  elementi  A(  e,  Bj  sono  con'ispondenti  fra  loro  se  la  cop- 
pia A(  hj  appartiene  alla  prima  classe;  si  dirà  invece  che  non  sono 
corrispondenti  se  la  detta  coppia  non  appartiene  alla  prima  classe, 
cioè  appartiene  alla  seconda. 

È  chiaro  che  la  corrispondenza  fra  i  due  aggregati  dati  si  po- 
trà stabilire  in  differenti  modo  variando  la  legge  di  coì-rispondenza, 
cioè  il  criterio  determinante  le  due  classi. 

In  una  stessa  corrispondenza,  un  elemento  qualunque  Aj  potrà 
avere  per  corrispondenti  ne!  secondo  aggregato  più  elementi,  ov- 
vero un  solo  elemento;  né  si  esclude  che  qualche  elemento  A,- 
possa  anche  non  avere  alcun  corrispondente. 
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Quando  ogni  elemento  di  an  aggregato  A  ba  no  unico  cottÌ- 
spondcDte  nell'  aggregato  B  ,  si  dice  che  la  corrispondenza  è  ddÌ- 
Toca  rispetto  all'aggregato  À.  Se  poi  la  corrispondenza  è  nnivoca 
rispetto  ad  entrambi  gli  aggregati,  se,  cioè,  ad  ogni  elemento  di 
A  corrisponde  nn  nnico  elemento  di  B  e  ad  ogni  elemento  di  B 
un  nnico  elemento  diÀ,  si  dice  che  la  corrispondenza  è  biuni- 
voca (o  nnivoca  assolntamente). 

270.  Dette  ora  gi  =  i-  ,  fft ,  gs ,  •  ■  ■ ,  g^  le  sostituzioni  di  nn 
gruppo  G  e  f,  =  1  .  T»  »  Ts  »  ■  •  -  .  Tji  qaelle  di  un  altro  gruppo  r, 
supponiamo  cbe  fra  le  sostituzioni  dei  due  gruppi  abbia  luogo 
una  corrispondenza  tale  che  se  g^  è  corrispondente  di  y^  e  gj  Aì 
f^,  sìa  anche  sempre  g^gj  corrispondente  di  7^7*1  comunque  sì 
siano  scelte  le  due  coppie  di  elementi  corrispondenti.  In  tal  caso 
i  due  gruppi  G  e  P  si  dicono  inomorfi ,  e  la  corrispondenza  fra 
essi  stabilita  si  dir&  una  corrispondenza  di  isomorfismo. 

Ci  è  sempre  lecito  di  ritenere  che  ad  ogni  sostitozioue  di  G  cor- 
risponda almeno  una  sostituzione  di  r  e  reciprocamente.  Infatti, 
ove  cosi  non  fosse,  quelle  sostituzioni  di  G  alle  quali  corrispon- 
dessero in  r  una  o  più  sostituzioni,  formerebbero  un  sotto-gruppo 
G'  e  similmente  le  sostituzioni  di  T  aventi  almeno  una  corrispon- 
dente in  G  formerebbero  un  sotto-gruppo  T' di  T;  diguisachè  la 
corrispondenza  fra  Q  e  r  si  ridurrebbe  in  sostanza  ad  una  cor- 
rispondenza fra  G'  e  V. 

271.  Ciò  premesso,  non  è  diffleile  di  riconoscere  che  oj^nt  <i>- 
gtituzione  di  G  ha  in  V  lo  Bteaao  numero  di  corrispondenti. 

Supponiamo  infatti  che  ad  una  sostituzione  j;r  dì  G  corrispon- 
dano In  r  le  p  sostituzioni 


e  che  ad  un'  altra  sostiiuzione  g'  dì  G  ne  corrispondano  p',  della 
quali  una  a  piacere  sia  indicata  con  a'.  Sia  poi  x  una  delle  so- 
stituzioni di  r  che  corrispondono  alla  g~^  di  G.  Dati'  essere: 


rispondente  di  0( 

s                   >     T 

»               »    c' 

pendente  di  0,  -  e' 

cioè  saranno  cor- 

e'        Ci  =  4,2.... 

,i» 

segue  che  1717  'j'  san 

rispondenti: 

g'        e        CjTc' 

Alla  sostituzione  g'  corrispondono  dunque  in  P  almeno  p  sostitu- 
zioni distinte.  È  dunque  p'>p;  onde,  poiché  si  proverebbe  simil- 
mente che  p>p',  si  conclude  appunto  p  =  p'. 

27*2.  Sia  ora  0,  l' insieme  di  tntte  quelle  sostituzioni  di  G  che 
lianno  per  corrispondente  in  T  la  sostituzione  1;  Q,  l'insieme  dì 
tutte  quelle  sostituzioni  di  P  che  sono  corrispondenti  della  sosti- 
tuzione 1  dì  G.  Dico  che  le  sostituzioni  di  0,  formano  nn  gruppo 

e  cosi  quelle  di  Q,. 
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Infatti,  poiché  a  àue  sostitnzioni  qualunque  di  0^  corrisponde 
in  r  l'unità,  al  loro  prodotto  corrisponderà  1x1,  cioè  ancora  l'u- 
nità. Il  prodotto  di  due  sostituzioni  qualunque  di  0,  k  dunque  una 
sostituzione  di  O,  ;  e.  d.  d. 

273.  COBOLLABIO.  —  Le  aoaiiiuzioni  g[  =  1  e  T,  =  1  sono  levt- 
pre  corrispondenti.  ln{8.ttì  0^  ed  Q,,  essendo  gruppi,  contoner  deb- 
bono la  sostituzione  identica. 

274.  Una  sostituzione  qualunque  s  di  Oj  ed  una  qualunque  di 
Q,  sono  corrispondenti.  Infatti,  poiché  alle  sostituzioni  L  ed  «  di 
G  corrispondono  risp.  lo  sostituzioni  a  ed  1  di  V,  al  prodotto  1X1, 
cioè  *,  corrisponderà  e  XI,  cioè  a. 

Inoltre  una  sostituzione  qualunque  di  0,  non  può  avere  per 
corrispondente  in  r  una  sostituzione  che  non  appartenga  ad  Q,. 
Supponiamo,  infatti,  che  alla  sostituzione  s  di  0,  corrisponda  in  r 
una  sostituzione  y.  Poiché  s  è  corrispondente  di  ^  ed  è  anche 
corrispondente  di  1,  sarà  s*  corrispondente  di  7  e  quindi  anche 
«^  corrispondente  di  f,  e  cosi  via;  cosicché,  se  v  è  l'ordine  di  «, 
6<-irà  anche  s*  corrispondente  di  y ,  cioè  1  corrispondente  di  •(; 
onde  f  dovrà  appunto  far  parte  di  Qj. 

275-  Sia  ora  g  una  qualsiasi  sostituzione  di  Q  non  contenuta 
in  0,  e  -f  una  qualunque  delie  sue  corrispondenti  (che,  per  quanto 
si  è  già  visto,  non  potrà  essere  contenuta  in  H^).  È  facile  ricono- 
scere che  una  qualunque  delle  sostituzioni  contenuta  nel  periodo 
0,ff  ed  una  qualunque  di  quelle  di  Q,"f  saranno  fra  loro  corrispon- 
denti. Invero,  se  a  sia  una  qualunque  delie  sostituzioni  di  0,  e  0 
una  qualunque  di  quelle  di  Òi ,  poiché  s  è  corrispondente  di  e  e 
g  dì  y ,  sarà  appunto  eg  corrispondente  di  Of. 

Inoltre  una  qualunque  delle  sostituzioni  contenute  in  0^^  non 
può  avere  per  corrispondenti  che  sostituzioni  contenute  in  Q^g, 
poiché  alti-ìnienti  il  numero  delle  sostituzioni  ad  essa  corrispon- 
denti sarebbe  superiore  al  numero  delle  sostituzioni  di  !ì,,  cioè 
al  numero  delle  sostituzioni  corrispondenti  alla  sostituzione  1  di 
G,  contrariamente  a  quanto  si  è  già  stabilito  (art.  271). 

276.  Abbiamo  dimostrato  che  tutte  le  sostituzioni  di  r  corri- 
epoDcIenti  a  g  sono  le  sostituzioni  di  iìfy;  ma,  in  modo  del  tutto 
simile,  si  sarebbe  potuto  dimostrare  che  sono  quelle  di  yù^.  Per- 
tanto le  sostituzioni  contenute  in  Q^y  coincider  debbono  con  quelle 
contenute  in  ^fli  ;  iu  altri  termini  il  gruppo  Q,  è  permutabile  a  y. 
Danqae:  neW  inoraorflsmo  fra  due  gruppi  Q  e  T,  il  sotto-gruppo 
formato  da  quelle  sostituzioni  dì  Q  alle  quali  corrisponde  in  r 
l'unitù,  è  un  sotto-gruppo  invariante  di  G.  (cfr.  art.  2G2). 

277.  Da  quanto  si  è  dimostrato  conchìudiamo  poi  che,  se 

0,  ,  Oli?,  ;  O.ffa  .  ■  ■  • .  Oiffn 

sono  i  periodi  nei  quali  si  distribuiscono  le  sostituzioni  del  gruppo 

G,  quando  si  prenda  per  primo  periodo  il  sotto-gruppo.  0, ,  e   se 

T«  '  Ya  '  •  ■  •  >  Tu  sono   delle   sostituzioni   dì  t  scelte   a  piacere   fta 

Cafklli.  —  htitimom  di  analiii  algelirica,  8.*  ediz.  15 
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quelle  che  corrispondono  riap.  alle  fft ,  g^ ,  .  ■  ■  ,  g„  i  le  Bostttu- 
zionì  di  r  si  distribuiranno  alla  lor  volta  nei  periodi 

corriBpondeDdo  ad  ogni  sostituzione  del  perìodo  0,(^1  tatte  e  sole 
quelle  del  perìodo  a,Y(. 

278.  Se  poniamo  per  brevità:  0,^,  =  0^ ,  Q,T(=  Q(,  vediamo 
dunque  che  l' isomorfismo  fra  G  e  P  ai  riduce  In  sostanza  a  far 
corrispondere  ai  periodi  O,  ,  0^ , .  .  .  ,  0„  di  0  ordinatamente  i  pe- 
riodi Q,  ,  a,  , .  ,  .  ,  Q„  di  r. 

Se  r  è  l'ordine  di  Oj  e  p  quello  di  0, ,  si  dirà  che  fra  i  due 
gruppi  Q  e  V  ha  luogo  un  Uomor/Umo  [r  ,  p];  in  quanto,  cioè,  ad 
ogni  sostituzione  di  G  corrispondono  p  sostituzioni  di  T  e  ad  ogni 
sostituzione  di  r  ne  corrispondono  r  in  O. 

Se  r  =  p  =  1 ,  l' isomorfismo  ai  chiama  oioedrico. 

Se  uno  dei  duo  numeri  r  e  p,  p.  es.  p,  è  diverso  da  I  nel 
mentre  che  l'altro  à  ugnalo  ad  1,  l'isomorflemo  ai  dice  meriedrico 
(rispetto  al  gruppo  T). 

279.  È  utile  di  notare  che,  qualunque  tta  Visomorflgmo  fra  G 
e  r,  «e  g  e  Y  ■c'ic  f^^te  soatituziotii  che  li  corrispondono,  anche  le 
inverse  g~'  e  y~^  sono  fra  loro  corrispondenti. 

Supponiamo  infatti  che,  essendo  y  corrispondente  di  g,  sia  y' 
una  corrispondente  di  g'*.  Poiché  al  prodotto  gg~^ ,  cioè  ad  1, 
oorrlaponde  fi  prodotto  yy' i  s^""^  11  =  °  ^  essendo  a  una  soatiia- 
zione  di  ù^  e  si  potrà  scrivere  y'  =  Y~'  "•  Dall'  essere  g"^  corrispon- 
dente di  Y~'o  e  dall'  essere  1  corrispondente  di  o~'  (per  il  fatto 
che,  essendo  a  contenuta  nel  gruppo  0, ,  vi  è  contenuta  anche  e"') 
si  deduce  ora  che  y~^X1  è  corrispondente  di  f^ao'^ ,  cioè  fip- 
putito  che  g~'  è  corrispondente  di  y~'- 

280.  Si  noti  che,  ae  G  e  r  sono  isomorfi,  ad  ogni  sotto-gnippo 
di  G  corrisponde  un  sotto-gruppo  di  T;  se  poi  l'isomorfismo  è  me- 
riedrico [1  ,  p] ,  ad  ogni  sotto-gruppo  di  G  corrisponde  un  sotto- 
gruppo di  r  il  cui  ordine  è  multiplo  del  primo  secondo  il  fattore 
fisso  p. 

281.  Supponiamo  ora,  reciprocamente,  elio  an  gruppo  Q  con- 
tenga un  sotto-gruppo  invariante  Hf.  I  periodi: 

II,  ,  Hj ,  .  . . ,  H„ 

nei  quali  si  distribuiscono  tutte  le  sostituzioni  di  G ,  non  fanno 
che  permutarsi  iVa  loro  (art.  260)  quando  sì  moltiplichino  tutti  a  de- 
stra (0  a  sinistra)  per  una  qualsiasi  sostituzione  g  di  G.  Ad  ogni 
soatituzione  g  corrisponde  dunque  una  sostituzione: 


/H,ff  H^g  H^\ 


fra  gli  elementi  Kj  ,  U, ,  .  .  . ,  II„  ,  e  tutte  le   sostìtazioni  y    cosi 
ottenuto  formeranno  un  gruppo  P  laomorfo  meriedrìcninento  a  G, 
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[e,       H.        ..J-Ui     H,     ...}{u,g     H^     ...)-^- 

Ad  ogni  sostitazione  di  G  che  fa  parte  di  H, ,  corrispondo  in  r 
l'unità,  poiché  se  h  sia  una  soBtitaziODo  di  H,  dall'  essere  H  inva- 
riante rispetto  a  Q  se^e: 

H(A  =  H,ff(ft  =  HjTiVi  =  Hiì?i  =  Hi , 

essendo  h'  una  certa  sostituzione  di  H,.  Kc  ci  prò  carne  n  te,  se  a  ^ 
corrisponde  in  P  l'unità,  dovrà  g  far  parte  di  K,  poiché  dovrà  es- 
sere H,g  =  Hj. 

282.  Nelle  eo^e  fin  qnl  dimostrate  k  contenuto  il  seguente  teo- 
rema: ogni  isomorfismo  [r  ,  p|  tri  può  considerare  come  il  risul- 
talo di  un  isomorfismo  |r  ,  1]  cui  si  faccia  succedere  un  isontor- 
fismo  ;1  ,  p], 

Siano  infatti  nell'isomorfismo  [r  ,  p]  fra  G  e  T: 

0,  ,  0. , . . .  ,  0„ 
ed 


i  periodi  corrispondenti,  cosicché  ad  orhÌ  0(,  che  contiene  r  eosti- 
tuzioni,  corrisponde  □,-  che  ne  contiene  p. 

Per  r  articolo  precedente ,  esiste  un  gruppo  T  di  n  sostitu- 
zioni (,  ,  (j ,  . .  .  I  („  che  è  con  G  in  isomorfismo  meriedrico,  cor- 
rispondendo ad  Oj  la  sostituzione  t^.  Ora  è  chiaro  che ,  in  virtù 
di  questo  isomorfismo  [r  ,  1]  ira  G  e  T  e  dell'  isomorfismo  pree- 
sistente fra  G  e  r,  deve  sussistere  poi  un  isomorfismo  [1  ,  p]  fra 
T  e  r ,  che  alla  sostituzione  ti  di  0^  fa  corrispondere  il  periodo 
0;  di  r. 

Questo  teorema  è  assai  importante,  perchè  fa  vedere  come  lo 
studio  di  qualsiasi  isomorfismo  si  possa  ricondurre  a  quello  dei 
soli  isomorfismi  oloedricl  e  meriedrìci. 

%   9.0  —  AppllCftxlonl  dell'  UotDorflsmo  —  Limite  Inferiore 
dell'  Indice  di  un  groppo. 

283.  Sia  G  un  giuppo  dì  sostituzioni  di  ordino  n  ed  H  un 
suo  sotto-gruppo  di  ordine  ft.  Se  n  =  hi ,  le  sostituzioni  di  Q  si  pos- 
sono rappresentare  (art.        )  mediante  i  periodi; 

H  ,  H(,  ,  H^a  .  ■  ■  ■  >  H((.  (I) 

Ad  ogni  sostituzione  ^  di  G  corrisponde  (analogamente  a  quanto 
si  è  visto  all'  art.  279)  una  sostituzione 


■  H(,A 


fra  i   periodi  (1),  e  tatto  le  sostituzioni  y  cosi  ottenuto  costituiscono 
un  gruppo  r  isomorfo  al  gruppo  G.  Questo  isomorfismo  sarà  in 
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generale  mcriedrico  rispetto  a  G.  Sia  dnnqae  p  il  namero  delle 
sostìtDzioni  di  6  che  danno  orìgine  ad  nna  stessa  sostitozione  di  T. 
Per  avere  p ,  hiaognerà  ricercare  qnante  sono  le  eostittizioni 
di  Q  che  tianno  per  corrispondente  in  V  l'anità.  Se  ora  g  t  ana 
siffatta  EOBtirnzione,  si  dovrà  avere: 

Hff  =  H  ,   m^  =-  H(, , . . .  ,   Et;g  =  Hij 

il  che  equivale  a  dire  che  g  si  dovrà  trovare  in  ognuno  dei  grappi 

H  ,  t^'^Utf  ,  .  .  .  ,  (,''H/j.  (2) 

Il  numero  p  è  dunque  l'ordine  del  gruppo  K,  sottograppo  in- 
variante di  G,  formato  da  tutte  Se  gostituzioni  che  appartengono  »i- 
multaneamente  ad  ognuno  dei  gruppi  (2i. 

284.  Il  gruppo  T,  che  opera  fra  gli  i  elementi  (l) ,  è  traa- 
titioo. 

Infatti,  si  troverà  eetnpre  una  sostituzione  -j  che  sostituisce 
ad  H  un  altro  periodo  qualunque  H(p.  Basterà,  evidentemente,  a 
tale  oggetto,  di  prendere  per  f  la  corrispondente  delia  eostitusionc 
tf  di  G. 

285.  Se  V  è  1'  ordine  di  r ,  si  ha ,  In  virtù  deirisomorfismo 
fra  e  G  r: 

0  quindi,  poJcb6  P  opera  fra  i  lettere: 

d'  onde,  poiché 

n  =  hi, 
si  deduce 

fi§p|ijj.  (3) 

286.  Se  Q  è  un  gruppo  semplice  qualunque  {art.  262),  ed  H 
ttJi  sua  sotto-gruppo  di  ordine  h  e  di  indice  i  rispetto  a  Q  (cfr. 
art.  242),  si  ha  h  ^  |i  -  1. 

È  questo  un  corollario  della  (3);  pololiè,  ae  G  6  semplice,  sì 
ha  f=l. 

287.  Applichiamo  la  (3)  prendendo  per  H  un  gruppo  qualun- 
que di  Bosiituzionì,  tutte  di  classe  pari,  fra  m  lettere,  e,  per  G  il 
gruppo  alternato  (art.  245)  relativo  alle  stesse  lettere,  il  quale  è 
«n  gruppo  semplice  (cfr.  Note  del  §  6."}.  La  (3)  prende  (cfl-.  ar- 
ticolo 286j  la  forma: 

h^ìi-l,  (*) 

dove  tèi'  indice  di  H  rispetto  al  grappo  alternato;  cosicché  t'in- 
dice assoluto  di  U    cioè  il  suo  indice  rispetto   all'  intero  grappo 
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=  2i.  Poiché 


EOstìtaendo  questa  espressione  di  h  in  (4),  otteniamo: 

lm  =  2[X, 
onde  sar&  evidentemente  f>m,  cioè  j>2m. 

Dnnqne  :  V  indice  di  un  gruppo  di  aosUtuzioni  tutte  di  claese 
pari,  fta  m  Ittteve  (che  non  sia  il  gruppo  alternato)  non  può  es- 
tere inferiore  a  2m  (per  m  >  4). 

Qaesto  teorema  cade  In  difetto  per  m  -  4 ,  polche  inratti  fra 
quattro  lettere  a,  b,  e,  d  sì  ha  (art.  265)  il  gruppo 

1  ,  (ab)(cd)  ,  {ad}(be)  ,  {ac)(bd) 
il  cui  indice,  6,  è  inferiore  ad  8. 

288.  Sia  ora  H  an  grappo  di  sostitazioni,  non  tutte  di  classe 
pari,  fra  m  lettere  (m  >  4)  di  indice  assoluto  j.  Come  sappiamo 
(art.  246),  le  sue  sostituzioni  saranno  metà  di  classe  dispari  e  metà 
di  classe  pari  e  quest'ultime  formeranno  un  gruppo  H'  di  indice  2j, 
Per  il  teorema  precedente  ai  avrà  dunque  2;>2ni,  cioè:  l'indice 
di  un  gruppo  di  instititzioni  non  tutte  dì  classe  pari  fra  m  let- 
tere  (m  >  4)  non  può  essere  inferiore  ad  m. 

Dall'insieme  dei  dne  casi  trattati  risulta  che  cott  m  lettere 
(m  >  4)  non  si  possono  formare  gruppi  di  sostituzioni  il  cui  in- 
dice sia  inferiore  ad  m. 

289.  Prima  dì  chiudere  questo  §,  ci  sarà  utile  rilevare  un  caso 
particolare  importanti  dei  teorema  doli'  art.  279. 

Se  si  prende  per  H  il  sotto-gruppo  formato  dall'unità;  i  pe- 
riodi H  ,  H,  ,  H,  ,  . . .  si  riducono  alle  stesse  sostituzioni 

i  ,  Si  ,  gs  ,  ■  ■  •  >  9n 
di  O,  cosicché  il  gruppo  isomorfo  r  opererà,  transitivamente  (ar- 
ticolo  284),  su  n  elementi.  Dallo  stesso  articolo  segue  poi  che  l'iso- 
morflsmo  sarà  oloedrico,  giacché  il  numero  p,  dovendo  essere  l'or- 
dine dì  un  sotto-gruppo  di  H,  sarà  evidentemente  uguale  ad  1. 

Vediamo  dunque  che  un  gruppo  qualunque  di  ordine  u  è  iso- 
morfo oloedricamente  ad  un  gruppo  transilivo  di  ordine  n  fra  a 
lèttere. 

ITote  ed  Esercisi. 

1,  Bilevare  natia  dimostrazione  dell'art.  283  il  beorama:  le  totliiuxìoni 
di  Q  alle  quali  nelV  ùomorfitmo  fra  Q  e  T  corriipondowo  toiUtvxtoni  f  the 
lanciano /ermo  un  dato  periodo  Hi,  altro  non  tonò  che  le  loitUuiioni  del 
gruppo  t'  'HI. 

2.  Si  dimostri,  in  af^gianta  all'art.  28i,  che  F  non  può  essere  due  volta 

trSDSitivO,   BB  À  <  i  -  1, 

8.  A  prgpogitQ  del  tooreina  dell'  art.  238 ,  qi  noti  cho,  offottivameato, 
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noi  Ki^PP"  simmetrico  fra  m  lettere,  esisto  almeao  xtn  sotto-gruppo  di  in- 
dice m,  che  è  il  gruppo  H  formato  da  tutte  quelle  sostitiuioui  che  lasciano 
ferma  una  lettera. 

Supponiamo  cbo  oaista  anche  na  altro  eotto-grmppo  E  che  sia  paro  di 
indico  in.  La  sostituzioni  del  gruppo  simmetrico  Q  danno  luogo,  Qel  modo 
gii.  spìeiifBto  (art.  2SB)  alte  corrispondectl  sostituzioni  di  un  gruppo  iso- 
morfo r  fra  gli  nt  periodi: 

K  ,  Ki,  ,  KJj  ,  .  .  .  ,  Kt„. 

In  questo  caso  si  ha  p  =  1  ,  poiohA  p  er&  l'ordine  di  un  sotto-gruppo 
di  E  ìnvnrianto  rispetto  a  G.  Ora  Q  non  oontiette  altri  Hotto-gmppi  inva- 
rianti, air  infuori  del  gruppo  alternato;  poiché,  so  no  oontenesso  nno,  la 
sostituzioni  comuni  ad  esso  e  al  gruppo  alternato  formeiebbero  un  sotto- 
gruppo invariante  rispetto  al  gruppo  alternato  che  b  invece  nn  gruppo 
semplice.  D'altra  parto  il  gruppo  alternato  non  può  essere  contenuto  in 
K  che  è  di  indice  m.  L'isomorfismo  fra  G  e  P  è  dunque  oloodrico  e  per 
conue^enza  al  gruppo  E  cornsponderà  in  F  un  gruppo  dello  stessa  or- 
dine E'  le  cui  sostituzioni  lasciano  evidentemente  fermo  il  primo  pe- 
riodo E.  Esso  non  ò  dunque  altro  che  il  gruppo  simmetrico  fra  n  —  1 
periodi 

Kt,  ,  K(j  ,  .  .  ,  ,  Kl„  , 

cosicché  denominando  questi  periodi  colle  stesse  lettore  b  ,  e  ,  d  ,  .  .  .  su 
cai  opera  il  gruppo  H  ,  il  gruppo  K'  ricade  nello  stesso  gruppo  H.  Per- 
tanto si  conclude  che  E  è  isomorfo  oloedricamente  ad  H.  Cioè  :  t  gruppi 
dì  ordine  |m  —  1  eontatuti  nri  gruppo  limmetrico  fra  m  leltert,  louo  IttUi  ito- 
morfi  fra  loro. 

i.  Con  ciò  non  si  vado  intendere  che  essi  siano  «.nohe  tutti  simili 
fra  loro  (cfr.  art,  252J.  In  effetto,  fra  sei  lettere,  si  ha  oltre  ai  grappi  in- 
transitivi ohe  lasciano  ferma  una  data  lotterà,  anche  un  gruppo  transitivo 
dello  steHO  ordina  120. 

§  10.O  — Teoremi  di  Oaachy  e  di  Sylow. 

290-  Essendo  n=jj'gM,..  1'  ordino  di  un  gruppo  T  decom- 
posto nei  suoi  fattori  primi  distinti  p  ,  q  ,  r  , . . .  ,  ci  proponiamo 
dimostrare  che  esso  contiene  sempre  dei  sotto-gruppi  di  ordine  j/", 
di  ordine  g^  e  cosi  via  (*■). 

Senza  recare  alcun  danno  alla  generalità  della  questione,  ci  è 
lecito  di  arametlere  (cfr.  art.  289)  clie  ii  gruppo  T  sia  anclie  tran- 
sitivo e  del  grado  n,  cioè  che  operi  sopra  «  lettere; 

X,  ,x^,  .  .  .  ,0!,.  (1) 

291.  Se  poniamo  p^'igM. .  .  =  v,  d'onde  n  =  pv,  possiamo  in 
un  modo  qualunque  distribuire  le  n  lettere  (!)  in  v  sistemi  cia- 
scuno di  p  lettere: 

a;', ,  a;', , ...,  x'p  ;  x'\  ,  x'\ , ...,  x"p  ; ...  ;  a/"',  a;,'''', ... ,  ai^O       (2) 


(*)   Questo   teorema   è   stato   stabilito   da   1 
Aunalen    Voi.   V.  1872  )   appoggiandosi    sul   I 

gruppo  il  mi  ordine  lia  diviiibile  ptl  mimerò  primo  p,  contiene  ojmcno  imn 
toililuìione  di  ordine  p.  La  dimostrazione  qui  riportata  È  di  Capelli  {vedi 
la  memoria:  Sopra  l'  ieomorfitmo  dei  gruppi  di  loilUuxioni  nel  Giornale  di 
MatematicliB  di  Baltaglini,  Voi.  XVI,  1878).  Dna  terza  dimostraEiono  e 
stata  poi  data  da  Frobeaiui  (vedi:  Jountal  fùr  Malkematik  Voi.  100,   1&86). 
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e  considerare  tutte  le  forme  distinte  fìfx,fi,,;  cbe  può  prendere 
l'espressione: 

x\  x\...  ar'p  +  ic'',  aj"e  .  .  .  a:"p  +  . . .  +  Xi^^^x^i"!  . .  .  Kp'"'        (3) 

per  le  varie  sostitazionì  di  r.  È  evidente  olie  nna  qualunque  delle 
sostituzioni  di  V  esegnita  fra  le  lettere  (1) ,  da  cui  dipendono  le 
f  ì  fi  r  fi  j  ■  •  •>  avril per  effetto  di  permutare  fra  loro  le  espressioni 
f  tfi  ifi  I  •  ■  ■  Tuttavia  può  darsi  il  caso  che  taluna  dì  queste  espres- 
sioni non  sia  alterata  da  alcuna  delie  sostituzioni  di  T.  Se  questo 
caso  ha  luogo,  ci  è  sempre  lecito  di  prendere  per  f  una  appunto 
di  siffatto  espressioni;  ed  allora  lo  sostituzioni  di  P,  non  dovendo 
allerarc  1'  espressione  (3),  dovranno  ridursi  a  delle  permutazioni 
fra  i  V  prodotti; 

y^  ^  x\x\ . . .  l'p ,  y,  =  x'\x-\  . . .  a:", , . . . ,  y„=  3;,''''aTjf' . . .  a^pf»  (4) 

cosicché  ad  ogni  sostituzione  -y  di  r  fra  le  x, , . . . ,  a;„  corrispon- 
derà nna  sostituzione  y'  fra  le  Vi  ,  y^  ,  ■  •  ■ ,  Vx,-  Tutte  queste  nuovo 
sostituzioni  costituiranno  un  nuovo  gruppo  V,  evidentemente  iso- 
morfo a  r,  il  quale  sarà  del  pari  transitivo,  poiché  lo  era  r. 

292.  Ciò  posto,  operiamo  con  V  analogamente  a  quanto  sì  è 
fatto  con  r.  Cioè,  poiché  V  opera  fra  Io  v  lettere 

ffi  j  y» .  •  ■  ■ .  y..  (>)' 

poniamo  (se  a  >  1):  v'  =p^'*q^r' ...  e  distribuiamo  in  nn  modo  qua- 
lunque le  lettere  (1)'  in  v'  sistemi  ciascuno  di  p  Ietterei 

v'i>y'a>--->y'p  \  y"i,y"i,---,y"p;---i  yi'*''')W^-->j''"''-  (2)' 

Siano  f  ,fi  ifì,—  le  forme  distinte  che  può  prendere  l'espressione 

y'i  y'i---  y'p  +  y'\  y\  ...y"p+....+  y,'"''  yj'"'' . . .  yp'"''     (3)' 

per  mezzo  df  tutte  le  soaiituzlonf,  di  r',  fra  lo  yi  >  y»  t  •  ■  J/o  (<ia  con- 
siderarsi, si  noti  bene,  come  lettere  arbitrarie  fra  loro  distinte). 
Se  di  bel  nuovo  si  presenti  il  caso  che  taluna  delle  espressioni 
f  ifì  ìf'f  •■  rimanga  inalterata  da  tutte  le  sostituzioni  di  r',  po- 
tremo sempre  supporre  che  essa  sia  la  stessa  f,  dimodoché  allora 
le  sostituzioni  di  V,  non  potendo  alterare  1'  espressione  (3)',  non 
faranno  che  permutare  tea.  loro  i  v'  prodotti: 

«i = y\  y't  -  y'v  >  ^» = »''■  y^"  -  y'\  > „'=yi^°'W''  -  »?'"''■  W 

Io  tal  modo  alle  sostituzioni  di  r'  fra  le  lettere  (l)'  corrisponde- 
ranno delle  sostituzioni  fra  lo  lettere  z,  ,  z^  , .  .  .  ,  z„  ;  esse  costi- 
tuii-anno  un  nuovo  gi-uppo  V  isomorfo  a  f,  che  sarà  transitivo, 
poiché  r*  era  esso  atesso  transitivo. 

Ed  ora  nello  stesso  modo  comò  da  r'  siamo  passati  a  r",  pas- 
seremo, se  la  cosa  è  possibile,  dal  gruppo  T"  ad  un  nuovo  gruppo 
r"'  isomorfo  a  r"  e  transitivo,  ed  operante  sopra p^'^V' ,. .  let- 
tere; e  cosi  di  seguito  finché  sarà  possibile  andare  innanzi.  Nel 
caso  piil  eccezionale  potremo  cosi  giungere  fino  ad  un  gruppo 
transitivo  T'"'  il  quale  non  operi  più  ciie  sopra  j^rf ...  lettere. 
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293.  E  bene,  per  maggior  chiarezza ,  df  trattare  questo  easo 
soparatameute.  Se  si  consideri  cLe  nella  seri©  di  gruppi r,  r',...,r'*' 
ciascano  di  essi  b  isomorfo  al  precedente,  ai  vede  che  l'ultimo  di 
essi  è  isomorfo  al  primo,  corrispODdendo  ad  ogni  sostitazione  di 
r  on' unica  sostitazione  dì  V.  Per  conseguenza  i' ordine  di  r'"', 
ctie  indicheremo  con  n'"',  sarà  (art.  280)  nn  divisore  dell'ordine  » 
di  F;  onde  potremo  scrivere  : 

n  =  p-n<"l.  (5) 

Inoltre,  essendo  r<"'  un  grappo  transitivo  fra  g^rf  . , .  lettere, 
il  SQO  ordine  sarJL  dato  <ari.  ^^49}  da 

nI")=XW-jM...,  (6) 

dove  àW  è  l'ordine  del  sotto-gruppo  A'*'  formato  da  tutte  quelle 
sostituzioni  di  T'"'  cbe  non  ispostano  una  certa  lettera  fissala  a 
piacere.  Sìa  ora  A  il  gruppo  formato  da  tutte  quelle  sostituzioni 
di  r  alle  quali,  nel  nostro  isomorfismo ,  corrispondono  le  sostitu- 
zioni dì  A'"'.  Come  l'ordino  di  r  6  uguale  per  la  (5)  all'ordine 
di  r>''  moltiplicato  per  p,  cosi  l'ordine  di  A  sai-A  eguale  a  quello 
di  A™  moltiplicato  per  lo  stesso  numero.  L'  ordine  di  A  è  dun- 
que dato  da 

À  =  p.M*'. 

Da  questa  eguaglianza,  eliminandone  p  &  À'*'  per  mezzo  delle  (5) 
e  (6),  si  ricava: 


Nel  caso  eccezionale  che  abbiamo  considerato,  resta  cosi  scn- 
z' altro  gi&  dimostrata  l'esistenza  di  un  gruppo  parziale  A  di  or- 
dine j)"  contenuto  in  r. 

29-1,  In  generale ,  però ,  dovremo  arrestarci  ad  un  gruppo 
p(«-»)  ^  (j(;<{[jj  j]  quale  opera  sopra  pV»"^—  lettere  e,  al  pari  di  tniti 
quelli  che  lo  precedevano ,  è  transitivo  ed  isomorfo  a  r.  Siano 
5,  ,  Ij  ,  5s  1  ■  ■  •  S"  elementi  su  cui  opera  r'"~*'.  Essi  possono  di- 
stribuirsi in  v>  —  p*~'q^r'< . . .  sistemi,  ciascuno  di  p  lettere: 

che  danno  luogo  all'  espressione: 

<?,  =  5',  5'i  ■ .  ■  S'p  +  5",  5", , .  ■  V'p  +  ...+ 1,'-'  W>  •  ■  ■  V"-  C') 

Questa  volta,  fra  le  espressioni  distinte  (pi  ,  y»  i  i  •  •  >  tv  ^^^ 
possono  nascere  dalla  (7)  mediante  tutte  lo  sostituzioni  fra  le  let- 
tere E,  ,  ?j , ,  . . ,  non  ve  ne  ha  neppur  una  che  sia  lanciata  inal- 
terata da  tatto  le  sostituzioni  di  r'""*' ,  poiché  altrimenti  st  po- 
trebbe passare  da  questo  gmppo  ad  un  nuovo  grappo  r'"~***',  il 
che  6  contro  le  ipotesi  fatte. 

Ciò  posto,  il  numero  dello  espressioni  distìnto  è  dato  da 

""([£)"■[«.■ 


(«) 
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Infatti,  il  imrncro  dfillo  sostitnzioni  possibili  fra  lo  p-w  lettere 
^(  ,  ^j ,  .  .  .  è  \piv  ;  TBfL  dalla  forma  della  espressione  (7)  appare  ma- 
ni festa  mente  che  esistono  sempre  [[p)''\js  sostituzioni  che  lasciauo 
inalterata  ogni  espressione  ^j. 

Il  nomerò  v  gode  (lolla  proprietii ,  per  noi  importante,  di  non 
essere  divisibile  per  il  numero  primo  p.  Ed  invero  i  soli  faliori 
contenuti  in  \p-to,  che  siano  divisìbili  per  p  sono: 

p  ,^p  ,Bp  , .  . .  ,wp, 

ed  il  loro  prodotto  p"  {]j£)  entra  evidentemente  come  fattore  ne! 
denominatore  dell'  espressione. 

295.  Le  sostituzioni  di  r'""*'  non  potendo  che  scambiare  fra 
loro  le  espressioni  <fi  ,^3 ,  •  •  •  ,<fvt  <)ueste  si  distribuiranno,  rispetto 
ftlle  sostitnzioni  dir'*'*',  in  certi  sistemi  di  intransitività  (251)  com- 
posti risp.  di  A,  ,  A,  ,  Aj ,  .  .  .  ,  espressioni;  cosicché  ,  per  esempio, 
Io  Aj  espressioni  ip  che  compongono  y  f"""'  BJstema,  verranno  sem- 
plicemente scambiate  fra  loro  dalle  sostituzioni  di  r'*~*'-  Poiché 

A,  -)-  A,  -1-  Ag  +  . . .  =  V 

e  V  si  è  dimostrato  essere  primo  con  p,  è  chiaro  che  almeno  uno 
di  questi  numeri,  per  esempio  A^ ,  sarà  primo  con  p.  Inolti'e  sarà 
sempre  A^  diverso  dall'unita,  poiché  altrimenti  esisterebbe  un'e- 
spressione <f  la  quale  verrebbe  scambiata  soltanto  in  se  stessa, 
cioè  resterebbe  inalterata  da  tutte  le  sostituzioni  dì  P. 

Possiamo  dunque  ammettere  l'esistenza  di  un  sistema  di  espres- 
sioni 

?'i  .  <F"i  ,  9"'i  .  ■  •  •  >  iPi''''  (9) 

che  godono  della  proprietà  di  essere  permutate  fra  loro  transiti- 
vamente dalle  sostituzioni  di  r''~*' ,  essendo  il  numero  A  delle 
espressioni  stesse  maggiore  di  1  e  priuio  con  p. 

E  chiaro  che  ad  ogni  sostituzione  y  di  T'*"''*  corrisponderà 
una  sostituzione  0  fra  le  (9)  e  che  tutte  qneste  sostituzioni  costi- 
tuiranno un  gruppo  0  isomorfo  a  p'""*' ,  e  quindi  anche  a  T  ,  e 
(ransitivo.  Detto  n'  l'ordine  di  0,  si  avrà,  come  sappiamo: 

n':=h-m',  (10) 

essendo  m'  l'ordine  del  sotto-groppo  A'  formato  da  quelle  sostitu- 
zioni dì  0  che  non  alterano  una  delle  espressioni  (9).  A  questo 
sotto-gruppo  corrisponderà,  nel!'  isomorfismo  fra  T  e  Ó",  un  certo 
sotto-gruppo  A  di  T,  di  ordine  m;  e  per  le  proprietà  dell' isomor- 
flsino  gli  ordini  n  ed  m  di  r  e  di  A  esser  dovranno  oquimaltipU 
degli  ordini  V  ed  in'  di  0  e  di  A',  cosicché  potremo  scrivere: 

H  =  fn'    ,    m=  pm',  (11) 

Dalle  tre  uguaglianze  (10)  ed  (11)  segue  ora  facilmente 

n 

Catiìllt.  —  Iitituàoni  di  analiti  algebrica,  8.*  cdiz.  IG 
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Quest'espressione  di  m,  che  è  l'ordine  di  un  certo  sotto-gruppo 
A  di  r,  tenendo  presento  che  >t  b  maggiore  di  1  e  primo  con  y, 
ci  dice  che  m  è  inferiore  ad  n,  oppure  ancor  divisibile  per  jj". 

Concludiamo  dunque  che:  se  p"  è  la  piii  alta  potenza  del  fat- 
tore primo  p,  che  divide  l'ordine  dì  un  gruppo  qualunque  G,  esi- 
ste sempre  in  G  un  sottogruppo  di  ordine  inferiore  (determina- 
bile  col  metodo  indicato)  il  cni  ordine  è  ancora  divisibile  per  p'. 

296.  He  ora  G'  sia  questo  gruppo,  si  avrà,  applicando  a  G'  Io 
stesso  teorema,  che  anche  in  G'  6  contenuto  un  sotto-gruppo  di 
ordine  inferiore  ancora  diyisibilo  per  p'^.  Cosi  procedendo  si  giun- 
gerà necessariamente  ad  un  sotto-gruppo  di  ordine  p"^,  del  quale 
resta  cosi  dimostrata  l'esistenza. 

ITotfl- 

t.  Al  teorama  dimostrato  vanno  uniti  alcuni  coraplcmenti  importanti, 
cho  da  ettso  sì  deducono  facilmente,  o  sono  anche  oonoscinti,  nel  loro  in- 
sieme, sotto  il  nome  di  secondo  teorema  di  Sgloia.  Ci  limiteremo,  per  bro- 
vHfti,  ai  sol!  enunciati. 

Sia  })'  la  più  alta  potenza  del  numero  p  ohe  divìde  l'ordine  n  del 
fCTuppo  1".  Detto  P  uno  dei  sotto  gruppi  di  i'  di  ordine  p'  dei  quali  sì  é 
dimostrata  l'esistenza,  sin  H  il  gruppo  formato  da  quelle  sostituiioni  dì  T 
che  trasformano  in  se  stesso  il  gruppo  P.  Se  r  ó  l' indice  di  P  rispetto 
ad  B  ed  j  l' indice  di  B  rispetto  a  1',  cosicchù 


i  numeri  r  ed  j  sono  evidentemente  primi  con  p;  ma  per  il  numero  j   si 
dimostra  inoltre  che  esso,  diviso  per  p,  dà  por  reato   I. 

Si  dimostra  poi  che,  di  sotto-gruppi  di  ordine  p^  contenuti  in  T,  ve  ne 
sono  precisamente  j.  Essi  sono  tutti  simili  fra  loro;  anzi  sì  ottengono  da 
uno  qualunque  di  essi,  per  esempio  P,  trasformandolo  mediante  sostitn- 
aioni  dello  stesso  gruppo  r.  E  precisamunte,  se  le  sostituzioni  di  P  ai  rap- 
presentano, prendendo  come  primo  periodo  K  (ofr,  art.  2i3),  coi  periodi: 

B,  ,  Rg,,  Hffj  ,     .  .  ,  %j_,  , 

i  sotto-gruppi  di  r  di  ordine  y"  sono: 

P  ,  ff,-'Pff.  .  ar'Pa*  .  ■  ■  ■  .  ffj-r'^Sj-  (i> 

Aggiungiamo  finalmente  che  ogni  sotta-gruppo  di  Q  il  cui  ordine  sia 
una  potenza  del  numero  primo  p,  è  nocesaariamente  contenuto  in  uno  do- 
gli j  gruppi  (J). 

2.  I  gruppi  il  cni  ordine  è  una  potenza  di  un  numero  primo  godouo 
di  una  particolarità  notevolissima.  So  sia,  cioè,  F  un  gruppo  di  ordÌDO  p' 
e  Q  un  suo  sotto-gruppo  di  ordine  pi'  (p  <  a),  esiste  in  P  un  sotto-groppa 
di  ordine  p'*''  le  cui  sostituzioni  trasformano  in  so  stesso  ìl  gra^ipo  Q. 
Di  qui  segue  manifestamente  cho  il  sotto-gruppo  (J  fa  parte  di  una  suc- 
cessione di  sotto-gruppi: 

1  ,  P,   ,  Pj  ,  .  .  .  ,  P^.,  ,  P 

ojtnnno  dei  quali  è  sotto-gruppo  invariante  (art.  2G2  )  di   quello  che    lo 
segue.  I  loro  ordini  sono  risp.  1  ,  n,  a* ,  a'  , ... ,  ai''. 
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CAPITOLO  IV. 

OPERAZIONI    CON    NUMERF    RAZIONALI 


§  l.o  —  Genesi  coinblDatorla  del  concetto  di  valore. 

297.  Siano  A,  B,  C, .  . .  tatti  gli  oggetti,  generatmente  parlancto 
in  namero  infinito,  cho  possono  essere  presi  In  considerazione  in 
un  dato  ordine  di  idee.  Il  loro  insieme  si  indicherà  con  Ù;  nei  men- 
tre che  indicheremo  con  Q^  ,Ù^, ...  gli  aggregati  finiti  contenuti  in 

U,  cioè  gli  aggregati  formati  dalla  riunione  dì  un  numero  finito  di 
oggetti  sceltila  piacere  fni  gli  oggetti  A,  B,  C, . .  ,  di  U. 

Si  dirà  che  due  aggregati  qualunque  ili  ed  Qj  hanno  la  stessa 
importanza,  o,  meglio,  io  stesso  valore,  o  anche  che  sono  equiva- 
lenti fra  loro  nell'ordine  di  idee  prestabilito,  so  sta  lecito  (tinche 
si  resta  nel  detto  ordine  di  idee)  dì  sostituire  l'uno  all'altro,  tntto 
le  volte  che  occorra  servirsi  dell'uno  di  essi. 

Così,  ad  esempio,  nell'ordine  di  idee  moneCario  in  cai  Uè  l'in- 
sieme di  tutti  i  pezzi  monetati  A,  B,  C,...  che  si  trovano  in  circo- 
lazione, ed  Q^ ,  Qj ,  , . .  i  diversi  grappi  di  monete  che  con  essi  si 
possono  formare,  l'aggregato  formato  da  una  doppia  lira  e  da  venti 
soldi  (la  cui  numeroiità  è  rappresentala  da  21)  ha  lo  stesso  va- 
lore dell'aggregato  di  tre  pezzi  da  una  lira  (benché  quest'ultimo 
abbia  una  numerosità  differente,  cioè  3). 

298.  La  legge  dei  valori,  cioè  quella  legge  che  stabilisce  in  modo 
perfettamente  determinato  quali  aggregati  siano  fra  loro  equivalenti 
e  quali  non  lo  siano,  non  è  però  accettabile  se  non  soddisfa  ad  al- 
cune proprietà  fondamentali,  delle  quali  la  prima  si  è  che  due  ag- 
gregati equivalenti  ad  un  terzo  giano  equivalenti  fra  loro. 

Ciò  non  è  però  ancora  sufHciente  ad  assicurare  che  la  legge  dei 
valori  non  sia  contraddittoria;  ad  assicurare,  cioè,  che  tutte  le 
volte  che,  nelle  operazioni  consentite  dall'ordine  di  idee  prestabi- 
lito, si  sostituisca,  ad  un  aggregato,  un  aggregato  equivalente,  i  ri- 
sultati siano  ancora  equivalenti. 

A  questo  riguardo  noi  ci  dobbiamo  limitare  alle  due  operazioni 
coiabinatorie  fondamentali  di  aggregazione  e  di  composizione  nelle 
quali  abbiamo  già  visto  doversi  ricercare  le  prime  origini  dell'a- 
ritmetica dei  numeri  naturali. 

299.  Affinchè  una  legge  di  valori  sia  legittima  rispetto  all'opera- 
zione di    aggregaziono,  è  Doceseario  che,  so  un  aggregato  Q  ven- 
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g»  dichiarato  equivalente  ad  dh  aggregato  il',  anclic  l'aggregato 
(0,  H)  rinnione  di  tt  e  dìan  altro  aggregatoqnalnnqneH,  ven- 
ga dichiaralo  equivalente  all'aggregato  (Q' ,B[)  e  reciprocamente. 
Se  nna  legge  di  valori  soddisfa  a  queste  condizioni ,  noi  dire- 
mo,  per   brevità,  che  essa  gode  della  proprietà  aggregativa. 

300.  Si  può  inoltre  pretendere  che  la  legge  dei  valori  sia  legit- 
tima anche  rispetto  ad  una  certa  legge  L  di  composizione  degli 
elementi  A,  B,  C,...  ÀfBnchè  ciò  eia,  è  necessario  che,  essendo  ù 
ed  U'  due  aggregati  equivalenti  ed  H  un  aggregato  qualsivoglia, 
il  composto  UH  de!  due  aggregati  Q  ed  H  (cfì*.  Cap-I,  §  i)  sia  un 
aggregato   equivalente  al  composto  Q'H. 

■  Se  queste  condizioni  sono  soddisfatte,  diremo  brevemente  che 
la  legge  dei  valori  gode  della  proprietà  compositiva  rispetto  al- 
la legge  di  compeeiziono  L. 

È  bene  notare  che,  in  virtft  delia  legge  L,  gli  elementi  A,  B,  C, ... 
di  U  si  devono  considerare  come  costituenti  un  grvppo,  attribuendo 
qui  alla  parola  gruppo  un  eignitlcato  analogo  a  quello  della  teo- 
ria delle  sostituzioni;  giacché,  in  virtù  di  tale  legge,  ogni  composto 
AB  di  due  elementi  qualunque  di  U  è  ancora  un  eldtnento  ben  de- 
terminato di  U,  cioè  si  troverai  essere  uno  degli  stessi  elementi 
A,  B,  C,... 

§  2.°  — Legge  raslonale  dei  valori. 

301.  Noi  distingueremo  gli  elementi  od  unità  di  U  (cioè  quegli  og- 
getti che  servir  devono  a  formare  gli  aggregati  da  sottoporsi  poi 
ad  nna  opportuna  legge  dì  valori)  in  unità  positive  (o  df  senso  o 
segno  positivo)  ed  unità  negative  (o  di  senso  o  segno  negativo)  e, 
cosi  quelle  come  queste,  in  unità  di  prima  specie,  di  seconda 
specie,  di  terza  specie,  ecc.,  convenendo  che  le  unità  A„ ,  B„ ,  C^  ,  ... 
di  una  stessa  specie  (n'""")  positiva  verranno  dichiarate  equivalenti 
e  similmente  verranno  dichiarate  equivalenti  quelle  A'„  ,  B'„ ,  C, , ... 
di  una  stessa   specie  negativa  ;  e  convenendo  inoltre  fin  d'ora  : 

1")  che  l'aggregato  di  n  unità  positive  di  n"''*'  specie  verrà 
dichiarato  equivalente  ad  una  (e  quindi  ad  ogni)  unità  positiva  di 
prima  specie. 

2o)  che  l'aggregato  di  n  unità  negative  di  n"""'  specie  verri 
dichiarato  equivalente  ad  ogni  unità  negativa  di  prima  specie. 

3")  che  l'aggregato  A„  ,  A'^  ,  formato  dalia  nonione  di  una 
qualsiasi  unità  positiva  di  «""""  specie  e  di  una  qualsiasi  negativa 
della  stessa  specie,  verrà  dichiarato  equivalente  aW  aggregato 
nullo,  cioè  all'aggregato  fittizio  che  non  contiene  alcun  oggetto. 

Le  unità  dì  prima  specie  (  positive  o  negative  )  le  chiameremo 
anche   unità  fondavìentali,  le  altre,  unità  aliquote. 

Innanzi  di  procedere  alla  determinazione  completa  della  legge 
dei  valori,  è  necessario  premettere  alcune  definizioni. 

302.  Due  aggregati  qnallsivogliano  formati  con  oggetti  di  U,  cioè 
colle  unità  positive  o  negative  considerate,  si  diranno  simili  se. 
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di  ogni  specie  (positiva  o  negativa)  di  unitane  contengono  lo  stesso 
numero.  Cosi,  ad  esempio,  secondo  le  notazioni  testé  adottate,  sa- 
ranno simili  l'aggregato  : 

A,  ,  B,  ,  Bg ,  C,  ,  D, ,  B, ,  C,  ,  A'(  ,  C, 
e  r  aggregato  : 

B,  ,  C,  ,  C,  ,  D,  ,  Cj  ,  E,  ,  B',  ,  C,  ,  Dj. 

303.  Un  aggregato^'  sì  dirà  multiplo  di  un  a<rgregato  Q,  secon- 
do il  numero  n,  se  esso  è  la  riunione  di  n  aggregati  tutti  simili  ad 
Q.  Cosi,  ad  esempio,  1'  aggregato  : 

A,  ,  A',  ,  B, ,  C. ,  Dj ,  B,  ,  B',  ,  D,  ,  E,  ,  A5  ,  Gì  ,  C,  ,  A,  ,  G, ,  Bj 
=  (A, ,  A', ,  Bj ,  Cg ,  D5) ,  (B, ,  B'i ,  D, ,  E, ,  Aj) ,  (C, ,  C'^ ,  A, ,  G, ,  Bj) 
è  multiplo,  secondo  il  numero  3,  dell'  aggregato  : 
A,  ,  A',  ,  B,  ,  Cj  ,  Dy 
Se  Q  ed  H  sono  due  aggregati  qualunque,  ed  ù'  ,  W  siano  ri- 
spettivamente multipli  di  0  ed  H  secondo  Io  stesso  numero  n,  si 
dirà  chea'  ed  H'  sono   fquimultipli  di  a  ed  H  rispettivamente. 

304.  Ciò  premesso,  la  determinazione  completa  dell'equivalenza 
o  non-equivalenza  di  due  aggregati  comunque  formati  con  le  unità 
delle  diverse  specie,  positive  e  negative,  sopra  considerate  si  darà 
come  segue. 

Due  aggregati  sono  equivalenti  se  esistono  due  aggregati  equi- 
multipli  di  essi,  1  quali  si  possano  dedurre  V  uno  dall'  altro  me- 
diante   un  numero  finito  di  operazioni  dei  seguenti  due  tipi: 

a)  sostituzione  di  un'unità  fondamentale  {positiva  0  negativa) 
eoa  n  unità  {rispettivamente  positive  o  negative)  di  specie  n"*""; 
oppure  l'operazione  inversa; 

h)  soppressione  di  un'  unità  positiva  di  specie  n  e  di  un'  u- 
7iità  negativa  della  stessa  specie;  oppure  l'operazione  inversa,  cioè 
aggiunzione  all'aggregato  di  un'  A„  e  di  un'  A'„. 

A  scliiariraento  di  questa  definizione  aggiungiamo  alcuni  esempi, 
mantenendo  le  convenzioni  già  addottate  per  la  designazione  delle 
diverse   specie   di   unità  positive  0  negative. 

305.  Esempio  1,°  —  L'  aggregato  A,  ,  B, ,  Ag  ,  B^  è  equivalente 
all'  aggregato  : 

A,  ,  B, ,  Cj ,  D,  ,  Ej  ,  Gj  ,  Aj  ,  Bg  ,  Cg  ,  Dg  ,  E^ ,  G^  , 

giacché  il  secondo  si  deduce  direttamente  dal  primo  sostituendo 
A,  con  A,  ,  B,  ,  Cj ,  poi  Bj  con  Dj  ,  Ej  ,  Gg ,  poi  A, ,  B,  con  C, 
e    questo   a    sua   volta  con  A^  ,  B^ ,  Cg  ,  Dg ,  Eg  ,  Qf,. 

306.  EsBMPio  2.0  —  L' aggregato  formato  dall'unico  oggetto  A, 
è  equivalente  all'  aggregato  formato  dai  tre  oggetti  A^  ,  Bg  ,  C^. 
Infatti  gli   aggregati  A, ,  Bj  ed  A„  ,  B^  ,  Cg ,  Ug  ,  Eg ,  G^  che  sono 
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equjmuttipli  dei  dae  precedenti  (secoado  il  numero  2)  si  deducono 
l'uno  dall'altro  ponendo  nel  primo  di  casi  A,  in  luogo  di  A, ,  B^ 
e  poi  nel  risultato  A^  ,  B^  ,  Cg ,  Dg  ,  13g ,  G^  in  luogo  di  A,. 

307.  Esempio  3."  —  L'aggregato  A, ,  A, ,  B,  è  equivalente  all'ag- 
gregato A, ,  Aj.  Infatti,  prendendo  di  questi  due  aggregati  gli  equi- 
multipli  secondo  il  numero  6,  si  ottengono  rispettivamente  1  duo 
aggregati  : 

(A,  ,  B,) ,  (C.  ,  DJ  ,  (E,  ,  Q,ì  ,  (A,  ,  B,  ,  0») ,  (D, ,  E3  ,  Q,) , 

{I, ,  L,  ,  M,) ,  (N, ,  P,  ,  Q,) 
ed 

A, ,  B,  ,  C,  ,  D,  ,  Ei  ,  G,  ,  (Ag  ,  Be  ,  Ce ,  De  ,  Gè  ,  Eg) 

che  manifestamente  sì  deducono  l'uno  dall'altro  con  operazioni  del 
tipo  a). 

308.  EsKUPio  4.0 — 1  due  aggregati  A^  ,  A'j  ed  A'g ,  B'g  sono  equi- 
valenti. Infatti,  i  loro  cquimulttpli,  secondo  il  numero  6,  si  possono 
Bcrivere  : 

(Ag ,  Bg  ,  Oj  ,  Dg ,  Eg  ,  Ga)  ,  (A',  ,  B',) ,  (C, ,  E'g) ,  (D',  ,  Q\) 
ed 

(A'e  ,  B',  ,  C'g  ,  D'g ,  E'e  ,  G'g) ,  (L'g ,  M'e  ,  N'^  ,  P'^  ,  Q'^  ,  R',,) 

o  ancht),  con  operazioni  del  tipo  a)  : 


tì  dal  primo  di  questi  due  ultimi   aggregati   si  passa   al   secondo 
con    un'operazione  del  tipo  b),  cioi  sopprimendo  nel  primo  i  due 

oggetti  Aj  ed  A',, 

309.  Diremo  per  brevità  che  due  aggregati  sono  direttamente  equi- 
valenti, quando  si  può  passare  diretiamcnte  dall'uno  di  essi  all'al- 
tro^ mediante  operazioni  dei  tipi  n)  e  b). 

È  senz'nitro  manifesto  elio  :  «e  due  aggregati  sono  direttamente 
equivalenti,  sono  anche  direttamxnte  equivalenti  i  loro  eqiiimuUipli 
secondo  un  numero  qualsivoglia. 

È  poi  anche  evidente  che  :  se  due  aggregati  sono  direttamente 
equivalenti  ad  un  terzo,  essi  sono  anche  direttamente  equivalenti 
fra  loro. 

'HO.  Due  aggregati  equiììaìenti  ad  un  terzo  sono  equivalenti  frti 
loro. 

Siano  infatti  H  e  K  due  aggregati  equivalenti  ad  uno  stesso  ag- 
gregato ù.  In  virtù  di  quest'ipotesi,  esisteranno  due  numeri  nata* 
rali  IH,  V  tali  che  ogni  mnltiplo  di  H  secondo  jj.  sia  direttamente  equi- 
valente ad  ogni  multiplo  di  Q  secondo  jt  ed  ogni  mnltiplo  di  K  se- 
condo V  sia  direttamente  equivalente  ad  ogni  multiplo  di  Q  secondo 
V.  Ma,  se  un  aggregato  W  multiplo  di  H  secondo  |i  è  direttamente 
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equivalente  ad  nn  ag^cgato  Q'  mnUiplo  dt  Q  secondo  \t,  ogni 
multiplo  di  H'  secondo  v  siiril  direttamente  equivalente  ad  ogni  iniil- 
ti[)lo  di  ii'  secondo  v,  cioè  ogni  multiplo  di  H  secondo  jim  sarà  dt- 
rcttamento  equivaleate  ad  ogni  multiplo  di  £1  secondo  [tv.  Simil- 
mente si  vede  che  ogni  multiplo  di  K  secondo  v;x  sarà  d[rett4moiv 
te  equivalente  ad  ogni  mtiltiplo  di  Q  secondo  vja.  Esisteranno  dunque 
nn  multiplo  di  H  secondo  ^v  ed  un  multiplo  di  K  secondo  jiv  di- 
rettamente equivalenti  ad  uno  stesso  multiplo  di  Q  e  quindi  (cfr,  ar- 
ticolo 309)  direttamente  equivalenti    fi'a  loro;  e,  d.  d. 

311.  La  leggo  di  valori  da  noi  definita  in  questo  §,  oltreclif: 
godere  della  proprietà  fondamentale  testò  dimostrala,  gode  anche, 
come  vedremo  nei  prossimi  §f,  della  proprietà  aggregativa  (ar- 
ticolo 229),  e  della  proprietà  compositiva  (  iirt.  300)  rispetto  ad 
una  legge  di  composizione  opportunamente  scelta.  Noi  designeremo 
brevemente  questa  legge  dei  valori  col  nome  di  legge  razionale, 
per  distinguerla  da  ogni  altra  legge  che  potesse  per  avventura 
escogitarsi  e  perchò  essa  ci  condurrà,  in  modo  del  lutto  naturale, 
come  vedremo,  alla  teoria  dei  numeri  così  detti  razionali,  oggetto 
del  presente  scritto. 

§  3.0  —  Il  concetta  di  valore  considerato  come  un'  estensione 
del  concetto  di  uamero. 

312.  Sia  U  l'insieme  di  tutti  quegli  oggetti,  che  nel  precedente 
§  abbiamo  denominato  unità  positive  o  negative,  fondamentali  od 
aliquote ,  delle  diverse  specie.  Noi  chiameremo  vaiare  di  nn  ag- 
gregato qualunque  e  di  tutti  i  suoi  equivalenti  comunque  formati 
cogli  oggetti  di  U,  ogni  simbolo  che  serva  a  riconoscerli  come  tali, 
cioò  a  distìnguerli  da  tutti  gli  altri  aggregati  .id  essi  non  equiva- 
lenti. 

313.  Noi  dimostreremo  fra  poco  che  due  aggregati  di  unità  fon- 
damentali  positive,  allora  e  soltanto  allora  sono  equivalenti,  quando 
esai  ai  compongono    dello  stesso  numero  di  oggetti. 

Ammesso  ciò,  6  chiaro  che  ogni  simbolo  che  già  sia  stato  adot- 
tato per  rappresentare  la  numerosità  di  un  aggregato  di  unità  fon- 
damentali positive ,  potrà  anche  essere  simultaneamente  adottato 
per  rappresentarne  il  valore.  Per  gli  aggregati  non  equivalenti  ad 
aggregati  di  sole  unità  positive  di  prima  specie,  dovremo  invece 
adottare,  per  rappresentarne  il  valore,  altri   simboli. 

Nulla  però  ci  impedirà  di  dare,  anche  a  questi  nuovi  simboli,  il 
nome  di  numeri;  ben  inteso  che  essi  dovranno  considerarsi  come 
numeri  differenti  dai  numeri  naturali  fin  qui  considerati.  Ogni  ag- 
gregato darà  quindi  origine,  generalmente  parlando ,  a  due  nu- 
meri, cioè  ad  un  numero  naturale  rappresentante  la  numerosità 
dell'aggregato  e  ad  un  numero  della  nuova  specie  rappresentante 
il  suo  valore.  Soltanto  per  gli  aggregati  di  unità  fondamentali  poai- 
live  vi  sarà  coincidenza  fra  i  duo  numeri.  Essi  saranno  rappresen- 
tati, tanto  nella  numerosità  come  nel  valore,  da  numeri  naturali. 
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I  numeri  natnralì  ed  i  nuovi  natneri  cosi  introdotti  6i  chiame- 
ranno complessivamente  numeri  razionali  {o  commemurabili).  1  aa.- 
meri  razionali  eì  disti ng;ueran no  dunque  in  numeri  razionali  natu- 
rali {atri  a  rappresentare  simultaneamente  delle  numerosità  e  dei 
valori)  ed  in  numeri  razionali  non  naturali  {ai  quali  spetterà  sol- 
tanto rufBcio  di  rappresentare  del  valori). 

Passiamo  ora  a  dimostrare  il  teorema  che  abbiamo  testé  pre- 
supposto. 

314.  Siano  0  ed  Q'  i  due  aggregati  di  unità  fondamentali  posi- 
tive, dei  quali  8i  presuppone  l'equivalenza.  Noi  ammetteremo  dap- 
prima che  essi  siano  anche  direttamente  equivalenti.  Ci6  posto,  desi- 
gnarne con  |j:,  ,  iji,  , .  .  . ,  |ir  i  numeri  naturali,  distinti  fi-a  loro,  che 
rappresentano  le  specie  delle  unità  a  cai  si  riferiscono  le  varie 
operazioni,  dei  tipi  definiti  nel  §  prec,  mediante  le  quali  si  passa 
dall'aggregato  ù  all'aggregato  Q'.  Se  jji,  b  superiore  ad  1,  è  facile 
vedere  ebe  due  aggregati  Q  e  Q'  equimultipll  {art.  303)  risp.  di  U  ed 
Q'  secondo  il  numero  ji,  non  solo  saranno  ancora  fra  loro  diretta- 
mente equivalenti  (cfr.  art.  309);  ma  si  potrà  inoltre  passare  dal- 
l' uno  all'  altro  con  operazioni  che  si  riferiscono  soltanto  ad  unità 
delle  specie  1  ,  V-t  >  V^a  >  •  ■  ■  Vr-  Infatti ,  in  luogo  dt  ogni  unità 
A      (od  A'     \  si  avrà  dappertutto  (cioè  negli  cquimultìpli,  secondo 

]^,  di  tutti  gli  aggregati  che  hì  deducono  successivamente  da 
lì  per  passare  ad  Q")  un  aggregato  di  iA;  unità  : 

A      ,  B      ,  . .  . ,     (ovvero  A'      ,  B'     ,.,.). 

che  potrà  surrogarsi  con  nn'  unità  di  prima  specie.  Per  identica 
ragione  ,  se  in  luogo  di  Q,  Q'  si  prendano  ora  due  equimultipli  di 
casi  secondo  ti  numero  gj^  cioè  due  equimultipli  di  Ò  ,  11' secon- 
do )ti^i,  essi  saranno  direttamente  equivalenti,  e  si  potrà  passare 
dall'uno  all'altro  con  operazioni  che  riguardano  soltanto  unità  delle 
specie  1  ,  Hg  ,  ;jj  ,_...,  jjt^.  Cosi  procedendo  si  concluderà  che  due 
ig^i'cgr&ti  0  ,  6'  equimultipli  di  il  ,  Q'  secondo  il  numero  [i,  es- 
sendo : 

sono  pure  fra  loro  direttamente  equivalenti,  e  si  può  passare  dal- 
l'uno  all'altro  eon  operazioni  relative  a  sole  unità  fondamentali. 

Delle  due  operazioni  relative  ad  unità  fondamentali,  indìchiatiio 
ora  con  T  quelle  che  consistono  nei  l'aggi  ungere  simultaneamente 
un'  unità  fondamentale  positiva  ed  una  negativa  e  con  T'  quelle 
del  tipo  inverso. 

Se  0  e  b'  sono  risp.  i  numeri  di  unità  fondamentali  (ette  sono 
tutte  positive  secondo  l' ipotesi  fatta)  contenute  in  ©  ,  6'  e  e,  t'  in- 
dichino risp.  il  numero  di  operazioni  del  tipo  T  e  del  tipo  T'  ese- 
guite nel  passare  da  «_a  0',  è  chiaro  che,  dopo  eseguite  tutte  lo 
operazioni,  l'aggregato  tì  avrà  acquistato  *-('  unità  positive  e  t—f 
unità  negative;  cosicché,  dovendo  esso,  dopo  tali  acquisti,  coìuci- 
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derc  con  6',  Bussisteranno  le  relazioni  : 

e +  (-('  =  8'   ,   t-t'  =  o 

dalle  quiili  segue:  0  =  6'.  -  _ 

I  dae  aggregati  6  e  B',  e  quindi  anche  i  loro  sottomaltipll  Ù 
e  Q',  debbono  danqne  contenere  lo  atesao  numero  di  uniti;  come 
si  doveva  dimostrare. 

315.  Sopponiamo  ora.  In  secondo  luogo,  che  £1  ed  ù'  non  siano 
direttamente  equivalenti.  Esìsteranno,  per  ladeflnizione  stessa  di 
equivalenza  <§  2,  art.  4)  due  aggregati  Q  e  Q'  equimuUipli  di  U  ed 
Ù'  i  quali  siano  fra  loro  direttamente  equivalenti,  Poiché  ora  Q  e 
Q' si  compongono  di  sole  unità  fondamentali  positive  come  Q  ed  fi', 
il  numero  di  tali  ttnità  sarà,  lo  stesso,  per  quanto  si  k  dimostrato 
nel  precedente  articolo,  cosi  in  Q  come  in  Q*.  Anche  i  loro  sotto- 
multipli fi  ,  fi'  conterranno  dunque  lo  stesso  numero  di  elementi; 
e.  d.  d. 

§  4.0  —  Proprietà  aeer«g<^'lTB  d«lla  legge  raxioaale  dei  valori. 
Somma  di  dae  namerl  razionali. 

316.  Se  l'aggregato  fi  è  equivalente,  ascondo  la  legge  razionale 
dei  vaiori,  all'aggregato  a',  e  l'aggregato^  all'aggregato  H' ,  aa- 
che  V  aggregalo  {H  ,  H),  riunione  ài  Ù  e  di  E. ,  è  equivalente  al- 
l'aggregato (fi',  H'). 

Per  supposto,  esistono  due  numeri  naturali  ^,  v  tali  che  gli  eqni- 
mtiltipli  d)  Q  ed  fi'  secondo  p.  sono  fra  loro  direttamente  equiva- 
lenti, e  eosl  pure  sono  fra  loro  direttamente  equivalenti  gli  equi- 
moliipli  secondo  v  di  H  ed  H'.  Ma  dall'essere  gli  equimultipli  di 
Q  ed  fi',  secondo  [i,  fra  loro  direttamente  equivalenti,  segue  (cfr. 
art,  309)  che  i  loro  equimultipli  secondo  i,  cioò  due  equimultipli 
di  fi  ed  fi'  secondo  (iv,  che  indicheremo  con  (fi)  ed  (Q'J,  sono  del 
pari  fra  loro  direttamente  equivalenti.  Si  vede  similmente  che,  se 
(Hj  ed  (H'>  sono  due  equimultipli  dì  H  ed  H'  secondo  vfi,  essi  so- 
no pure  fra  lor^  direttamente  equivalenti.  _  _ 

Poiché  ora  (fi)  è  direttamente  equivalente  ad  (fi')  ed  (H)  ad  (H"), 
è  senz'altro  manifesto  che  l'aggregato  ((fi)  ,  (H))  è  direttamente  e- 
quivalente  ad  ((fl') ,  (H')).  Ma  gli  aggregali  ((Q)  ,  (Hj)  ed  ((_Q'J  ^(H')) 
sono  ^quimultipli  risp. ,  secondo  [xw,  degli  aggregati  (fi  ,  U)  ed 
(  Q',  H').  Questi  ultimi  hanno  dunque  due  loro  equimultipli  che  sono 
direttamente  equivalenti  ;  epperò  essi  sono  fra  loro  equivalenti  ; 
e.  d.  d. 

317.  Dopo  quanto  si  6  ora  dimostrato  ci  è  lecito  di  porre  sen- 
z'altro la  definizione  di  somma  di  due  numeri  razionali  o  e  ^  co- 
me segue  :  gomma  di  a  e  ^  è  quel  numero  razionale  (che  si  rap- 
presenterà  con   a  +  fi)    che    rappresenta   il   valore   dell'  aggregato 

CArKLLi.  —  Itiitufiioni  di  aaaliii  algel)rica,3.'-  odiz.  IT 
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(a  ,  b),  essendo  A  uno  qualunque  degli  aggregati  di  valore  a  e  B 
uno  qualunque  di  quelli  di  valore  p. 

Infatti,  comanqae  si  varìi  la  scelta  di  A  e  B,  gli  aggregati  (a  ,  B) 
saranno  fra  loro  tutti  equivalenti,  e  saranno  quindi  rappresentati 
dallo  stesso  numero  razionale. 

Oltre  a  ciò,  bc  a  e  ^  sono  numeri  naturali,  il  nnmero  a  + 1^  ot- 
tenuto mediante  questa  definizione  è  quello  stesso  numero  naturale 
che  Tiene  fornito  dalla  definizione,  da  noi  già  data  (cfr.  Cap.  I,  §7) 
(li  somma  di  due  numeri  naturali.  In  questo  caso  si  potrà  infatti 
scegliere  per  A  un  aggregato  di  a  unità  fondamentali  posilire,  e 
similmente  per  B. 

318.  La  somma  di  tre  numeri  razionali  a ,  ^  ,  7  si  definirà  ora 
come  la  somma  di  a  +  ^  e  dì  •(.  La  somma  di  a,  ^,  y,  5  come  la 
Bomma  di  o  +  f  +  y  e  ^i  ò,   e  cosi  via. 

Il  lettore  riconoscerà  subito  che  la  somma,  così  definita,  di  un 
numero  qualunque  di  numeri  razionali  gode  della  proprietà  com- 
mutativa ed  associativa.  A  tale  oggetto  gli  basterà  di  osservare 
ciie  queste  proprietà  altro  non  sono  che  il  riflesso  delle  corrispon- 
denti proprietà  della  riunione  degli  aggregati  di  cui  qaei  numeri 
rappresentano  il  valore,  precisamente  come  per  la  somma  dei  nu- 
meri naturali  (cfr.  Gap.  I,  §  8.). 

319.  Prima  di  chiudere  questo  §,  osserviamo  ancora  che  dalla 
proprietà  aggregativa  dimostrata  all'art.  316,  discende  come  corol- 
lario il  teorema  seguente,  che  ci  sarà  etile  più  in  là  :  se  due  ag- 
gregati sono  fra  loro  equivalenti,  anche  i  loro  equimultlpli,  secondo 
un  numero  qualunque,  sono  equivalenti,  e  reciprocamente. 

Infatti,  se  À  ,  B  ,  C  ,  ■  . .  sono  aggregati  simili  fra  loro,  e  cosi 
pure  A,  ,  B, ,  C, ,  . . .  ,  dall'essere  A  equivalente  ad  A, ,  segue,  per 
l'art.  316,  che  la  riunione  (A,B}  è  equivalente  alla  riunione  (A,,  B,) 
e  quindi  poi  anche  che  la  riunione  (a  ,  B  ,  C)  è  equivalente  alla 
riunione  (a,  ,  Bj  ,  cJ,  e  cosi  di  seguito. 

§  5.C  —  Klduzlone  de^ll  aggregati— Valori  positivi  e  negativi; 
valori  interi  e  vatori  fraslonarll. 

320.  Noi  diremo  che  un  asgregato  è  omogeneo,  se  contiene  sol- 
tanto unità  della  stessa  specie  (tutte  positive  o  tutto  negative).  È 
facile  riconoscere  che  ogni  aggregalo  ha  sempre,  fra  [  suoi  equi- 
valenti, un  aggregato  omogeneo. 

A  tale  oggetto  giova  premettere  il  lemma:  un'unità  positiva  (o 
negativa)  di  specie  n  equivale  all'aggregato  di  m  unità  positive  {o 
Hegatioe)  di  specie  mn. 

Invero,  se  dell'  aggregato  : 

A„„  ,  B„„  ,  C„„  ,  .  .  . 

di  m  unità  di  specie  mn  e   dell'aggregato    costituito    dall'unica 
unità  di  specie  n  : 
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sì  prendono  gli  cqnimaltipli  secondo  mn,  sì  ottengono,  in  entrambi 
i  casi,  m  unità  di  1"  specie;  poiché,  in  luofro  di  mn  unità  simili 
ad  A„„,  si  pah  porre  an'anità  di  prima  specie  e  le  mn  unità  si- 
mili ad  A„  aggruppate  n  ad  n  danno  luogo  ad  m  gruppi,  cìascnno 
dei  quali  si  potrà  del  pari  sostituire  con  un'unità  di  prima  specie. 

331.  Sia  ora  Q  un  aggregato  qualsivoglia,  e  siano  p:,  v,  p  ,  . .  . 
i  numeri  naltirali  che  rappresentano  le  diverse  specie  di  unità  in 
esso  contenute.  Detto  M  il  minimo  comun  multiplo  di  ;x,  v,  p,..., 
si  potrà  per  11  lemma  premesso,  sostituire  ogni  unità  di  specie  jx 

con  —  nnità  di  specie  M,  similmente  ogni  unità  di  specie  v  con 

—  unità  di  specie  M  e  cosi  di  seguito  finché  1'  aggregato  sì  tro- 
verà a  contenere  sole  unità  positive  o  negativo  di  specie  M.  Fatto 
ciò,  si  potranno  sopprimere  a  due  a  due  un'unità  positiva  ed  una 
negativa,  finché  restino  sole  unità  positive,  ovvero  sole  unità  ne- 
gative. L'aggregato  Q  si  troverà  cosi  ridotto  a  forma  omogenea. 

322.  Un  aggregato  di  unità  ttitte  positive  non  può  essere  equi- 
valente all'aggregato  nullo. 

Infatti,  un  aggregato  di  unità  tutte  positive  equivale,  secondo 
r  art.  prec,  ad  un  aggregato  di  unità  tutte  positive,  della  stessa 
specie  m;  e,  se  quest'ultimo  fosse  equivalente  all'aggregato  nullo, 
anche  il  suo  multiplo  secondo  il  numero  m,  che  equivale  eviden- 
temente ad  un  aggregato  di  unità  positive  di  1»  specie,  sarebbe 
(art.  319)  equivalente  all'aggregato  nullo,  il  che  è  assurdo  (art.  313j. 

323.  Un  aggregato  di  unità  tutte  positive  non  può  essere  equiva- 
lente ad  un  aggregato  di  unità  tutte  negative. 

Infatti,  se  un  aggregato  Q,  contenente  soltanto  unità  positive, 
fosse  equivalente  ad  un  aggregato  di  unità  negative  A\ ,  B'„  , 
C'^  ,  •  .  .  aggiungendo  ad  entrambi  un  aggregato  simile  a  quello 
formalo  dalle  unità  positive:  A-^,  'S  ,  C^,,...,  l'aggregato  Q  si 
cangierebbe  in  un  altro  aggregato  formato  di  unità  tutte  positive 
ed  equivalente  all'aggregato  nullo,  il  che  contraddice  all'art,  pre- 
cedente. 

324.  In  base  a  ciò  ci  é  ora  lecito  di  dtslingaere  tutti  ì  numeri 
razionali  in  positivi  e  negativi.  Chiameremo  positivi  quei  numeri 
razionali  che  rappresentano  almeno  un  aggregato  composto  di  u- 
nltà  tutte  positive,  negativi  quelli  che  hanno,  fra  gli  aggregati  da 
essi  rappresentati,  almeno  un  aggregato  formato  di  sole  unità  ne- 
gative. 

Questa  distinzione  è  legittima,  perche,  fra  gli  aggregati  rappre- 
sentati da  uno  stesso  numero  razionale,  ve  ne  ha  sempre  almeno 
uno  (art.  320)  contenente  sole  unità  positive  o  sole  unità  negative; 
e  perchè,  d'altra  parte,  un  aggregato  di  unità  tutte  positive  ed  un 
aggregato  dì  unità  tutte  negative  non  sono  mal  rappresentati  dallo 
stesso  numero  razionale  (art.  323). 

325.  I  numeri  razionali  si  distinguono  poi  anche  in  interi  e  fra- 
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zionarii.  Un  numero  razionale  ai  dice  intero,  se,  fra  gli  aggregati 
equivalenti  da  esso  rappresentati,  ve  ne  sia  qualcuno  formato  di 
sole  unità  fondamentali.  In  caso  contrarto  esso  st  dirà  frazionario. 

326.  Per  riconoscere  se  un  numero  razionale  a  sia  intero  o  fra- 
zionario, si  esamini  uno  degli  nggregati  omogenei  da  esso  rappre- 
sentati, il  quale  consterà  di  m  unità  (tutte  positive  o  tutte  nega- 
tive) di  specie  n.  Dico  che  il  numero  in  questione  sarà  intero  o 
frazionario,  secondochè  m  xia  o  non  sia  multiplo  di  n. 

Supponiamo  infatti,  per  fissare  le  idee,  clie  1'  aggregato  esami- 
nato si  componga  di  in  unità  tutte  positive  : 

A„  ,  B„  ,  C„  ,  .  . .  (I) 

AfSncbè  il  numero  a  sia  intero,  è  necessario  e  sutSciente  che  que- 
sto aggregato  sia  equivalente  ad  un  aggregato  di  t  unità  fonda- 
mentali (tutte  positive  ;  cfr.  art.  323)  : 

A,  ,  B, ,  C,  ,  .  .  .  (2) 

e  quindi  anche  {art.  319)  che  un  multiplo  di  (1)  secondo  n  sia 
equivalente  ad  un  multiplo  di  (2)  secondo  lo  stesso  numero  ti. 
Ma  un  multiplo  di  (1)  secondo  n  equivale  evidentemente  ad  un 
aggregato  di  m  unità  fondamentali  positive,  ed  un  multiplo  di  (2) 
secondo  »  ad  un  aggregato  di  ni  unità  fondamoniali  positive.  Do- 
vrà dunque  essere  (art.  313): 

m  =  in, 
e.  d.  d. 

327.  fiileviamo  ancora  il  seguente  teorema,  che  ci  sarà  utile  fra 
breve:  affinchè  un  aggregato  di  m  unità  positive  (o  negative)  di 
specie  n  sia  equivalente  ad  un  aggregato  di  m'  unità  positive  (o 
negative)  di  specie  n',  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  mn'=ni'n. 

È  chiaro  infatti  che  gli  aggregati  enuimultipli  dei  due  soprad- 
detti, secondo  il  numero  nn',  sono  rispettiviimente  equivalenti  ad 
un  aggregato  di  mn'  e  di  m'n  unità  fondamentali  positive  (o  ne- 
gative). 

§  6.°  —  Sistema  di  simboli  atti  a  raffigurare  tnttl  1  nomerl 
razionali  —  BldozIoDO  di  ona  fraslone  alla  sua  plb  semplice 
espressione. 

328.  Se  in  un  aggregato  0  si  ponga,  in  luogo  di  ogni  unità, 
un'unità  della  stessa  specie,  ma  di  segno  contrario,  si  verrà  a  for- 
mare un  nuovo  aggregato  Q'  che  si  dirà  contrario  di  fi. 

È  evidente  che  un  aggregato  contrario  ad  un  contrario  di  Q  è 
simile  ad  fi. 

329.  Se  un  aggregato  Q  è  equivalente  all'aggregato  H,  è  anche 
il  contrario  di  Ù  equivalente  al  contrario   di  H. 

infatti,  se  gli  cquimultìpli  di  Q  ed  H,  secondo  un  certo  numero 
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p.,  sono  direttamente  equivalenti,  lo  saranno  evidentemente  anclie 
gli  eqaìmaltìpli,  secondo  lo  stesso  numero  [t,  dei  loro  contrarli  Ù' 
ed   H'. 

330.  Segue  di  qui  cbe  gli  aggregati  rispettivamente  contrarii 
agli  aggregali,  tutti  fra  loro  equivalenti,  rappresenfati  da  uno  stesso 
numero  razionale  a,  sono  anch'essi  rappresentati  da  uno  stesso  nu- 
mero razionale,  che  si  dirti  essere  il  numero  razionale  contrario  ad  <x. 

Il  numero  razionale  contrario  ad  a  si  designa  col  simbolo  — x; 
cioè  collo  stesso  simbolo  a  preceduto  dal  segno  — . 

È  pure  manifesto,  per  la  definizione  di  somma,  che  la  somma 
di  un  numero  razionale  e  del  suo  contrario  è  uguale  a  zero.  Cioè 
si  può  scrivere  : 

a  +  (-  a)  =  0. 

331.  Si  conviene  inoltre,  per  una  ragione  che  apparirà  io  segaito 
(quando  ci  occuperemo  de!  prodotto  di  due  numeri  razionali),  che 
il  numero  razionale  rappresentato  da  un  simbolo  a  sia  anche  rap- 
presentato dal  simbolo  -i-  «,  cioè  da  quello  stesso  simbolo  prece- 
duto dal  segno  -f. 

Si  hanno  cosi  le  uguaglianze  : 

+  {+a)  =  a 

+  (-a)  =  -a 

-i+a)  =  -a 

-{-«)  =  « 

il  cui  insieme  è  conosciuto  col  nome  di  legge  di  composizione  dei 
segni. 

332.  Si  chiama  valore  assoluto  di  un  numero  a  quel  numero  po- 
sitivo che  preso  col  segno  +  o  -  dà  il  numero  a.  Quindi  : 

a)  un  numero  positivo  ha  per  valore  assoluto  se  stesso  ; 

b)  due  numeri  contrarli  hanno  Io  stesso  valore  assoluto. 

333.  Il  numero  contrario  di  un  numero  positivo  è  manifesta- 
mente (art.  324)  un  numero  negativo. 

Volendo  dunque  costruire  un  sistema  di  simboli  atti  a  rappre- 
sentare tutti  i  numeri  razionali,  basterà  occuparsi  dei  soli  numeri 
positivi;  perchè  gli  stessi  simboli  che  si  addolternnno  per  rappre- 
sentare i  numeri  positivi,  ci  rappresenteranno  anche  tutti  i  numeri 
negativi,  appenachè  venga  ad  essi  preposto  il  segno  — . 

Il  segno  —  si  chiama  perciò  segno  negativo,  nel  mentre  si  chiama 
segno  positivo  il  segno  +. 

334.  Ciò  poeto,  bastando,  per  individuare  un  numero  razionale 
positivo  a,  di  far  conoscere  uno  degli  aggregati  omogenei  da  esso 
rappresentati,  è  chiaro  che  a  sarà  completamente  determinato  dai 
due  numeri  naturali  m  ed  n  che  indicano  risp.  il  numero  e  la 
specie  delle  untlÀ  componenti  l'aggregato  omogeneo  da  esso  rap- 
preseDtato, 
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Noi  rappresenteremo  pertanto  il  numero  a  col  sìmbolo  —  e 
scrÌTeremo  qaindi  : 

"  =  ?■  ^'' 

Questa  notazione  ci  è  consigliata  dal  fatto  clie  essa  ha  già  un 
significato  (cfr.  Gap.  II,  art.  115)  nel  caso  in  cui  m  sia  no  multi- 
plo di  n  : 

m  =  kn  (2) 

e  die  in  qtiesto  caso  essa  esprimeva  il  numero  naturale  k,  il  quale 
rappresenta  appunto,  come  appare  dalla  (2),  il  valore  dell'aggregato 
di  Mi  unità  di  specie  n. 

Oltre  a  ciò,  dalia  (l)  possiamo  sempre  dedurre,  come  nel  caso 
paiticolare  ora  menzionato,  1'  uguaglianza  : 


intendendo  con  an  (secondo  la  convenzione  da  stabilirsi  quando 
daremo  la  definizione  generale  di  prodotto)  la  somma  di  n  addendi 
lutti  eguali  ad  a.  Questa  somma  rappresenta  infatti  (cfr.  §  i.o)  la 
riunione  di  n  aggregati,  ciascuno  dei  quali  sì  compone  di  m  unità 
di  specie  n;  e  questa  riunione  equivale  evidentemente  sd  un  ag- 
gregato di  m  uniijt  fondamentali. 

335.  Il   simboio   —  si  chiama  frazione,  il  numero  razionale  da 

esso  rappresentato  può  però  essere  intero  (cfr,  §  5.°). 

Si  è  visto  infatti  (art.  326)  che:  affinchè  l'aggregato  di  m  unità 
positive  di  specie  u  equivalga  ad  un  aggregato  di  soie  unità  di  pri- 
ma specie ,   È   necessario   e  sufficiente   che   sia   m  multiplo   ài   n. 

Quindi:  affinchè  la  frazione  —   rappresenti  un  numero  intero,  à 

necessario  e  sufficiente  che  m  sia  multiplo  di  a. 

336.  Affinchè  il  numero  —  sta  uguale  al  numero  —,,  è  neces- 
sario e  sufficiente  che  sia  mn'=  m'n. 

È  questa   una   conseguenza  dell'articolo  327,  poicbÈ  diro   che 

—  ~  —  ,  equivale  a  dire  che  un  aggregato  di  m  anità  positive  di 

specie  n  equivale  ad  un  aggregato  dì  m'  unità  positive  di  spe- 
cie n', 

337.  I  numeri  m  ed  n  (termini  della  frazione)  si  chiamano  ri sp, 
11  numeratore  e  il  denominatore  della  frazione  — ,  per  una  ragio- 
ne che  emerge  dalla  stessa  definizione  (art.  334)  del  simbolo  — . 

Possiamo  cosi  enunciare,  corno  conseguenza  del  precedente  ar- 
ticolo, che  :  il  valore  di  una  frazione  non   si  altera  moltiplican- 
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done  il  numeratore  e  denominatore  per  uno  stesso  nvmero  natu- 
rale, poicti  è:  m-Tik  =  nik-ii. 

:ì'AB.  Reciprocamente,  se  il  numeratore  e  il  denominatore  di  una 
frazione  hanno  un  fntiore  comune,  esso  potrft  Bopprimersi  in  en- 
trambi senza  alterare  il  valore  della  frazione.  Ogni  frazione  potrà 
cosi  ridursi  ad  una  frazione,  di  ugual  valore,  col  numeratore  e 
denominatore  primi  fia  loro.  La  frazione  si  dirà  allora  ridotta  ai 
minimi  terviini  o  alla  sua  piii  semplice  espressione. 

339.  Se  la  frazione  ~  è  ridotta  alla  sua  piii  semplice  espres- 
sione, e  la  frazione  —  è  uguale  ad — ,  i  numeri  m' ed  n'  saranno 

equimullipli  di  m  ed  n. 
Dovrà  infatti  (art.  336)  sussistere  l'uguaglianza: 

jnn'  =  m'n.  (3) 

Il  numero  n  dovrà  dunque  essere  un  divisore  del  prodotto  ma'. 
Ma  esso  è  primo  conm;  quindi  dovrft  essere  (art.  170)  divisore  di 
n'.  Sarà  dunque  n'  =  'nk,  essendo  k  un  certo  numero  naturale,  co- 
sicché la  (3)  si  può  scrivere: 

mnk  =  m'n , 
d' onde  : 

mk  =  m'. 

I  numeri  m*  ed  n'  sono  dunque  risp.  cquìmiiltipli  di  m  ed  n  se- 
condo i)  numero  A;;  e.  d.  d. 

§  7.0—  Differenza  di  due  nomerl  razionali —  Trasporto 
di  termini  dal  primo  al  secondo' membro  di  nn'eBuagllania. 

340.  Se  a  e  &  sono  due  numeri  razionali  quaiÌBÌvogliano,  esiste 
sempre  un  unico  numero  x  che  sommato  con  b  dà  per  risultato  a. 
Esso  si  chiama  la  differenza  dì  a  n  b  e  si  rappresenta  col  sim- 
bolo a—b. 

Invero,  dovendo  x  soddisfare  l'uguaglianza: 

b  +  x  =  a,  (1) 

dovrà  anche  essere  : 

b  i  X  +  '^-b)  =  a  +  {-'b) 
ossia  (art.  330)  : 

x  =  a  +  {^b).  t2) 

Reciprocamente,  il  numero  x  cosi  definito  come  somma  di  a  e  del 
contrario  di  b,  soddisfa  all'uguaglianza  (1),  poiché: 
b  +  [a  +  {-^b}\  =  b  +  a  +  (,^b)  =  a. 

341.  Se  dei  numeri  razionali  qaal  lai  vogliano  a,  b,  e,  ...  al  scri- 
vono l'uno  dopo  l'altro  collegandoli  in  un  modo  qualunque  coi  se- 
gni +  o  — ,  l'espressione: 

o±6±c±d*..,  (3) 
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cosi  ottenuta,  significherA  qnel  numero  razioaale  che  si  otterrebbe 
fiicendo  prima  la  Bomma  (oppure  la  diiferenza)  di  a  g  di  6,  poi 
la  somma  (oppure  la  difTercuza)  del  risultato  cosi  ottenuto  e  di  e, 
e  cosi  di  seguito. 

La  Ecrittura  (3)  non  è  dunque  che  un'abbreviazione  della  BCrit- 
tura  : 


(^((„*6)±c)is)=l 


il  cui  signilicato  è  senz'altro  manifesto. 

342.  Del  resto  la  scrittura  (3)  si  pu6  anche  riguardare  come  una 
Eonima  (anziché  come  una  successione  di  somme  e  differenze)  ba- 
sandosi sulla  proprietà,  già  espressa  dall'  uguaglianza  (2)  dell'  ar- 
ticolo 340,  che  la  differenza  di  due  numeri  a  e  b  aliro  non  è  che 
la  somma  di  a  e  del  contrario  di  h,  cioè: 

a-b  =  a  +  (-b). 

È  chiaro  infatti  che,  applicando  più  volte  di  seguilo  questa  pro- 
prietà, si  potrà  scrivere  : 

fl±b±c±d±...=a  +  (±6)+(±c)+(±d)+... 
Cosi,  ad  esempio,  si  potrà  scrivere  : 

a-|-&  —  c  +  d-e  =  a  +  ft  +  (-c)  +  d-H(—  s), 
e  così  vìa. 

343.  È  questa  la  ragione  per  la  quale,  nella  pratica  del  lin- 
guaggio algebrico,  si  chiamano  somme  anche  le  espressioni  for- 
mate da  simboli  collegati  da  segni  che  non  siano  tutti  positivi.  In 
ogni  somma  : 

±  o  ±  b  ±  e  ±  ri  ±  .  ,  . 

le  singole  parti  ±a,  ±b,  ±c,±d,...Bi  cliiamano  poi  l  termini 
della  somma  stessa, 
Cosi,  ad  esempio,  la  somma  algebrica  : 


sì  Compone  dei  cinque  termini  a,  b,  —e,  ri,  —e. 

344.  In  ogni  eguaglianza,  i  cui  due  memh-i  siano  dati  sotto 
forma  di  somma  al(/ebrica,  è  lecito  trasportare  un  termine  qua- 
lunque  dal  primo  al  secondo  membro,  o  viceversa,  purché  se  »e 
cangi  il  segno. 

Sia  infatti  ±  a  un  termine  qualunque  del  primo  membro.  L'egua- 
glianza non  cesserà  dì  Bussistere  se  ad  entrambi  i  membri  si  ag- 
giunga ^  a.  Ma,  fatto  ciò,  i  due  termini  ±  a  e  t  «  del  primo  mem- 
bro si  potranno  sopprimere,  essendo  la  loro  somma  eguale  a  zero, 
e  l'uguaglianza  che  resterà,  sarà  quella  appunto  che  si  sarebbe 
ottenuta  trasportando  il  termine  ±  a  al  secondo  membro  e  can- 
giandolo al  tempo  stesso  di  segno,  cioè  cangiandolo  in  ^a;  c.d.d. 
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345.  Se  il  primo  membro  consta  di  nn  solo  termine  ±  a,  esso  si 
potrà  sempre  considerare  come  somma  dei  due  termini  0  e  ±a, 
scrivendolo,  cioè,  sotto  la  forma  0±x.  Si  potrà  dunque  anche  in 
questo  caso  trasportare  il  termine  a^a  al  secondo  membro,  sosti- 
tuendo perù  il  primo  membro  con  uno  zero.  Cosi,  ad  esempio, 
dnir  nguagliauza  : 

-a-b-c+d 
si  ptiò  dedurrò  : 

0~a  +  6-c  +  d.  . 

346.  Dopo  quanto  si  è  detto,  6  cliiaro  corno  i  termini  diun'e- 
gu.iglianza  si  possano  portare  tutti  nel  primo  mèmbro,  OYS^ro  tat,i\ 
nel  secondo  membro. 

Quest'operazione  è  così  comune  nella  pratica  del  calcolo  alge- 
brico, che  le  equazioni  si  scrivono,  o  si  riducono,  quasi  sempre 
sotto  la  forma  dì  una  somma  algebrica  eguagliata  allo  zero. 

Cosi,  ad  esempio,  all'  equazione  : 

3a:  -  2{x  +  ff)>  =  3(a:»  -  y*)  -  2a:y  +  3 
si  darà  la  forma: 

Zx  -  2(a!  +  y)5  -  3(a;*  -  j/')  +  2a;y  -  3  =  0.  (4) 

347.  Se  il  secondo  membro  di  un'eguaglianza  è  lo  zero,  è  lecito 
di  cangiare  il  segno  a  tutti  i  termini  del  primo  membro. 

Infatti,  se  nell'uguaglianza  (4)  si  passano  tutti  i  termini  al  se- 
condo membro,  essa  prende  la  forma  : 

0  =  -  3»  +  2(x  -t-  y)'  +  3(0:*  -y*)-2xy  +  S 

o  anche,  che  è  la  stessa  cosa  : 

-  33:  +  2(3!  +  y)*  +  3(a:*  -  y^)  -2xy  +  S  =  0. 

348.  Per  cambiare  il  segno  di  una  somma  algebrica,  basta  cam- 
biare il  segno  di  tutti  i  suoi  termini. 

È  infatti  evidente  che  la  somma  del  numero  : 


dà  per  risnltato  zero.  Il  secondo  numero  è  dunque  il  contrario  del 
primo,  cioè  : 

349.  Chinderemo  questo  §  coli'  estensione  ai  numeri  razionali 
delta  nozione  di  maggiore  e  minore  già  data  (Gap.  I,  §  10)  pei 
numeri  naturali. 

Di  due  numeri  ce  e  ^  si  dirà  che  a  è  maggiore  ovvero  minore 
di  fi,  secondocbè  la  differenza  3  -  g  sia  positiva  ovvero  negativa. 

Si  vede  facilmente  che  dall'  essere  a  <  p   e   ^  <  y   segue   a  <  y. 

Infatti, poiché  y— p  6  p  — a  sono  numeri  positivi,   ancho   la   loro 

Caprlli.  —  Itìituiioni  di  anatUi  algebrica,  S.*  adii.  18 
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somnm  : 

(Y  -  P)  +  (P  -  a)  =  7  +("?)  +  P  +  (-«)  =  Y  +  (-«)  =  T  -  « 
esser  dovrft  éTìdentemenie  un  numero  positivo. 

Fra  gl'infiniti  naraeri  razionali  si  viene  cosi  a  stabilire,  come 
già  pei  nnineri  naturali ,  an  ordine  di  succesHione  perfettamente 
determinato,  che  sì  chiamerA  la  successione  naturale  dei  numeri 
razionali. 

350.  Se  a.<h  ed  a^^  è  anche  a  +  a  <  &  +  p. 

Infatti,  per  le  prime  due  disegnaglìanze,  si  pad  porre  : 

6=o+ft     ,     p=n+fc 

essendo  h  e  k  uameri  positivi  (h  diverso  da  zero);  e  di   qui  se- 
gue ora: 

ft  +  P  =  (a  +  a)  +  (ft  +  ft), 
onde  appunto  : 

§  8.0  —  Bldazione  di  una  Bomma  di  nnmerl  raslonall 
alla  pl&  Bempllce  egpresBloDe. 


351.  La  somma  di  più  numeri  razionali  positivi —^  ,  — -,...,—  , 
■^  n    '     n  '    '  n 

espreiai  da  frazioni  aventi  lo  stesso  denominatore  n,  è  data  dalla 
frazione  : 


Invero,  se  un  aggregato  di  nt,  unitft  di  specie  n  ed  un  altro  di 
ntg  unità  della  stessa  specie  n  ed  tin  terzo  di  m^  unità  pure  di 
specie  n,  e  così  via,  si  riuniscono  in  un  unico  aggregato,  si  verrà 
evidentemente  a  formare  un  aggregato  di  m,  +  mj  + nij +  ...  unirà 
di  specie  Ji.  Sarà  dunque  appunto  {§  4.°,  articoli   17  e  18)  : 

wi,       mg  m,-  _  "li  -(■  TK,  +  .  ■  ■  +  m, 


352.  Se  Se  frazioni  — -  ,  — ^  , .  ■  •  non  hanno  lo  stesso  denomi- 
ni **» 
natore,  esse  si  potranno  ridurre  ad  avere  lo  stesso  denominatore 
moltiplicando  il  numeratore  e  i!  denominatore  di  ogni  frazione 
(  cfr.  art.  337  )  per  un  numero  intero  positivo  opportonamertc 
scelto.  Basterà,  p.  cs.,  di  moltiplicare  il  numeratore  e  il  denomi- 
natore di  ogni  frazione  per  il  prodotto  dei  denominatori  di  ttttte 

le  altre.  Le   frazioni  — -   ,  —^ , .  .  .  verranno  cosi  ad  avere  il  de- 
nominatore comune  n^n^n^  . . .  n^. 
Si  potrà  però  avere,  in  generale,  un  denominatore  comune  più 
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piccolo,  eguale   al   minimo  comune  multiplo  M  {art.  176)  dei  nu- 
meri «,,«,,,,.,«(,  moltiplicando  la  frazione    — -  per  il  nume- 
ro M|  (^aozìente  della  divisione  di  M  per  %.  Si  avrà  così  : 

m,-  _  iJifMi  _  ntfMf 

«j       n,-M(  ~     M     ' 

e  tutte  le  frazioni  avranno  per  comune  denominatore  M. 
Sara  pertanto,  secondo  1'  art.  precedente  : 

w»i       «ij  mi  _  wt,Mi  m(M(  _  »»,M,  +  . . ,  +  miMj 

V  "*"  "T  "*"  ■  ■  *  "*"»!  "     M     ''■"•"''"1"  M  ■ 

353.  Dovendosi  finalmente  f»re  la  somma  di  più  numeri  razio- 
nali positivi  0  negativi,  si  potrà  far  dapprima  la  somma  di  tutti 
i  positivi,  poi  quella  di  tutti  i  negativi,  ed  aggiungere  i  risultati. 
Alla  somma  proposta  si  potrà  dunque  dare  la  forma: 


~)      (.) 

significando  le  m,  n,  (t,  v  dei  numeri  naturali,  cioè  interi  e  positivi. 
Ma  per  l' art.  34H)  si  ha  : 

Quindi  la  {!)  ai  può  anctie  scrivere  : 

cosicché,  fatta  la  ridazione  di  tutte  le  frazioni  ai  comune  deno- 
minatore M,  si  otterrà  un'  espressione  delia  forma  : 

M      M' 

Seorasia  a^b  si  verifica  subilo  {servendosi  dell'art.  351)  che: 
o       b  _a-b 
M      M  ~     M    ■ 
In  caso  contrario,  si  potrà  scrivere  ; 

M       M~      \M      M/~        M   ■    ■ 
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§  9.°  —  Proprietà  compoBltlva  della  le^^e  rasionale 
del  valori.  Prodotto  di  due  namerl  razionali. 

354.  Se  P  e  Q  sono  due  oggetti  od  un'Hk  qua  li  si  vogliano  appar- 
tenenti al  nostro  insieme  U,  cui  abbiamo  riferita  la  iegge  razio- 
nale dei  valori ,  col  simbolo  composto  PQ  intenderemo  rappre- 
sentata un'unità  di  U  la  cui  specie  aia  il  prodotto  delie  specie  di 
P  e  di  Q  e  il  cui  segno  aia  il  composto  dei  segni  di  P  e  Q,  se- 
condo la  legge  di  composizione  dei  segni  da  noi  già  incontrata 
(art.  331)  eapressa  dalle  acrìttnre  : 

+(+)=+  ,+(-)=-,-{+)=-.-(-)=+■ 

L' auitji  rappresentata  da  PQ  si  dirà  essere  il  composto  del- 
l' unità  P  e  dell'  unità  Q. 

355.  È  chiaro  clie  i  simboli  composti  PQ  e  QP  rappresenteranno 
unità  fra  loro  equivalenti ,  cioè  della  stessa  specie  e  dello  stesso 
segno;  poicbfe,  se  m,  m'  siano  rispettivamente  le  specie  di  P  e  Q 
ed  s,  e'  i  loro  segni,  si  ha  : 

mm'  =  m'm  ,  s(e')  =  e'(s). 

356.  Ciò  premesso,  passiamo  ad  occuparci  del  composto  QHdi 
due  aggregati  Q  ed  H  -li  oggetti,  od  unità  che  voglia  dirsi,  appar- 
tenenti all'  insieme  U.  Esso  sì  deBnisce  (cfr.  cap.  I,  art.  28)  come 
l'aggregato  di  tutte  le  unità  che  si  ottengono  componendo,  seconda 
la  legge  di  composizione  delle  unità  testé  enunciata,  ogni  onitÀ  dì 
Ù  con  ogni  unità  di  H. 

Da  questa  definizione  emerge  senz'altro,  in  virtù  dell'art,  prce., 
che  se  QcdH  sono  due  aggregati  qualisivogliano,  it  composto  Hìì 
è  equivalente  al  composto  HQ. 

357.  Stabilita  così  la  legge  di  composizione  delle  unità  e  degli 
aggregati ,  dobbiamo  ora  dimostrare  che  la  legge  razionate  dei 
valori  gode,  rispetto  a  questa  legge  di  composizione  (art.  30O) 
della  proprietà  compositiva,  cìoè  che:  se  Q  ed  S  sono  due  aggregati 
gualigiiiogìiano  ed  Sì',  H'  due  aggregati  risp.  equivalenti  adQ  edU  , 
anche  il  composto  Q'H'  è  equivalente  al  composto  OH. 

Per  dimostrare  ciò  ,  basterà  dimostrare  il  seguente  enunciato 
più  semplice:  se  Q  ed  Q'  sono  due  aggregati  equivalenti  ed  A  è^  un 
oggetto  qualunque,  il  composto  QA  è  equivalente  al  composto  iX'A.. 

Supponiamo  infatti ,  per  un  momento,  che  ciò  sia  già  stato  eli- 
mostrato  ;  e  sia  ora  H  un  aggregato  qualunque  i  cui  elementi  siano 
A,  ,  Aj , . . . ,  A„.  Sarà  QAj  equivalente  ad  fl'A, ,  UAj  equivalente 
ad  Q'Ag,  e  cosi  via.  Quindi  (art.  316)  sarà  anche  l'aggregato 
(QA„  QA aA„),  riunione  degUaggregatiQ  Al,  il  A,,...,  Q  A„, 
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equivalente  all'aggregato  (fl' A,_,  H'A, ,  .  . . ,  C'AJ,  cioè  il  composto 
UH  equivalente  al  composto  Q'H. 

Se  ora  H'  è  un  aggregato  equivalente  adH,  sarà  similmente  il 
composto  HJl'  equivalente  al  composto  H'Q',  ovvero,  che  è  la  stessa 
coBa,(art,356),iI  composto  G'H  equivalente  ad  Q'ff.  Kaaendo dunque 
aS  equivalente  ad  Q'H  ed  Ó'H  equivalente_ ad  Q'H',  resterà  dimo- 
strato (art.  310)  che  QH  è  equivalente  ad  Q'H'. 

358.  Cominciamo  dal  supporre  che  l'aggregato  2'  differisca  dal- 
l'aggregato Q  soltanto  per  questo  che  in  luogo  di  certo  {x  unità 
di  specie  pi  contenute  fra  gli  elementi  di  0  siasi  poeto  un'unica 
unità  di  prima  specie.  Sia  cioè  : 

0=C'j,,C"^,...,C%,H,  fl'  =  Ci,H,       , 

dove  C'„  ,  C'j, , . .  .  sono  i  ji  oggetti  di  [a"*™  specie  e  C,  è  un  og- 
getto di  prima  specie.  Poiché  : 

Sa  =  C'^A  ,  C'^A  , . . .  ,  CIW^^A  ,  HA  ;       Q'A  =  C,A ,  HA  , 

basterà  (art.  316),  per  dimostrare  l'equivalenza  di  QA  od  Q'A,  di 
dimostrare  l'equivalenza  dei  due  aggregati: 

C'^A  ,  C'^A  ,  . . . ,  C-J^A     e     C,A  , 

cioè,  se  indichiamo  con  v  la  specie  dell'unico  oggetto  A,  che  l'ag- 
gregato di  {j:  nnltà  di  egual  segno  e  di  specie  [iv  è  equivalente  ad 
un'unità,  dello  stesso  segno,  di  specie  v.  Ed  infatti,  ciò  riesce  evi- 
dente se,  in  luogo  dei  due  aggregati,  si  considerano  1  loro  equi- 
multipli  secondo  il  numero  v. 

Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  l'aggregato  Ù'  differisca 
da  D  per  ciò  che  due  elementi  C^,  C'p. ,  l'uno  positivo  e  l'altro  ne- 
gativo ,  di  specie  y,  contenuti  in  Ù  siano  stati  Bopprcasi  simulta- 
neamente. Per  dimostrare  l'equivalenza  di  QA  e  di  Q'A,  basterà 
dimostrare  che  l'aggregato  di  due  elementi: 

C^A  ,  C'^A 

equivale  all'aggregato  nullo.  Ora  ciò  è  senz'altro  chiaro,  poiché,  se 
V  è  la  specie  dell'  elemento  A,  i  duo  elementi  in  parola  sono  due 
unità  della  stessa  specie   (iv  e  di  segno  contrario. 

Possiamo  dunque  concludere  che  se  i  due  aggregali  Q,  Q'  sono 
fra  loro  direttamente  equivalenti,  il  composto  QA  è  equivalente 
al  composto  Q'À.  Infatti  il  passaggio  da  Q  ad  Q'  si  potrà  effet- 
tuare mediante  snccesBÌvI  cambiamenti  appartenenti  all'uno  od  al- 
l'altro dei  due  tipi  or  ora  considerati. 

359,  Veniamo  ora  a  dimostrare  quanto  si  era  detto  all'art.  357' 
cioè  che,  essendo  Q  od  Q'  due  aggregati  comunque  equivalenti  ed 
A  an  unico  oggetto,  di  specie  v,  il  composto  liA  è  equivalente  ad 
a' A.  Per  supposto  esìste  un  numero  naturale  n  tale  che  gli  equi- 
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multipli  Q„  ,  Q'„  di  ìleda'  eecoudo  n  siano  direttamente  equiva- 
lenti; cosicché  saranno  equivalenti,  per  1'  art.  prec,  1  due  composti 
a„AedQ'„A.  Uà  questi  due  composti  noD  sono  che  gli  eqaimnl- 
tipli,  secondo  n,  dei  due  composti  il  A  ed  Q  'A.  Questi  ultimi  sono  dun- 
que (art.  319)  fi-a  loro  equivalenti  ;  e.  d.  d. 

360.  Il  teorema  ora  stabilito  ci  permette  di  dare  del  prodotio 
di  due  numeri  razionali  qualisi vogliano  la  seguente  definizione: 
per  prodotto  di  due  numeri  razionali  h,  k  t'intenderà  quel  numero 
razionale  che  rappresenta  il  valore  del  composto  HK,  essendo  H  uno 
qualunque  degli  aggregati  di  valore  h  e  K  uno  qualunque  degli  ag- 
gregati di  valore  k. 

Il  prodotto ,  cosi  definito ,  di  A  e  A:  si  rappresenterà  col  sim- 
bolo kk. 

È  appena  necessario  di  osservare  cho ,  noi  caso  di  &,  Jb  interi 
positivi,  questa  definizione  ricade  in  quella  già  data  (Cap.o  1."  , 
§0  4)  per  il  prodotto  di  due  numeri  naturali;  poiché  in  questo 
caso  sì  potranno  sceg^liere  per  II  e  K  due  aggregati  costituiti  rìsp 
da  A  e  A:  unità  fondamentali. 

8.  Poiché  il  composto  HE  é  equivalente  (art.  356)  al  composto* 
KH,  è  chiaro  che  il  prodotto,  testé  definito,  di  due  numeri  razio- 
nali h,  k  è  indipendente   dall'  ordine  dei  fattori  ;  cioè  che  hk  =  kh. 

Potremmo  altresì  dimostrare  come  ,  In  base  alla  defiDÌzione  in 
parola,  il  prodotto  successivo  di  più  numeri  razionali  goda  della 
proprietà  commutativa  ed  associativa.  Ma  ciò  risulterà  più  sem- 
plicemente, in  modo  affatto  intuitivo,  dall'espressione  stessa,  che 
ora  daremo,  del  prodotto  di  piil  numeri  razionali  sotto  forma  di 
un'unica  frazione;  polche  dalla  forma  stessa  dell'  espressione  appari- 
ranno le  dette  due  proprietà  come  conseguenza  immediata  delle 
proprietà  stesse,  in  quanto  sono  già  state  stabilite  pel  caso  del  pro- 
dotto di  più  numeri  natarali. 

362.  li  prodotto  di  piti  numeri  razionali  positivi  ridotti ,   come 

è  sempre  possibile  (  art.  334  ) ,  alla  forma  — -  ,—,...,—!■    è 

dato  dalla  frazione  : 

m,mj  . .  .  m^ 


Infatti,    essendo   — -  il  valore  di  un  aggregato: 
A„  ,  B„  ,  C„,  , . .  . 
di  nij  nnità  positive  di  specie  n,   ed  —^  il  valore  di  un  aggregato: 

P-  ,  Q^  >  K^  , .  . . 
di  nij  unità  positive  di  specie  m,,  il  prodotto  — - — *  sarà  1)  va- 
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lore  del  composto  : 

(A,.,B«,,C„.,...)(P-,,Q».,R..,...). 
cioè   il  valore  dell' af^gre^ato  : 

A„P^,  A„Q^,... 

di  wi,n,  unità  fondamcDtali  di  specie  n^n^.  Ora  il  valore  di  qaesti 
aggregati   è   appunto   espresso ,   come   sappiamo  (  art.  334  )  dalla 

frazione  — — *. 

363.  Il  prodotto  di  più  numeri  razionali  positivi  o  negativi,  è 
un  numero  razionale  cbe  ha  por  valore  assoluto  (art.  332)  il  pro- 
dotto dei  valori  assoluti  dei  fattori,  ed  è  poi  positivo  o  negativo 
aecondochè   il  numero  dei  fattori  negativi  è  pari  o  dispari. 

La  dimostrazione  si  fa  come  all'art,  prec,  dopo  aver  richiamata 
la  definizione  data  all'art.  354  dei  segno  del  composto  di  due  unità; 
notando  inoltre  che  dalla  legge  di  composizione  dei  segni  (arti- 
colo 331)  segae  che  i7  com;>o«(o  di  piti  segni  è  +  o  — ,  secondochè 
fra  i  segni  da  comporsi  vi  sia  un  numero  pari,  ovvero  un  numero 
dispari  di  segni  negativi. 

In  particolare  il  prodotto  di  un  numero  positivo  e  di  un  nega- 
tivo è  un  negativo,  il  prodotto  di  due  positivi  ovvero  di  due  ne- 
gativi è  un  negativo. 

364.  Affinchè  il  prodotto  di  due  numeri  raeionaH  sìa  uguale  a 
zero,  è  neceaaai-io  aia  zero  uno  dei  due  fattori. 

Infatti  il  prodotto  di  due  numeri  diversi  da  zero  è  diverso  da 
zero  (cfr.  art.  362). 

365.  Il  prodotto  di  un  numero  razionale  k  per  1  è  uguale  a  k, 
nel  mentre  che  il  prodotto  di  k  per  -le  uguale  n  —  k. 

La  dimostrazione  è  affatto  ovvia. 

366.  Se  a, ,  0(  ,  . . . ,  o„  sono  dei  numeri  razionali  qualisivoglia- 
no,  po»itivi  0  negativi,  il  prodotto  (—  Oi)(—  Oj)  .  .  .  (—  o„)  è  uguale 
allo  stesso  prodotto  a^a^  . .  .  a„,  ovvero  al  numero  ad  esso  contra- 
rio, secondochè  n  sia  pari  o  dispari. 

Si  ha  infatti,  secondo  l'art,  precedente: 

(-  «,)(-  «.)■■■  (-  «n)  =  E(-  i)^]  [C-  1)^]  ■■■[(-  O^J 

=  (-  IX- 1)  - .  ■  (-  iK''.  •■■«„  =  (-  i)''«i^  ■•■««■ 

Vote. 

1.  È  importantn  di  dimostrare  come  la  lo^ge  di  (Composizione  dolte  aDÌt& 
delle  diverse  specie  e  Begni.  data  in  questo  %  (art.  354),  sia  U  sola  leaKe  ri- 
spetto alla  qnale  la  legga  Tallonale  dei  valori  f^oda  della  proprietà  com- 
positiva. 

Ammettiamo  nataralmenta  come  postulato  che  il  composto  di  un'unità 
positiva  di  !■  specie  con  nn'altra  unità  positiva  di  1*  specie  essoT  debba 
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nn'anità  positiva  di  1^  specie.  Se,  dopo  ciò,  susiiata  la  proprietà  compo* 
eitiva,  il  composto  di  un  s^ff  ^R^^"  *''  "*  oi'iU  positive  di  specie  m  e  del- 
ViflgTeifito  di  n  unitfi  positive  di  Bpeoie  n  esser  dovrà  equivalente  sd 
un'unità  di  1*  specie  (giucche  ognuno  di  quei  due  aggregati  equivale  sd 
mi'  unità  di  I*  specie).  Cioè,  un  aggregato  di  mn  unità  positive  di  specie  a 
(se  X  È  ia  specie  dell'unità  positiva  ohe  nasce  dal  composto  di  un'unità 
di  specie  ni  ed  una  di  specie  n)  esser  dovrà  equivalente  all'unità  di  prima 
specie.  Di  qui  segue  necessariamente  (art.  827)  che  x  =  nin;  cioè  appunto 
che  un'unità  positiva  di  specie  m  composta  con  un'unità  positiva  di  spa- 
eie  «  deve  generare  un'unità  positiva  di  specie  mn. 

Ammettiamo  in  secondo  luogo  come  postulato  che  il  composto  bell'ag- 
gregato nullo  per  un'unità  positiva  di  1*  specie  esser  debba  equivalents 
all'aggrcgCLto  nullo.  Poiché  l'aggregato  nullo  è  equivalente  all'aggregato 
di  un'unità  positiva  A,- ,  di  specie  t,  e  della  sua  contraria  A'j ,  il  composto 
dell' aggrejiato  A^  ,  A'^  e  dell'aggregato  di  m  unità  positive  di  specie  m 
(che  equivale  alla  unità  positiva  di  specie  1)  esser  dovrà  equivalente  al- 
l'aggregato nullo.  Cioè,  se  X  è  la  specie  dell'unità  D^  che  nasce  dal  com- 
posto di  A\  con  l'unità  positiva  di  specie  m,  l'aggregato  di  in  unità  po- 
sitivo di  specie  mi  riunito  all'aggregato  di  m  unità  equivalenti  a  D,  do- 
vrà riuscire  equivalente  all'aggregato  nullo.  Di  qui  segue  primieramente 
(art.  622)  che  D^  dev'essere  negativo;  onde  l'aggregato  di  m  unità 
positive  di  specie  mi  esser  dovrà  equivalente  all'aggregato  di  m  nnìtà  ne- 
gative di  specie  X.  Sarà  dunque  (  art.  827  )  x  ^ni ,  cioè  :  il  composto  di 
un'unità  positiva  di  specie  m  e  di  una  negativa  di  specie  t  esser  dovrà 
un'unità  negativa  di  specie  ni. 

Se  ammettiamo  finalmente  come  terso  postulato  che  il  composto  dell'ag- 
gregato nullo  con  se  stesso  sia  ancora  equivalente  all'aggregato  nullo,  il 
composto  : 

{A, ,  A'i)(B„  ,  B'„) 

dovrà  equivalere  all'aggregato  nullo.  Di  qui  legne  facilmente  pei  risnltatì 
già  ottenuti  circa  i  composti  AjB„,  ,  A^B'^  i  A'jB«  che  il  composto  A'^B'^ 
esser  deve  equivalente  al  composto  AfE,,  ;  i^ioè  che  il  composto  di  due 
unità    negative    di   specie   i   ed   m   risp  ,  esser  deve  un'unità  positiva   di 

Le  definizioni  date  all'art.  864  si  trovano  cosi  tutte  giustificate. 

2.  La  deflDizione  di  composto  di  due  unità  a  e  p,  data  all'art.  854,  si  può 
anche  enunciare  eatto  questa  forma:  il  compotto  ap  è  iin'unifd  dedotta  dal- 
l'unità a  nello  ileno  modo  col  gualt  dalPuaità  fondamentale  poiitiva  è  *tata 
dedotta  l'unità  ^.  Infatti  a^  è  un'unità  di  segno  eguale  o  contrario  a  quello 
di  a  secondocbè  ^  é  di  segno  eguale  o  contrario  a  quello  dell'unità  fon- 
damentale positiva.  E  se  un'  unità  fondamentale  equivale  all'  aggregato 
di  n  unità  simili  a  ^  (che  sìa  ciuè  di  specie  n),  anche  l'nnità  a  (che  si& 
di  specie  ni)  equivale,  fatta  astrazione  dal  segno,  all'aggregato  di  n  unit& 
simili  al  composto  a^  che  è  di  specie  mn  (cfr.  art.   8'iìO). 

8i  può  facilmente  riconoscere  come  anche  il  prodotto  di  due  aggregittì 
obbedisca  a  questo  etesso  concetto  (cfr.  la  !■  delle  note  fatte  da  Caucìkjf 
al  suo;  Court  d'Analgte  de  l'Ècole  Polylechniqtit,  Paris,  1821). 

§  10.0  _  Proprietà  dlstrlbattv»  della  moltiplioailone 
dei  numeri  Taslonalt. 

367,  La  proprietà  distribntiva  della   moltiplicazione  di  nameri 
naturali  rappresentata  dall' uguag'lianza: 

{a  +  b)c-ac  +  bc  (  l  > 

(cfr.  Cap.  I,  §  d.'^j  sussiste  anche  se  a,  b,  e  siano  del  namerL    rn- 
zìonali  qualisivogliano,  interi  o  frazionarli,  positivi  o  negativi. 
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Infatti,  86  A  ,  B ,  C  siano  aggregati  (di  anit&  fondamentali  od  ati- 
qnote,  positive  o  negative)  rappresentati  risp.  dal  numeri  o,  6,  e,  baste- 
rà, per  dimostrare  la  (1),  di  dimostrare  che  1'  aggregato  (A ,  B)C_è 
eqnivalente  all'aggregato  (AC  ,  BC);  giacché  t'aggregato  (A  ,  B) 
formato  dalla  rinolone  di  A  e  B  è  rappresentato  (art.  317)  dal  nti- 
mero  a  +  b,  ecc.  Ora  6  manifesto  (cfr.  art.  28)  clie  il  composto 
dell'aggregato  (A  ,  B)  e  dell' aggregato  C  è,  non  solamente  equi- 
valente, ma  addirittura  Identico  alla  rianione  dell'aggregato  com- 
posto AC  e  dell'  aggregato  composto  BG. 

368.  La  proprietà  distribntiva  ora  dimostrata  ha  per  conseguen- 
za, precisamente  come  si  è  visto  pei  numeri  naturali,  che  il  pro- 
dotto di  due  gomme  di  numeri  razionali  i  uguale  alla  somma  di 
tutti  i  prodotti  che  ti  possono  formare  moltiplicando  un  termine 
qualunque  della  prima  somma  per  un  termine  qualunque  della  se- 
conda. 

Si  ha  cosi,  ad  esempio  : 

(rt-36+2c)(dr-3A)= 

=ad+(-36)d+ 2cd+ a(-3A)+ ( -3&)(- 3ft)+ (2c)( '3A) 
ossia  (cfr.  art.  366}  : 

(a-3b+2c){d-3h)=ad-3bd+2cd-Zah\-9bh-Gch. 

369.  È  del  pari  manifesto  che  quanto  si  è  detto  nel  primo  Ca- 
pitolo circa  le  espressioni  monomie  e  polinomie  o ,  piCi  general- 
mente, circa  le  espressioni  intere  dedotte  da  certi  numeri  a,  ò,  e,.,, 
segue  a  sassistere  anche  se  a,  b,  e,...  siano  numeri  qualisivogliano. 

Soltanto  noteremo  che  si  dovranno  ora  considerare  come  espres- 
sioni monomie  (cfr.  Cap.  I,  §  6.")  non  solamente  quelle  della  forma: 

a'bhi  ...d^, 

ma  anche  quelle  della  forma  : 

giacché  si  può  scrivere  : 

-  a«6^c'  . .  .  d*  =  (-  l)o»&PcT  ...d". 

E  per  la  stessa  ragiono  potranno  considerarsi  come  espressioni  po- 
linomie (cfr.  Cap.  I,  §  8.0)  tutte  quelle  della  forma: 

±oV...d^±a"6K..d^  ±...±o"    feP     ...d'^    . 

370.  Finalmente  notiamo  che  le  espressioni  intere ,  cioè  (cfr. 
Gap.  I,  art.  106)  le  espressioni  dedotte  dai  numeri  a  ,b,c ,. . .  ,d 
mediante  le  tre  operazioni  di  moltiplicazione,  addizione  e  sottra- 
zione, hanno  ora  un  senso  perfettamente  determinato  qualunque 
siano  i  valori  che  si  attribuiranno  ad  a,  b,  e, ... ,  d.  Non  ha,  cioè, 
pift  ragione  di  essere  la  restrizione  che  eravamo  costretti  a  faro 

Cathl!.!.  —  Ittitvxioni  di  analUt  algebrica,  8,*  edic.  10 
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finché  dovevamo  restare  nel  campo  dei  soli  iiameri  naturali,  giac- 
cliè  Mei  carneo  dei  numeri  razionali  la  sottrazione  è  sempre  pos- 
sibile. 

Vote  ad  Esaroin. 

1.  Se  i  numeri  razionali  poitlioi  s,  a,  b,  ^  todditfano  alle  dùegaagliame  : 


servando  che  dev'essere  b  =^a  +  ìi  e  ^  =  a  +  t,    con 
h  B  k  poBÌljvi  (ed  A  divorso  da  zero). 

2.  Eascodo  a  e  b  due  nameri  r&zionali  qualisivogliano,  ai  riconosca  che 
a  +  b 
il  numero   -- -  ~    è  aempre  compredo  fra  a  e  6;  e  se  ne  deduca  poi  che 

fra  due  numeri  razionali  qualunque  lono  eempre  cotnpreii  infiaili  altri  numeri 

a.  Dati  due  numeri  raiionali  qualunque  a  a  ò  <a  <  b),  dimoetrare  corno 

naturale  «  in  modo    che  o  +  -  nia  compreso 


§  11.0  —  Quoto  di  due  oamerl  razionali. 

371.  Dati  due  numeri  naturali  m  ed  n,  non  esiste  (ad  eccezione 
del  caso  parlìcolai'c  in  cut  m  sia  multiplo  di  n]  nn  numero  natu- 
ralo X  che  moltiplicato  per  n  produca  m. 

Questo  problema  diventa  però  risolubile  nel  campo  doi  numeri 
razionali;  giacché  esso  è  soddisfatto  dal  numero  razionale: 


Da  questa  eguaglianza,  moltiplicandone  entrambi  i  membri  per  i 
segue  iiit'aiti  (art.  36:i)  : 


372.  Più  generalmente:  se  a  e  ^  sono  due  numeri  razionali  e  ^ 
sia  diverso  da  zero,  esiste  un  unico  numero  razionale  x  che  mol- 
tiplicato per  p  produce  a. 

La  restrizioue  che  ^  sì»  diverso  da  zero,  ò  necessaria;  poiché, 
se  g  =  0,  r  uguaglianza  r 

r^x^oL  (1) 

non  pu6  evidentemente  essere  soddisfatta,  se  non  quando  sia  a=0. 
E  se  anche  a  è  uguale  a  zero,  l'eguaglianza  (1)  sarà   manifesta-  " 
mente  soddisfatta  da  qualunque  numero  razionale  x. 
Supponiamo  ora  dapprima  che  a  e  ^  siano   due   numeri   razto- 
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nail  positivi  : 

«  =  —,?  =  —  ,  {m'  >  0). 

L' egnnglianzn  (1)  sarà  soddisfatta  prendendo: 

nm'' 
Si  avrà  infatti  appunto  : 

m'        m'mn'      m-m'n'      m 

n'         n'nm'      n-m'n'       n' 

Se  a  e  f  non  sono  entrambi  positivi,  ma  sia  in  generale  : 


ove  e  ed  e'  flgnrano  i  segni  +  o  —  oppure  anche,  che  è  la  stessa 
cosa,  +1  0  —  1  ;  basterà ,  per  soddisfare  1'  ngaaglianza  (1),  di 
prendere  : 


scegliendo  il  segno  +  ovvero  il  segno  —,  seeondochè  i  duo  segni 
E  ed  e'  siano  ngnali  o  contrarli.  Si  avrà  infatti  (cfr.  art.  366): 


E  [E' 

V    nm'  ' 


373,  Ci  resta  ancora  a  dimostrare  che,  oltre  al  numero  x  cosi 
determinato,  non  esiste  alcun  altro  numero  razionalo  x  che  sod- 
disfi alla  (1).  £d  invero,  ammesso  che  sussistessero  Bimullanca- 
mente  io  due  uguaglianze  : 

ga:  =  a     ,     fa:'  =  «  , 

sottraendo  l'una  dall'altra  membro  a  membro,  se  ne  dedurrebbe: 

ossia  anche  : 

?{x  -  a:-)  =  0 

d'onde,  poiché  il  fattore  3  è  s  0  (art.  364)  : 

x—x'=0,    cioè  ;    x  =  x'. 

37-t.  Il  numero,  di  cni  abbiamo  ora  constatata  l'esistenza,  che 
moltiplicato  per  ^  produce  a,  si  chiama  il  qaoto  di  se  per  ^   o   si 

rappresenta  col  eimbolo  —,  od  anche  con  a  :  p. 

Qaesta  definizione  del  simbolo  —  è  In  perfetto  accordo  (cfi*. 
art.  371)  col  significato  già  dato  a  questo  numero  nel  caso  in  cui  a 
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e  ^  siano  interi  e  positivi.  È  quindi  naturale  di  applicare  al  Bìrn- 

bolo  -^ ,  qaalanqae  siano  ì  nomerì  razionali  a  e  ^,   1'  epiteto  di 

P 
frazione  e  ai  suoi  dne  termini  a  e  ^  quello  dì   numeratore  e  di 
denominatore  della  frazione. 

375.  Il  valore  di  una  frazione  qualtivoglia  non  ai  altera  mol- 
tiplicandone il  numeratore  e  il  denominatore  per  uno  atteso  im- 
mero raeionale. 


e  moltiplicando  entrambi  i  membri  per  no  namero  razionale  qna- 
lanqae  f  : 

cioè  appunto: 

376.  Dall'  eguaglianza  : 

oa 
segue,  se  a  ò  diverso  da  zero  : 


r« 


cioè  per  l' art.  precedente  : 


ossia:  se  i  d^^e  membri  di  un'eguaglianza  hanno   un   fattore   co- 
mune diverso  da  zero,  esso  si  può  anche  sopprimere. 

377.  Per  avere  il  prodotto  di  due  frazioni,  basta  formare  la  fra- 
zione che  ha  per  numeratole  il  prodotto  dei  numeratori  e  per  de- 
nominatore il  prodotto  dei  denominatori, 

Sia  infatti: 


Dall'  eguaglianze  : 

^x-  a.  ,  by  =  a, 

moltiplicate  membro  a  membro,  segue  : 

^b-xy  =  a'x, 
cioè  appunto  : 

aix 

378.  Per  avere  il  quoto  di  due  frazioni,  basta  formare  la   fra- 
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zione  cfie  ha  per  numeratore  il  numeratore  della  prima  moltipli- 
cato per  il  denominatore  della  seconda  e  per  denominatore  il  de- 
nominatore della  prima  moltiplicato  per  il  numeratore  della  se- 
conda. Cioè: 

a 

g  _ab 


Invero,  per  verificare  1'  esattezza  di  questa  agaaglianza,  basta 
verificare  che  : 

06    a  _  a 

E  si  ba  infatti,  secondo  1'  art.  precedente  : 
ab    a  _  a-ba  _   a 

379.  La  somma  di  due  frazioni  aventi  lo  stesso  denominatore  è 
uguale  alla  frazione  che  ha  per  numeratore  la  somma  dei  nume- 
rotori  e  per  denominatore  il  denominatore  comune. 

Sia  infatti: 


Dali'  uguaglianze  : 

dx  =  a  f    dy  =  ^ 

sommate  membro  a  membro  segue  : 

d{x  +  y)  =  a  +  ^, 
cioè  appunto  : 

«  +  ? 

380.  Di  qui  segue  (cfr.  art.  375}  che  la  somma  di  due  frazioni  si 
pad  esprimere,  sotto  forma  di  un'unica  frazione,  come  teguo  : 


6        p      b'f^^b  b'? 

381.  L'operazione  mediante  la  quale,  dati  due  nnmeri  a  e  ^,  si 
ottiene  il  numero  x  che  moltiplicato  per  ^  produce  a,  si  chiama 
diuigione  di  a  per  §.  A  rigore  si  dovrebbe  però  chiamarla  divi- 
sione razionale  od  esatta  di  ti  per  @,  per  distingneria  dalla  divi- 
sione naturale,  da  noi  gì&  considerata  al  capitolo  II,  che  dà  per 
risaltato  il  quoziente  di  a  per  ^,  cioè  quel  numero  naturale  (in. 
tero  e  positivo)  q  che  indica  quante  volte  il  numero  positivo  ^  è 
contenato  in  a. 

Nel  mentre  che   il  quoto  a;  di  a  per  ^  soddisfa  all'uguaglianza: 
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il  quoziente  q  dì  a.  per  ^  soddisfa  all'egaagllanza  : 

a='{.q  +  r 

essendo  r  nu  namero  positivo  minore  di  ^.  Da  quest'nltima  egua- 
glianza si  deduce: 

a_P9  +  r_gg      *•_„.    ^ 

dove  -r-  è  minore  di  1.  Il  quoziente  non  è   dnnqae  altro   che   la 

parte  intera  del  quoto,  il  quale  si  chiama  perciò  anche  quoziente 
esatto  (spesso  anche  semplicemente  quoziente,  quando  la  natura 
della  qtiestione  non  dia  luogo  ad  eqnivoco). 

§  12.°  ~  EsproBsioDl  razionali  ~  Equazioni  algebriche. 


382.  Si  chintna  espressione  razionale  ogni  espressione  ottenuta 
operando  su  certi  numeri  a,  b,  v,  . . ,  ,  d,  ben  determinati  o  desti- 
nati a  restare  arbitrari,  mediante  le  quattro  operazioni  fondamen- 
tali, cioè  moltiplicazionu,  addizione,  sottrazione  e  divisione,  ese- 
guito un  numero  finito  di  volte. 

Cosi,  ad  esempio  : 


— - —  +d  \ 

e  a  —  6\a+6 


6,  come  si  vede ,  un'  espressione  razionale  rispetto  ai  numeri   a , 
b,  e,  d. 

■i83.  Ogni  espressione  razionale  »i  può  ridurre,  senza  alterarne 
il  valore,  sotto  forma  di  espressione  intera  o  di  quoto  di  due  e- 
spressioni  intere  (cfr.  Gap.  I,  §  12). 

Supponiamo,  infatti,  che  ciò  sia  già  stato  dimostrato  per  quelle 
espressioni  razionati  clic  si  deducono  dai  numeri  a,  b ,  e, .  . .  ,d 
mediante  un  numero  di  operazioni  fondamentali  inferiore  a  it,  e 
facciamo  vedere  che  il  teorema  sarà  vero  anche  per  ogni  espres- 
sione razionale  E  ottenuta  mediante  k  operazioni. 

Invero,  l'ultima  delle  k  operazioni,  mediante  le  quali  è  stata  ot- 
tenuta E,  sarà  un'operazione  fondamentale  eseguita  fra  due  espres- 
sioni E'  ed  E"  già  ottenute  precedentemente,  cioè  con  meno  ili  k 
operazioni  ;  cosicché  sarà  per  l' ipotesi  fatta  : 

H'  ,_H" 

essendo  H',  K',  H",  K"  espressioni  intere  formate  con  a,  b,  c,...,d. 
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E  +  E' 

H' 
K' 

H" 

H'K"  +  H'K' 
K'K" 

;'-E" 

H" 

E" 

H'K"-H"K' 
K'K" 

E'E" 

H' 

H" 

H'H" 
"  K'K" 

E' 
E" 

H' 

H" 

H'K" 
~  K'H"  ■ 

i  cliinro  che  E  avrà  una  delle  quattro  forme  : 


H'K"  +  H"K'        H'K"  -  H"K'        H'H"        H'K^ 
K'K"  "     '     K'K"  '     K'H" 


KK'' 


ciascuna  delle  quali  6  appunto  li  quoto  dì  due  espressioni  intero. 
Il  teorema  enuncialo  è  cosi  dimostrato,  poiché  esso  é  evidente- 
mente vero  per  le  espressioni  ottenute  da  a,  h,  e, ... ,  d   con    luia 
sola  operazione,  le  quali  appartengono  ad  uno  dei   quattro   tipi  : 


ab  ,  a  +  b ,  a- 


.  L'eguaglianza,  ottenuta  col  procedimonto  testé  indicato: 


che  pone  un'  espressione  razionale  qualsivoglia  E  sotto  forma  di 
Ignoto  di  due  espressioni  intere  M  ed  N,  ci  dice  solamente  che  per 
lutti  quei  valori  di  a,  b,  c,...,d  pei  quali  E  ha  un  signiflcato, 

M 
La  an  sìgnilicato  anche  -r^^   e  che  i  due  signlticati  coincidono.  La 

reciproca  non  è  però  vera.  Cioè  la  frazione  —  può  avere  un  si- 

^niflcato  anche  per  valori  di  a  ,h  ,c  , . .  .  ,d  che  non  danno  un 
signifìcaio  ben  definito  ad  E.  Cosi,  ad  esempio,  1'  espressione  ra- 
zionale : 


h:t  nn  significato  ben  definito  soltanto  quando  siano  diversi  As. 
zero  tntii  i  denominatori,  cioè  quando  siano  soddial'ntte  le  dise- 
ga;i<flianze  : 

6^0  ,  csO  ,  rfiiO. 
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In  qnest'  ipotesi  ai  può  scrivere  ; 


ma  II  secondo  membro,  a  differenza  del  primo,  ha  sif^nlflcato  an- 
che se  sia  d  =  0,  pnrchè  sia  soltanto  : 

A  questo  inconveniente  si  pnò  ovviare  scrivendo  t 


poiché  in  qnesta  agaaglianza  i  dne  membri  hanno  significato  (e 
significato  eguale)  per  gli  stessi  valori  di  a,  b,  e,  d. 

385.  In  generale  possiamo  dire  che  un'espressione  razionale  qua- 
lunque  E,  composta  coi  numeri  a  ,  b  ,  e  ,  . .  .  ,  d ,   si  può   sempre 

M' 
porre  sotto  forma  di  quoto  —,  dt  due  espressioni  intere,  avendo  la 

M' 
frazione   --  significato  per  quei  soli  valori  <fi  a  ,  b  ,  e  , . . . ,  d  che 

danno  significato  ad  E.  Essa  non  sarà  però  in  tal  caso,  general- 
mente parlando,  ridotta  alla  sua  più  semplice  esprettione  {potendo, 
per  esempio,  ìi'  ed  H'  avere  qualche  fattore  comune). 
Inratti,  nell'  eguaglianza  : 

ottenuta  col  procedimento  dell'art.  363,  il  secondo  membro  ha  on 
significato  ben  determinato,  che  coincide  con  quello  del  primo 
membro,  netripotesi  che  siano  soddisfatte  certe  disegnaci ianze: 

DsO  ,  D'sO  ,  D"  2  0,  ... 

che  nascono  dall'esprimere  che  sono  diversi  da  zero  tutti  i  denomi- 
natori che  s'incontrano  nelle  varie  divisioni  occorse  nella  compo- 
sizione di  E.  Se  però  scriviamo,  come  è  lecito  : 

MDD'D"  ■  .  . 
~NDD'D".T.' 

il  secondo  membro  avrft  significato  (ugnale  a  qnello  di  E)  per  tatti 
e  soli  quei  valori  di  a,  b,  e,.  . .  ,  d  che  danno  an  significato  ad  E. 

386.  Se  E,  E'  sono  due  espressioni  razionali  dedotte  dai  numeri 
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a,b,c,...,d,  ed  esista,  o  si  supponga  esistere  l'uguaglianza  : 

E  =  E', 
61  potrà  a  quest'uguaglianza  dare  la  forma: 


Quindi,  poiché  E  -  E'  6  pure  un'espressiane  razionale  dedotta  dai 
numeri  a,  b,  e, . . . ,  d,  si  può  ad  essa  sostituire,  per  l' art.  prec, 
un'  eguaglianza  ad  essa  perfettamente  equivalente,   della  forma  : 


essendo  M  ed  Nespressioni  intero  dedotte  da  a,  b,  e, . 
Ha  l'uguaglianza  (1)  equivale  alla  uguaglianza: 


congiunta  colla  disuguaglianza  : 

NzO. 

Vediamo  dunque  clie  ogni  eguaglianza,  o  $i$tema  di  più  egua- 
glianze, fra  etpresfioni  razionali  dedotte  da  a,  b,  e,  .  .  .  ,  d,  sipud 
surrogare  {coU'aggiunta  di  certe  diseguaglianze)  con  un'eguaglian- 
za, 0  con  un  sistema  di  uguaglianze  di  forma  intera  : 

M  =  0,  M'  =  0,M"-0,  .  .  . 

cioè  uguagliando  a  zero  certe  espressioni  intere  dedotte  da  a,  b,  c,„.,d. 

387.  Tutti  i  problemi  dell'algebra  si  riducono  in  ullima  analisi, 
ad  nguagliare  fra  loro  certe  espressioni  razionali  dedotte  da  nu- 
meri a,  b,  e, . .  .  ,d  più  0  meno  determinati  ed  a  ricercare  se  e 
qaali  valori  di  a,  b,  e, .  .  - ,  d  possano  soddiìifare  tutte  le  ugua- 
glianze cosi  ottenute.  Ora,  per  quanto  si  è  testé  dimostrato,  tutte 
queste  uguaglianze  si  possono  ridurre,  fatta  astrazione  da  certe  di- 
Beguaglianze,  ad  un  sistema  di  equazioni  : 

Ei  =:  0  ,  E,  ^  0  ,  . .  .  ,  Eft  =  0 

in  cui  la  £  sono  oEpressioni  razionali  Intere  dedotte  da  a,  b,  c,...,d. 
Queste  uguaglianze  si  chiamano  anctie  talvolta  equazioni  alge- 
briche, ed  li  loro  insieme  si  dice  essere  un  sistema  di   equazioni 
algebriche. 

388.  In  ogni  sistema  di  equazioni  algebriche  alcune  delle  quan- 
tità a,  b,  e, .  . .  ,  d  sono  perfettamente  determinate  a  priori  e  ven- 
gono per  conseguenza  espresse  con  dei  simboli  numerici  propria- 
mente detti,  come  5,3,  -  j ,  ■  •  ■  Altre  non  sono  determinate  a 

priori,  ma  s' intende  che  debbono  essere  fissate  a  piacere;  esse 
prendono  11  nome  dt  parametri  e  si  designano  appunto  colle  let- 
tere a,  b,  e,  .  .  . ,  a,  ^,  •;, . .  .  Altre  Analmente  si  lasciano  indeter- 
minate anche  dopo  fìssati  i  valori  dei  parametri,  inquantochè  rap- 
Capklli.  —  J$tUiuioiti  di  aitaliii  algtbriea.  Et.'  «diz.  20 
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presentano  le  incognite  del  problema;  il  qaale  consiste  appunto 
nel  determinare  tali  incognite  in  modo  che  tutte  le  equazioni  s! 
trovino  soddisfatte.  Le  incognite  si  designano  ordinariamente  colle 
altime  lettere  dell'alfabeto,  come  x,  y,  e,  t,  a,  v  ,  . .  . 

369.  Cosi,  ad  esempio,  le  due  equazioni  : 

3a:*-  -  aa:y  f  (ft  +  c)y»  +  2  =  0 

2x*  -  Bbcxy  +  6  =  0 

si  possono  considerare  come  un  sistema  di  dne  equazioni  algebri- 
chu  colle  due  Incoguite  x,  y.  In  esso  tiguranu  però,  oltre  ai  coef- 
ficienti determinati  a  priori:  2,  — -,3,  —  3  ,  5,  aoche  i  parametri 
a,  b,  e. 

390.  Un'equazione  algebrica  fra  le  incognite  x,j/,...,zsi  dice 
del  grado  n,  se  n  è  il  grado  (Cap.  I,  art.  225)  del  poliDomio,  cbe 
no  forma  11  primo  membro,  rispetto  alle  variabili  x,  y, . . . ,  z.  Cosi 
ad  esempio  : 

ax  +  bjf  +  e  =  0 

è  il  tipo  più  generalo  di  un'equazione  di  1"  grado  colle  due  in- 
cognite X,  y\  nel  mentre  che  il  tipo  più  generalo  di  un'equazione 
di  2"  grado  fra  le  stesse  due  incognite  sarà  : 

ax'  +  by*  +  icxy  +  dx  +  ey  +g  =  0, 


§  13.0  —  RiBolazlone  di  eqaaaiont  di  1"  erado. 

391.  Ogni  equazione  dì  1°  grado  con  una  sola  incognita  x  si 
pn6  sempre  ridurre  alla  forma: 

ax  +  b  =  0  (1) 

essendo  a  e  b  numeri  conosciuti.  Alla  (l)  si   può   anche   dare   la 
forma  equivalente  : 

ax  =  -b,  (2) 

come  si  vede  portando  (§  7.°)  il  secondo    termine   b   al    secondo 
membro. 

Il  problema  di  risolvere  la  (2)  coincidendo  ora  con  quello  di 
trovare  (§  lì.»)  il  quoto  di  a  e  di  —  6,  vediamo  senz'altro  che  : 
se  il  coefflciente  a  è  diverso  da  zero,  l'equazione  (I)  ammette  l'u- 
nica soluzione  : 


Se  poi  a  =  0,  l'equazione  (1)  è  incompatibile,  a  meno  che  sia  anche 
b  =  CJ,  nel  quale  caso  la  (l)  è  evidentemente  soddisfatta  da  qual- 
siasi valore  di  x. 
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392,  Un'equazione  dì  1  °  j^vado  con  più  incognite,  p.  es.  con  tre 
Incognite  x,  y,  z  k  riducibile  alla  forma: 

ax  +  by  +  cz-^d^Q.  (3) 

Del  qoattro  coefacieniì  o,  b,  e,  d,  l'ultirao  d  si  cliiama  il  termine 
noto  dell'equazione  ;  gli  altri  (ctie  sono  pure  numeri  conosciuti)  si 
dicono  i  coefficienti  delle  incognite. 

Il  problema  rappresentato  dalla  (3l,  (in  cai  i  coefficienti  a,  b,  e 
eì  debbono  ritenere  tutti  diversi  da  zero,  poiché  altrimenti  l'equa- 
zione r.on  conterrebbe  che  un  numero  minore  d'incognite)  è  sem- 
pre indeterminato,  perchè  ammette  un  numero  infinito  di  soluzioni. 
iDTero,  fissati  a  piacere  i  valori  di  due  delle  incognite,  p.  es.  di 
y  9  dì  s,  la  (3)  sì  presenterà  come  un'equazione  colla  sola  inco- 
gnita X,  che  si  potrà  anche  scrivere  cosi  : 
ax  =  —  {by  4-  cz  +  d) 
d' onde  : 

by  +  cz  +  d 


393.  La  risoluzione,  ove  sia  possibile,  di  un  sistema  di  m  equa- 
zioni di  IO  grado  con  n  incognite  x,  y,  z,  .  .  .  ,  non  presenta,  teo- 
ricamente parlando,  alcuna  difBcottii.  Basterà  infatti  ricavare  da 
nna  delle  equazioni  il  valore  di  una  dell^  incognite,  p.  cs.  di  x, 
come  all'art,  prec,  e  sostitnire  l'espressiono  cosi  ottenuta,  che  con- 
terrà soltanto  y,  2, .  .  . ,  nelle  rimanenti  equazioni,  le  qnali  ver- 
ranno cosi  a  formare  un  sistema  di  m  —  1  equazioni  di  1"  grado 
colle  sole  m  -  l  incognite  ;/,  z,  .  .  .  Reciprocamente,  è  facile  rico- 
noscere che  ogni  sistema  di  valori  delle  y,  z,  .  .  .  soddisfacente 
alle  m  -  I  equazioni  cosi  trasformate,  congiunto  col  corrispondente 
valore  di  x  dato,  come  sopra,  dalla  prima  equazione,  fornirà  un 
sisteuaa  di  valori  di  x,  y,  z, . , .  ì  quali  soddisfo  ranno  tutte  lo  m 
equazioni  primitive. 

La  risoluzione  del  sistema  delle  m  —  1  equazioni  colle  n  -  I  in- 
cognite si  farà  poi  dipendere  al  modo  stesso  da  quella  di  un  si- 
stcmn  di  m  — 2  equazioni  con  m-2  incognite  al  più;  e  cosi  di 
seguito.  Durante  queste  Buccessivo  ridazioni  potrà  accadere  che 
qualcuna  delle  equazioni  residue  si  trovi  affatto  priva  di  inco- 
gnite. Se  nna  siffatta  equazione  esprima  un'assurdità  (come  p.  es. 
4  =  3)  è  chiaro  che,  senza  procedere  piii  oltre,  si  dovrà  dichiarare 
il  problema  proposto  insolubile,  ossia,  come  anche  si  dice,  che  lo 
i»  eqaazloni  date  fra  le  n  incognite  x,  y,  z, .  .  .  sono  incompati- 
bili. In  caso  contrario  si  potrà  proseguire  finché  non  resti  piti  al- 
cuna delle  equazioni  primitive  0  restino  soltano  equazioni  (non 
assurde)  prive  di  incognite. 

II  sistema  proposto  si  sarà  cosi  trasformato  in  un  aliro,  ad  esso 
equivalente,  della  forma: 

x  =  ay  +  bz  +  ct+...  +  du  +  ev  +  gw  +  . .  . 

y  =  a^z  +  bit  +  .  .  .  +  diu  +  CiV  +  ffiio  +  . .  . 

B-a^t-h  .  . .  +diit  +  ejv  +  g^w  +  . .  . 
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il  quale  si  risolverà  prendendo  a  piacere  i  valori  delle  v,  u>, .  . . , 
dopodiché  i  valori  delle  rimanenti  incognito  x,  y,z,...,ue,i  tro- 
veranno perfettamente  determinati. 

3!)4.  Consideriamo  p.  ee.  il  sistema  di  dae  equazioni   con    dae 
incognite  : 

oa:  +  fty  =  e  ,  ax  -f-  gy  =  Y-  (4) 

Se  a  è  diverso  da  zero,  si  ricaverà  dalla  prima  : 

e        b 
x= y  (5) 

e,  sostituendo  questa  espressione  di  x  nella  seconda  equazione,  si 
otterrà,  per  determinare  y,  V  equazione  : 

(ag  —  6s)y  =  OTf  —  Cd 

la  quale,  so  a%~ba  6  diverso  da  zero,  ci  dar&  per  y  il  valore; 

_  a-f  —  c« 


-bi 


(6) 


Se  poi  fosse  a^  —  ò't  =  0,  il  sistema  proposto  (4)  si  dovrebbe  di- 
chiarare incompatibile,  a  meno  che  fosso  anche  aY-ca=Q,  nel 
qua!  caso  si  potrebbe  assegnare  a  piacere  il  valore  di  y  e  deter- 
minare X  mediante  la  (5). 

Sostituendo  l'espressione  di  y  data  dalla  (fi)  nella  (&)  troviamo 
dunque  che,  te  a^  -  bx  è  diverto  da  eero,  il  sistema  (4j  6  risolato 
da  un  unico  sistema  di  valori  dì  x,  y,  dato  dalle  formolo  : 

e?  ~  6y  ot  -  ca 

~  a}  —  ba  '  a)  —  h% 

Allo  stesso  risultato  si  perverrebbe  se,  esscudo  nella  prima 
delle  (4)  a  =  0,  fosse  invece  6^0,  ragionando  su  y  comesi  è  ra- 
gionato su  X.  Il  caso  in  cui  a  e  b  fossero  entrambe  nulle  si  trova 
già  implicitamente  escluso  per  l'ipotesi  che  ai  —  bt  sia  diverso 
da  zero. 

ITot*  «d  Bsncisi. 

1.  Dimoatrsre  che,  OBsecdo  ; 

o20  ,  a^-bx  =  <i  ,  ay-ca^  0, 
è  anche  : 

2.  Trovare  te  condicioni  di  oompft'ibilità  del  siatema  di  tre  equAiioai  : 

ax  +  bg  =  e  ,  ooc  +  ptf  =  Y,A#  +  Bjt=:C. 
8.  Biconoseero  ohe,  se  : 
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il  Bistema  di  S  eqaasìoni  : 

a,x  f  a^  i  o,z-a  ,  6,*  +  i,y  +  6,1  =  p  ,  c,r  4-  e^y  +  <;. 
«tumette  riiaico  Bistama  di  solaEiotii; 


*  =  —  ^fy  +  <i,6,T  +  a,?c,-a6,c,.-o,5.T-''»Pei  { 


a  =  — j  a,b,-j  -t-  <i,P«i  +  B6|ej  —  o,pa,  —  o&,o,  — 0,6,1  f" 

§  14. (* —  Biaolozione  di  DD'eqaaslone  algebrica, 
con  nn 'Incognita,  di  qaalslToglla  grado. 

^95.  Dovendosi  nsoWere  un'  equazione  algebrica  del  grado  n , 
eoa  una  sola  incognita  x: 

a^x"  +  a^x"~^  +  a^*  +  .  .  .  -f-  a„_,a:  +  a„  t=  0,  (1) 

ci  è  sempre  lecito  ritenere  che  i  coefficienti  a^ ,  ai  , .  .  .  ,  a„  siano 
latti  interi,  giacché,  se  non  lo  fossero,  basterebbe,  per  renderli 
tali,  di  moltiplicare  la  (1)  poi  minimo  comune  multiplo  dei  deno- 
minaioi'i  delle  fruzioni  che  li  rappresentano,  già  ridotte  preventi- 
vamente alla  loro  più  semplice  esprcHaione. 

Ciò  premesso,  supponiamo  che  la  (1)  sia  soddisfatta  da  un  certo 
valore  positivo  di  x,  che  si  potrà  sempre  ritenere  posto   sotto   la 

forma  — ,  essendo  —  due  numerì  interi  positivi  primi   fra   loro. 
q'  q 

Dovrà  esaere: 

^  q"         '  9"  »         *  2"  *  q 

ossia,  che  è  la  atessa  cosa,  moltiplicando  l'equazione  per  g"*  : 

a^p"  +  a,?»'*''<i  +  a^p^'V  +  ■  ■  ■  +  «„-i  P^""'  +  »n9"  =  0-      (2) 

Poiché  ora  il  numero  p  è  un  divisore  di  ciascuno  dei  primi  n 
termini,  è  chiaro  che,  per  essere  soddisfatta  la  (2).  è  necessario 
che  esso  sia  altresì  divisore  dell'ultimo  termine  a„2".  Map  è  primo 
con  q  ;  quindi  dorrà  essere  a„  divisibile  per^.  Similmente  si  vede 
che  q,  dividendo  tutti  i  termini  del  primo  membro  di  (2;  a  comio- 
ciare  dal  secondo,  dovrà  dividere  a^. 

È  danqae  manifesto  che  per  avere,  se  ne  esistano,  tutti  i  valori 
razionali  positivi  di  x  che  soddisfano  la  (2),  basterà  trovare  (cfr. 
art.  192)  ttUli  i  divisori  positivi: 

Pi  ,  Pi  .  Pj ,  ■  •  ■  >  Pn  (3) 

del  numero  a„ ,  tutti  t  divisori  positivi  : 

Qi  )  q» .  qs .  ■  ■  ■ .  q»  (*) 
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del  numero  Of,,  e  verificare  se  qualcuna  delle  jtv  coppie  p, ,  q^  eh< 
si  possono  formare  combinando  uno  qualunque  dei  numeri  {S)  con 
uno  qualunque  dei  numeri  (4),  renda  soddisfatta  la  (2),  Per  ogni 
si/fatta  coppia  P;  ,  q^  che  soddisfi  la  (2),  si  avrà  una  soluzione: 


della  (1)  ;  né  potranno  esistere  altre  soluzioni. 

396.  Sia  proposta,  ad  esempio,  1'  equazione  : 

iit^  -  4x*  -  53^  +  53=*  -  9a:  +  9  =  0.  (5) 

I  divisori  positivi  dell'ullimo  coefficiente,  9,  sono  : 

1.3,9, 

quelli  del  primo  coefficiente,  4,  sono  : 

1,2,4. 

Se  esistono  soluzioni  positive  della  (5),  esse  devono  dunque  ricer- 
CHrsi  fra  i  nove  numeri  : 

Di  questi,  soltanto  due  verificano,  come  è  facile  riconoscere  la  (5), 
cioà  1  e  '.  La  (5)  ammette  dunque  dae  sole  soluzioni  positive , 
cioè: 

.T  =  1     ed     a:  =  -. 

397.  La  ricerca  delle  soluzioni  nefjative,  se  ne  esistano,  non  dif- 
ferisce sostanzialmente  da  quella  delle  positive.  Ammesso  infatti 
che  la  (5)  sia  soddisfatta  da  un  valore  negativo  x  =  — ^,  essendo 
cioè  y  un  numero  positivo,  si  dovrà  avere  : 

4(_  j,)5  -  4(_  j,)*  -  5(-  y)'  +  5(-  y)»  -  9(-  y)  +  9  =  0 
cioè  : 

-  4ff'  -  4y*  +  by^  +  5j*  +  9y  +  9  =  9.  (7) 

Basterà  dunque  ricercare  le  soluzioni  positive  della  (7)  le  quali 
dovranno  ritrovarsi  fra  gli  stessi  nove  numeri  (6).  Si   trova   cosi 

l'unica  soluzione:  y  =  -',  cosicché  si  conclude  che  l'equazione  (5), 

oltre  alle  due  soluzioni  positive,  ammette  anche  una  soluzione  ne- 

3 
gativa  a:  =  —  -, 

398.  Consideriamo ,  come  caso  particolare  importante  ,    1'  eqoa- 
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zfone  binomia  : 

oa;"  —  fc  =  0,  (8j 

essendo  a  e  6  numeri  interi  positivi  dati,  che  si  possono  eviden- 
temente ritenere  primi  fra  loro.  Se  x  =~  è  un  numero  razlo- 
naie  positivo  che  la  soddisfa,  dovrà  essere  : 

op"  =  bt,  {») 

cosicché,  potendosi  ritenere  l'intero  positivo  p  primo  con  l'intero 
positivo  q,  sarà  p"  divisore  di  b  e  9"  divisore  di  a,  cioè  : 

Sostituendo  In  (9)  queste  espressioni  di  a  e  &,  si  vede  che  dev'es- 
sere (=0,  e  precisamente,  poiché  aefisono  primi  fra  loro,  (=0=1. 
Danqne:  affinchè  la  (8),  cioè  l'equazione: 


aia  riaolubile  con  un  valore  razionale  di  z,   è   necebsario   e  suc- 
ciente che  b  ed  a  tiano  le  potenze  n'"™  di  due  numeri  naturali. 

§  IS.o— OoDcetto  Konerale  di  funzione  di  una  o  pib  varlabUl. 
Vnnalonl  Intere  e  funzioni  razionali. 

399.  Date  dne  variabili,  primitivamente  affatto  arbitrarie,  se  ed 
y,  supponiamo  che  fra  di  esse  sìa  stato  stabilito  un  legame  0  cor- 
rispondenza,  cioè  che  sia  stata  fissata  una  certa  le{jge  in  virtù 
della  quale  venga  detcrminato  un  numero  finito  o  infinito  di  cop- 
pie di  valori  delle  medesime  ;  cosicché,  scelti  a  piacere  un  valore 
di  X  ed  uno  di  j/,  restì  ben  determinato  se  questi  due  valori  siano 
accoppiabili  secondo  tale  legge,  nel  qual  caso  si  diranno  corri- 
spondenti, ovvero  non  accoppiubìli  cioè  non-corrispondenti. 

Come  si  vede,  preso  un  certo  valore  di  x,  potrà  accadere  che 
ad  esso  non  corrisponda  alcun  valore  di  y,  ovvero  corrispondano 
uno  o  pift  valori  di  j/.  In  ogni  caso  noi  riterremo  che  i  valori  di  y 
corrispondenti  ad  uno  stesso  valore  di  x  siano  in  numero   finito. 

400.  L'insieme  dei  procedimenti,  sinno  essi  di  indole  algoritmica 
o  paramente  speculativa,  mediante  i  quali,  dato  11  valore  di  x, 
restano  determinati,  se  ve  ne  sono,  i  corrispondenti  valori  di  y, 
si  chiama  processo  od  operazione  funzionale,  e  il  valore  (0  i  va- 
lori) di  y  cosi  ottenuto  si  dice  essere  una  funzione  di  x. 

Una  Stessa  corrispondenza  fra  i  valori  di  a;  e  quelli  di  y  dà 
dunque  orìgine  a  due  funzioni,  secondochè,  cioè,  si  consideri  y 
come  funzione  di  x  ovvero  a:  come  funzione  di  y.  Nel  primo  caso 
ìa  X  sì  chiama  la  variabile  indipendente  ed  y  la  variabile  dipen- 
dente, funzione  delle  x  ;  nel  secondo  caso  tutto  all'opposto.  Le  dne 
funzioni  cosi  originate  si  dicono  inverse  l'una  dell'altra. 
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401.  Cosi,  ad  esempio,  se  alle  dne  variabili  a;  ed  y  si  imponga 
11  legame  : 

axi/  +  &a!  +  cy  +  d  =  0,  (1) 

essendo  a,  b,  e,  d  certi  uameii  ben  determinati,  si  viene  a  stabi- 
llre  tr&  esse  la  corrispondenza  cosi  detta  projettiva,  in  vlrtti  della 
quale  ad  ogni  valore  di  x  corrisponde  un  unico  valore  di  y  dato 
dall'  espressione  : 

che  indica  1'  operazione  funzionale  da  eseguirsi  por  ottenere  n 

Quando  è  dato  a;.  Fa  soltanto  eccezione  il  valore  x= al  quale 

non  corrisponde  un  valore  beo  determinato  di  j/.  Volendo  invece 
esprimere  x  in  funzione  di  j/,  si  farà  uso  della  formola  : 

.  =  -f-±-^  (3) 

che  esprime  lo  stesso  legame  figurato  dalla  (1)  o  dalla  (2).  I  due 
processi  funzionali  definiti  dalle  due  espressioni  : 

d  +  bx  d-i-  ex 

c+  ax  b  +  ax 

rappresentano  dunque  due  funzioni  inverse. 

402.  E  importante  di  notare  che,  nel  mentre  che  funzioni  diiTe- 
renti  non  possono  essere  rappresentate  dallo  stesso  processo  fun- 
zionale, possono  due  differenti  processi  funzionali  rappresentare 
la  slessa  funzione.  Cosi,  ad  esempio,  Io  due  etprearioni  differenti: 

y=l  +  -     ed    y= , 

'  X  X 

ie,  poicbè  qualunque  sìa   x,   si   ha 

a;  +  2 


403.  Consideriamo,  come  altro  esempio,  il  legame  espresso  dalla 
relazione  : 

y  -  ic»  =  0. 
Esso  fa  corrispondere  ad  ogni  valore  razionale  di  x  un  unico  v«- 
lore  di  y,  uguale  al  quadrato  di  x.  Considerando,  invece,  x  come 
funzione  di  y,  vediamo  die  questo  stesso  legame  fa  corrispondere, 
ad  un  dato  valore  di  y,  due  valori  di  x  ovvero  nessun  valore  ra- 
zionale di  X,  secondocliò  y  sia,  oppure  non  sia,  il  quadrato  esatto 
di  un  numero  razionale.  Cioè  (art.  393),  soltanto  nel  caso  in  cai 
y  sia  della  forma  : 

!'  =  ;;?■ 
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essendo  a  e  b  nomerì  naturali,  corrisponderanno  ad  esso  valori  di 
£B  e,  precisamente,  i  dae  valori: 


404.  Piìi  generalmente,  un  numero  variabile  X  si  dice  far 
delle  variabili  indipendenti  x^  ,  Xf ,  . . . ,  x^ ,  quando  fra  le  p  +  l 
variabili  : 

X  ,  «,  ,  K,  ,  .  .  ,  ,  aip 

eia  stabilito   un  legame  qualunque  in  virtù  del  quale,  appeua  as- 
segnali i  valori  che  ai  vogliono  attribuire  alle  ic, ,  Kj  ,  .  .  .  ,  Xp,  re- 
sti determinato,  se  vi  è,  il  corrispondente  valore  (o  un  certo  nu- 
mero di  corrispondenti  valori)  di  X. 
Cosi,  ad  esempio,  si  potrà  stabilire  il  legame  ; 

X  +  Xi  +  x,+  ...  +  Xp  =  0, 

ovvero  il  legame  : 

X»  +  ar,  i  jcj  -I-  .  .  .  -i-  Xp  =  0. 

Nel  primo  caso,  dati  a  piacere  i  valori  delle   x,  ,  x^ ,  .  .  .  ,  x„, 
resterà  determinato  per  X  l' unico  valore  : 


Nel  secondo  caso  invece  si  avranno,  per  ogni  sistema  dì  valori 
delle  x^  ,  Xf , . , .  ,  Xp  la  cui  somma  presa  negativamente  sia  un 
quadrato  esatto,  due  valori  generalmente  distinti  di  X  : 


X  =  ^y!-ix,  +  x,+  ...  +  Xp). 

405.  Per  esprimere  puramente  e  semplicemente   che  X   è   fun- 
zione delle  Xj  ,Xj  , .  .  .  ,  Xp,  si  scrive  : 

X=r(xt,xt,...,  Xp).  (4) 

La  lettera  f  è  il  cosi  detto  simbolo  funzionale.  Esso  viene  pre- 
messo alle  lettere  x^ ,  .  .  . ,  Xp  rappresentanti  le  variabili  iudlpcn- 
denti,  cbc  prendono  ancbe  ti  nome  di  argomenti  della  funzione  f. 
Occorrendo  considerare  piti  funzioni,  queste  si  distinguono  fra 
loro  adoperando  in  luogo  del  simbolo  funzionale  f  altre  lettere 
come  9,i{',...,F,4>, ¥,...{  così,   p.  es-,   si   potrà  scrivere  : 

X,*  +  x^^  =  f(xi ,  Xj)  ,  X,'  — :cj'=  :f(xi  ,  xj  , 

^,«,+?v= «»,,»,)■ 

II  vantaggio  principale  che  si  ritrac  da  questo  modo  di  scrit- 
tura, si  è  di  poter  esprìmere  facilmente  quafè  il  valore  die  assume 
la  funzione  per  ceni  valori  spcciiili  delle  variabili  indipendenti. 
Cosi,  se  ad  X,  ,  Xj  ,  ,  .  ,  ,  Xp  si  diano  i  valori  speciali  n, ,  «j ,  . . . ,  a^ 
j-ispeliivamente ,  ii  valore  corrispondente  di  X  viene  rappresen- 
CArKU.1.  —  Iililunoni  di  analiti  algtòriai,  8.*  edii.  21 
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A«i ,  «n  •  •  ■  »  «,.)■ 

400.  Krn  tutto  lo  funzioni  di  p  variabili  x^^  ,  x^ , . .  .  ,  x^,  le  più 
H(!mt>llci  (almeno  por  riguardo  alla  costruzione  della  loro  espre^- 
hlond  iinallticn)  sono  quelle  la  cui  espressione  si  ottiene  operando 
Bullii  varinliili  3^,  ,  a;, , . . . ,  ir_  e  su  certe  costanti  a,h,  e, . . ,  colle 
nolo  op(!rBzlonI  di  moltiplicazione,  addizione  e  BOttrAzione.  Esse  si 
ctifaniaiio  funzioni  razionali  intere  0  piii  semplicemente  iatere. 

La  loro  espressione  si  può  sempre  ridurre  (cfr.  Gap.  ì,  §  12] 
nllu  Monimn  di  un  numero  finito  di  termini  delta  forma  : 

A-x''x^'^  .  .  .  Xp"p, 

(love  lo  a,  ,  C() , . . . ,  Sp  sono  certi  esponenti  interi  e  positivi  (sn- 
ellii nulli)  od  A  6  un  certo  coefficiente  costante,  cioè  asBcgnaio 
una  volta  por  Bcmpro  al  pari  degli  esponenti  a.  Cosi,  ad  esempio, 
Hoiio  (nnzlonl  intero  delle  tre  variabili  x^  ,  x^ ,  x,  le  seguenti  : 

X  =  2a:i'  -f-  3;,*Xj  -  8a^' , 
X  =  Sa, 'se,  —  ^  *s*  +  ''«i*  -  2  ^1*1^  > 


l'urtanto,  bo  X  eia  funzione  intera  delle  a:,  ,  x^ , .  .  . ,  Xp,  essa 
ninnK'lttrtt  un'rnjireisiotu  intera,  e  si  potrà  scrivere  brevemente: 


x  =  Sa 


•...»,-'.  (5) 

ninnili i-ando  11  simbolo  sommatorio  1  che  il  secondo  membro  dcl- 
Ih  (fi>  si  ooniponc  di  un  numero  finito  di  termini  analoghi  al  ter- 
wn'M«t  jìi-Hrraìt<  messo  in  evidenza  sotto  il  segno  stesso. 

r*'r  y     1>  *'  *^'f*  '"  particolare  come  espressione  dì  nna  firn- 
«ii'iu>  Inh'ra  X  dì  nn'nnìca  variabile  ac: 


(«kl  a»i>lii\  orxlìnaitito  i  it-rmìni  «lei  sfondo  membro  secondo  le  po- 
iv»<(-  »Kores»'cnti  ()i  a-: 

X  =  »i^.a'  ■  HiJ.""'  J-  iij^t""*  f  . . .  -  n,-iX  +  a,. 

407.  I  ('  t^u'i^M^^  ìnti-rv  sorv»  un  cas^  particolare  delle  fontioni 
(M.-».'4.<;ì,  v!-tf  s;  ivss,".!,'  dor:\:rv>  ana:..>i; smente   cosi:    ana  /"■■- 

:(.■■»*'    \  .;\."i-  s,  >  \, Xj,  fi  iiì-.-t  r'.%:i-:ntil>;.  qtamdo  la  «m  t- 

»^.^s*..■..    «   (^l  .•y.-t.r.   ,r,;^,...f.  *..;>  r.t-i.^i.ii,.Xj s, 

i    »».   hi   Oi''-    :.ftvii'v    fi;'-   ;■)     ,■>-;<-:"    a, b.c....    eoiU   #"<•■ 


;:•»  :.LUi   -o  *  r^j..:; 
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spres9Ìone  lazionftle;  e  ai  vede  qnindl  (cfT.  ivi)  che  una  funzione 
razionale  SÌ  può  sempre  esprimere  come  il  quoto  di  due  (unzioni 
intere. 

Per  significare  che  X  è  una  funzione  razionale  delle  x,  ,Xf  ,...,Xp, 
si  potrà  dunque  scrivere  : 


-^B. 
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CAPITOLO  V. 

TEORIA    DEI    DETERMINANTI   E   SUA    APPLICAZIONE 
ALLA    RISOLUZIONE    DEI  PROBLEMI  ALGEBRICI  DI  1»  GRADO. 


§  l.o  —  Deflnlslone  di  determloante. 

408.  Si  cbiaiua  matrice  quadrata  di  ordine  n  la  figura  formata 
da  n*  numeri  (elementi  della  matrice)  Bcritti  in  uno  atesso  piano  in 
modo  da  formare  n  linee  orizzontali  ed  n  linee  verticali,  ciascana 
delle  quali  comprenda  n  elementi.  Cosi  p.  en.  la  figura  : 


"        -2        •         7 
è  ana  matrice  quadrata  di  ifi  ordine,  polche  ogni  linea  ed   ogni 
colonna  contiene  quattro  elementi. 

In  una  matrice  quadrata  di  ordine  n  bì  chiamerà  t"'  riga  o  li- 
nea orizzontale  quella  che  occupa  rt*""  posto  cominciando  a  con- 
tare dall'  alto  verso  il  basso,  e  si  chiamerà  j""  colonna  o  linea 
verticale  quella  che  occupa  il  posto  j""*  contando  lo  colonne  da 
BÌnistra  verso  deetra. 

Finalmente  si  chiamerà  posto  (i ,  fi  qnel  posto  che  8Ì  trova  nella 
intersezione  della  i""  linea  orizzontale  colla  j""  linea  verticale. 

Cosi  nell'esempio  precedente  si  vede  che  l'elemento  —7  si  trova 
sulla  terza  orizzontale  e  sulla  terza  verticale.  Esso  occupa  dunque 

il  posto  (3  ,  3).  Invece  l'elemento  -  occupa  il  posto  (*  ,  2). 

409.  Per  designare  in  generalo  con  delle  lettere  gli  elementi  di 
una  matrice  quadrata  di  ordine  n,  basterà  p.  es.  di  indicare  con 
a^j  quell'elemento  che  occupa  il  posto  (i,j),  cosicché  la  matrice 
prenderà  allora  il  segnente  aspetto  : 


a) 
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In  motti  casi  però  è  preferìbile  di  designare  gli  elemeoti  con 
lettere  affette  da  un  solo  Indice.  Ciò  si  può  ottenere  p.  es.  rap- 
presentando gli  elementi  delia  matrice  col  quadro  : 


410.  Consìderìamo  tatti  ì  prodotti  generalmente  distinti  che  si 
possono  formare  moltiplicando  fra  loro  n  elementi  delia  matrice 
quadrata  di  ordine  n  eolla  condizione  che  di  ogni  linea  orizzon- 
tale o  verticale  si  debba  prendere,  come  fattore  del  prodotto,  ano 
ed  an  solo  elemento.  Partendo  dalla  notazione  (2)  è  chiaro  che 
ano  qoalanqtie  di  questi  prodotti  sarà  della  forma  : 

scrivendo  dapprima  l'elemento  che  si  prende  dalla  !.■  orizzontale 
che  sia  p.  es.  a^  ,  poi  quello  che  si  prende  dalla  2."  orizzontale 

che  sia  per  esempio  6^^ ,  e  cosi  via. 
Quanto  agli  indici  : 

>,,>,,<.,■■■,'..  (4) 

essi  dovranno  essere  tutti  differenti,  poiché  se  fosse  p,  es.  Ì3=ig, 
ciò  significherebbe  che  11  prodotto  (3)  contiene   due   elementi  b^ 

e  C{  appartenenti  alla  stessa  colonna  dì  posto  i,,  contrariamente 

alla  condizione  imposta. 

Gli  indici  (4)  non  saranno  dunque  che  una  certa  permutazione 
dei  numeri  naturali  distinti  : 


e  del  resto  si  potrà  scegliere  una  permutazione  a  piacere. 

Poiché  ora  di  tali  permutazioni  ve  ne  sono  [n  (art.  209j,  è  chiaro 
che  si  potranno  formare  in  tutto  precisamente  [n  prodotti  che  sod- 
disfano alle  condizioni  volute. 

Uno  qualunque  di  questi  prodotti  : 

Oi,   fri,  C,^      .      .       .      K(„ 

si  chiamerà  di  claate  pari  ovvero  di  classe  dispari  secondocliò  la 
permutazione  formata  dagli  Indici: 


è  di  classe  [fBrt  o  dispari  (art  212),  onde  già  sappiamo  che  il  nu- 
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mero  dei  prodotti  di  classe  pari  sarà  eguale  a  qaeflo  dei  prodotti 
di  classe  dispari,  cioè  sarà  ~. 

Ciò  premesso:  si  cliiama  determinante  della  matrice  quadra- 
ta (2)  la  somma  degli  [n  prodotti  ora  considerati  presi  ciascuno 
col  segno  +  o  — ,  secondocliè  sia  di  classe  pari  o  di  classe  dispari. 

II  valore  di  questo  determinante,  dipendendo  evidentemente  dai 
valori  degli  »^  elementi  delia  matrice,  si  suol  designare  colla  ma- 
trice stessa  chiusa  fra  due  tratti  verticali.  La  definizione  di  questo 
nuovo  simbolo  si  può  dunque  esprimere  cosi  : 


=5  ±  «(,&/,  e.-. 


dove  o^ì  termine  della  somma  che  sta  nel  secondo  membro,  do- 
vrà prendersi  col  segno  +  o  —  secondochè  per  Zj  ,  ij  ,  t,  , . . . ,  i„ 
si  prenda  una  permutazione  di  classe  pari,  ovvero  di  classe  dispari. 
Secondo  questa  definizione  si  avrà  ad  esempio  : 


-Ogft, 


jC,  +  a^b^c^  —  a,ftgCg  —  a,&,c,  —  a^b^c^   (7) 


411.  I  due  ultimi  esempi  sono  già  sufficienti  a  mostrare  l'impor- 
tanza della  nozione  di  determinante  per  quanto  riguarda  la  riso- 
luzione dei  problemi  di  prìmo  grado.  Se  si  considerino  infatti  le 
duo  equazioni  simultanee  : 


e  si  risolvano  con  uno  degli  oi 


(76,  -  gas 


6,x  -Vb^y  =  ^ 
■dinari  metodi  elementari,  si  troverà: 


I  ^_L_ 


Cosi  pure  dal  sistema  di  tre  equazioni  : 
o,!C  +  Ogj/  =  «jZ  =  a  ,  6,0;  -h  6,y  -f  6jZ  =  ^ 


c,a:  +  c,ff  -f  c,z  =  Y 
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si  dedurrebbe  che  : 

g6i,c,  +  agftgi:  +  Qj^cj  -  tt6,Cg  -  fl,tgY  -  g»Po» 
(i,&}Cg  +  UjAgCj  +  (I361CJ  —  a,&gCj  —  tigligCi  -  ttgftiCj 

dove  la  frazione  nel  secondo  membro  ha  per  denominatore  ap- 
punto il  determinante  (7)  e  per  numeratore  nn  determinante  af- 
fatto analogo,  colle  a,  %,  Y  in  luogo  delle  a,  ,  &i  ,  e,  ;  similmente 
per  y  G  z. 

412.  Delle  doe  diagonali  della  matrice  quadrata  del  determi- 
nante (5)  si  chiama  prima  diagonale  o  diagonale  principale  quella 
che  passa  per  gli  elementi  n,  ,  &g ,  e, , .  .  ■  ,  «„  e  seconda  diago- 
nale l'altra.  In  corrispondenza  a  ciò  sì  c\iì&ma  termine  principale 
del  determinante  quello  formato  dal  prodotto  degli  elementi  della 
diagonale  principale,  cioè  il  prodotto: 


che  dovrà  prendersi  sempre  col  segno  +,  poiché  gli  indici  1,  2,' 
3 , . .  . ,  n  non  formano  alcuna  inversione. 

Si  vede  che,  per  fare  lo  sviluppo  del  determinante  (5',  cioè  per 
scrivere  gli  [n  termini  di  cui  si  compone,  si  pnò  cominciare  dallo 
Bcrivere  dapprima  il  termine  principale  a,6jCj  -  •  .  «„  e  dedurre 
quindi  da  questo  tulli  gli  altri  termini  lasciando  ferme  le  lettere 
a,b,c,...,ue  permutando  gli  indici  1  ,  2  ,  3  ,  . .  .  ,  n  in  tutti 
gli  [n  modi  possibili,  coH'avvertenza  di  prendere  ogni  volta  il  ter- 
mine ottenuto  col  segno  +  o  —  secondochè  la  permutazione  for- 
mata dai  suoi  Indici  risalti  di  classe  pari  ovvero  di  classe  dispari. 

413.  Ili  molti  casi,  specialmente  per  la  dimostrazione    di  certi 

teoremi,  è  più  comodo,  anziché  partire  dalla  notazione   (2j  della 

matrice  quadrata,  di  partire  invece  dalla  notazione   (1).   SI  avrà 
allora,  analogamente  alla  (3): 


(8) 


lu  un  termine  qualunque  : 

i"...,"..,,".,!,.--"..,,  (9) 

si  haano  ora  due  permutazioni  di  indici,  cioè  quella  formata  dai 
primi  ìndici  e  quella  formata  dai  secondi  ìnrlici.  La  prima  è  sem- 
pre 1  ,  '2  ,  3  , . .  .  ,  n,  cioè  segue  l'ordine  naturale  e  non  contiene 
inversioni.  La  seconda  i, ,  /,  ,  ij  ,  .  . .  ,  i,^  può  contenere  inversioni, 
ed  a  seconda  che  il  numero  di  tali  inversioni  sia  pari  o  dispari, 
si   dovrà  poi  preporre  al  termine  il  segno  +  0  — . 
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414.  Se  in  an  prodotto  qnalmiqae: 


conteDente  an  elemento  di  ogni  linea  ed  an  elemento  di  ogni  co- 
lonna del  determinante  (8)  ai  scambino  fta  loro  due  fattori  qua- 
lunque, il  obe  non  altera  il  valore  del   prodotlo,   cioè   si   scriva 


la  permutazione  del  primi  indici,  che  non  aveva  inversioni,  acqui- 
sterà un  certo  numero  dispari  di  inversioni  (art.  213).  E  simil- 
mente la  permutazione  dei  secondi  indici  acquisterà  oppure  per- 
derà un  numero  dìspari  di  inversioni. 

Di  qui  segue  che  la  somma  complessiva  delle  inversioni  che  si 
trovano  nelle  due  permutazioni  potrà  bensì  variare,  raa  soltanto 
di  nn  numero  pari. 

Se  dnnqno  per  mezzo  d!  scambi  di  fattori  si  alteri  in  un  modo 
qualunque  l' ordine  dei  fattori  del  prodotto  (10) ,  cosicché  esso 
prenda  la  forma  : 

».,.<,<■.,, A  »..».■    -VJ..'  <"' 

la  somma  complessiva  delle  inversioni  contenute  nelle  due  permu- 
tazioni : 

éjVs---^     ed    j,jij,...j„ 

sarà  ancora  pari  o  dìspari,  sccondocfaè  era  pari  o  dispari  la  somma 
delle  inversioni  contenute  nelle  due  permutazioni  primitive: 

1  ,  2  ,  3  , .  . . ,  n     ed     t,  ,  ij ,  ^s  ,  ■  •  , ,  i„. 

Segue  da  ciò  che  per  calcolare  il  gegno  che  compete  ad  un  prò- 
dotto  qualunque: 

«.,,>,«^,>.  «...>.•  ■■«...>. 

contenente  un  elemento  di  ogni  verticale  ed  un  elemeìtto  di  ogni 
orizzontale,  si  potrà  tenere  a  piacere  l'una  o  l'altra  delle  due  re- 
gole seguenti: 

l.°'j  Si  cambi  l'ordine  dei  fattori  in  modo  che  i  primi  indici 
Sj  ,  Ej  ,  .  .  .  vendano  a  disporsi  secondo  l'ordine  naturale  crescente 
e  si  prenda  poi  il  prodotto  col  segno  +  o  —  aecondoehé  la  permu- 
tazione dei  secondi  indici  riesca  di  classe  pari  o  dispari, 

'2.'>)  Si  lasci  pure  fermo  l'ordine  dei  fattori.  Allora  però  si 
prenderà  il  prodotto  col  segno  +  o  —  secondochè  eia  pari  o  dispari 
la  somma  complessiva  delle  inversioni  contenute  nelle  due  permu- 
tazioni Si3,£a  .  .  .  e„  erf  Jij'jjg  ,  .  ,  .j„. 

Questo  secondo  modo  di  stabilire  il  segno  dì  ogni  termine  dui 
determinante  mette  meglio  in  evidenza  elio  la  definizione  del  se- 
gno ò  perfettamente  simmetrica  rispetto,  alle  lince  orizzontali  e 
verticali. 
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415.  Scriviamo  il  determinante  colla  notazione  (I): 


Dne  clementi  della  matrice,  che  hanno  gli  stessi  Indici  ma  in 
ordine  inverso,  si  dicono  coniugati.  Così  p.  ee.:  a,,  è  coningato 
con  Of,  ,  a^  con  a^  e  in  generale  a^,-  con  a,j.  Oli  elementi  della 
diagonale  principale  sono  coniugati  con  eè  stessi. 

Gli  elementi  cooingati,  come  sì  vede  dallfi  matrice,  sono  situati 
simmelricamente  rispetto  alla  diagonale  principale;  cosicché,  ee 
si  facesse  ruotare  il  piano  della  matrice  intorno  alla  diagonale 
principale  di  180°,  ogni  elemento  prenderebbe  il  posto  del  suo 
conÌDgato,  nel  mentre  che  le  orizzontali  prenderebbero  il  posto 
delle  verticali  e  reciprocamente. 

Il  nuovo  determinante  cosi  ottenuto  sarebbe  : 

I  "n     «Si     «>i 


ed  io   dico  ctie  il  suo  valore  è  lo  stesso  dijijuelto  del  determinante 
primitivo  (2).  Consideriamo  infatti  un  termine  qualunque  : 


"'■rfi  "--rfi  ■ 


(f) 

dei  determinante  (a).  È  chiaro  che,  fatta  astrazione  dal  segno,  esso 
sì  troverà  anche  nel  determinante  (?)  e  reciprocamente ,  poiché 
esso  contiene  un  elemento,  ed  uno  solo,  di  ogni  verticale  e  di  ogni 
orizzontale  di  (fji. 

Ma  il  segno  sarà,  anche  lo  stesso  nei  due  determinanti.  Infatti 
per  avere  il  segno  di  questo  termine  in  (j),  si  debbono  esaminare 
le  dae  pennatazioni  : 

r,  r,  j-j  .  .  .  r„     e     Pi  Pj  ps  •  •  ■  P,. 

e  vedere  se  la  somma  delle  Inversioni  In  entrambe  sìa  pari  0  di- 
spari. Per  avere  invece  il  segno  di  questo  stesso  termine  net  de- 
terminanre  (f),  dobbiamo  riflettere  che  i  fattori: 


clie   compongono  il  prodotto  (f),  occupano  nel  determinante  (5)    I 
posti   coniugati  di  quelli  che  occupavano  prima,  cioè  i  posti  : 

(f,  ,  -■,)  ,(»,,'■,),...,  (p,  ,  rj. 
Ca^ku.!.  —  Itlìtaxioni  di  analiti  algrbrica,  S,"  «dii.  22 
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—  no  - 

Ma  qui  le  perni ui azioni  degli  indici  eouo: 

Pi  Pi  Ps  -  ■  •  P«     Cd     r,  r,  r,  .  .  .  r. 
cioè  le  stesse  due  permatazionl  di  poco  fa,  cosicché  anche  la  somma 
delle  inversioni  in  entrambe  sarà  la  stessa,  onde  resterà  lu  stesso 
anche  il  segno. 

Si  ha  dnnqae  il  seguente  teorema:  il  valore  dì  un  determinavU 
non  si  altera  te  rì  cambiane  in  esso  ordinatamente  le  righe  nelle 
colonne  e  le  colonne  nelle  righe. 

Esaroixi. 


1.  Verificare  p.  es.  cbe  : 


18-1  14     1 

4     0       2=        302 
12       8  -12     8 


.  Dimoatrare  che  il  Bagno  del  termina,  di  un  datami  in  nata  di  ordiDF  >, 
nato  cogli  alementi  della  seconda  diagonale  sarà  -)-  o  —  secondoehèil 

-'--D    .  ■      .         ■ 

- —   sia  pan  o  dispari. 

S.  Dimostrare  ohe  un  determinante  non  cambia  neanche  di  segno ,  k 
eeao  si  fa  ruotare  di  180°  intorno  ella  eoa  seconda  diagonale. 
4.  11  segno  con  cni  va  preso  il  termine  a,  .  a   „   ...  a    .    ,  nello  txi- 

lappo  del  determinante  dì  ordina  n,  ò  uguale  a  (  —  1)"^'',  dove  X  indie*  il 
numero  delle  eostitazioni  circolari  nelle  quali  bì  decompone  ta  HOStitn- 
lione  (PiP<P>-  ■■  P«Y      . 


§  2.0  —  Froprietb  fondMueotall  del  deteruilnanti. 

416.  Se  in  va  determinante  ti  acambiano  fra  loro  due  lìneepa- 
rallele  (verticali  od  orizzontali),  il  valore  del  determinante  cambia 
di  segno. 

Cioè  sarà,  scambiando  p.  es.  le  colonne  di  posto  h  e  k: 


É  evidente  che,  prescindendo  dal  segno,  i  termini  del  primo  de- 
terminante sono  gli  stessi  del  secondo. 

In  quanto  at  segno,  consideriamo  un  termina  qualunque  del 
primo  : 

*».",».. '.".-.■•■«.-„  w 

Il  cni  segno  sarà  +  o  —  secondochè  sia  di  classe  pari   o  disparì 
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la  pennatazione  dei  secondi  Indici  : 

r,  Tj  r,  .  .  .  r„ 
Che  BcriTeremo  come  segue  : 

AAB&C  l^ì 

mettendo  in  evidenza  i  dae  indici  h  b  k. 

Nel  secondo  determinante  gli  otementi  a, ,  ^  ,  a, ,  ^  ...  che  com- 
pongono il  prodotto  ((z>,  Decapano  del  posti  1  cui  primi  ludici  sono 
rispettivamente  ancora  1,  2,  3, ..  .,n  nel  mentre  che  i  secondi  in- 
dici saranno  invece  qaelll  della  permutazione  : 

AfcBAC 

la  qnale,  differendo  dalla  (S)  per  lo  scambio  di  due  elementi,  sarà 
di  classe  opposta  a  quella  della  (^)  (art.  213).  Dunqao  lo  stesso 
ii'rmine  (a)  si  presenterà  nel  secondo  determinsinte  con  scftno  op- 
posto a  quello  che  aveva  nel  primo;  cioè  il  secondo  determinante 
ha  lutti  i  snoi  termini  di  segno  opposto  a  quelli  corrispondenti 
del  primo,  e.  d.  d. 

Corollario.  —  Se  in  un  determinante  due  linee  parallele  (ver- 
licnli  od  orizsontali)  sono  eguali,  il  valore  del  determinante  è  nullo, 

UifRtii,  se  nel  determinante  A  si  scambiano  fra  loro  le  due  linee 
parallele  uguali,  esso  cambierft  di  segno  pel  teorema  precedente. 
D'altra  parte,  la  matrice  essendo  restata  identicamente  la  stessa, 
il  suo  valore  non  può  aver  cambiato.  Sarà  dunqae  1  =  -  A,  onde 
SI  =  0,  cioè  appunto  i  =  0. 

417.  Se  in  un  determinante  si  moltiplicano  tutti  gli  elementi  di 
«na  linea  (verticale  od  orizsontale)  per  uno  stesso  numero,  il  valore 
del  determinante  ri  troverà  pure  moltiplicato  per  quel  numero. 

Infattf  ogni  termine  del  determinante  contiene  almeno  un  ele- 
mento di  quella  linea  ed  uno  soltanto  ;  perciò  dopo  aver  moltipli- 
cati gli  elementi  di  quella  linea  per  uno  stesso  numero,  ogni  ter- 
mine del  determinante  conterrà  come  fattore  uno  ed  un  solo  ele- 
mento di  quella  linea  molliplicato  per  quel  numero,  opperò  l' in- 
tero termine  verrà  ad  essere  moltiplicato  una  volta  per  il  numero 
Slesso. 

Cosi  sarà  ad  esempio  : 


«a     P^ì     <^B  o»     ^3     *^3 

Corollario.  —  Un  deterviinante  è  nullo  quando  gli  elementi  di 
«Ita  linea  sono  equimultipli  degli  elementi  corrispondenti  di  una 
linea  parallela. 

Infatti  ponendo  fUori  del  determinante  il  fattore  di  moltiplìcità 
Cimane  a  tutti  gli  elementi  di  quella  linea,  il  nuovo  determinante 
avrà  due  linee  parallele  uguali,  onde  sarà  nullo  (art.  416). 
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Cosi  ad  esempio,  bì  ha  : 


.  3     2.(-  41-4  , 


I  4     2.2 


2  ; 


418.  8e  gli  elementi  di  tina  ttetta  linea  si  riguardano  decom- 
poeli  in  vn  egval  ««mero  p  di  parti  (polinomi  di  p  termini),  il 
determinante  si  pvò  esprimere  come  la  lomma  di  p  delerminanli 
che  ti  ottengono  auceessivamente  dal  determinante  dato  sottituendo 
in  luogo  di  ogni  polinomio  una  volta  il  tolo  primo  termine,  «»n 
volta  il  Becondo  termine,  ecc. 

Cosi  ad  eeempio,  si  avrà  : 

I  a^b^a,+^,+•(^c^ 

Per  persnadersi  di  cid,  basta  rifletlere  cbe  ogni  termine  del  de- 
terminante dei  primo  membro  è  precisamente  ngnale  alla  somma 
dei  tre  termini  omologhi  del  tre  determinanti  del  secondo  membro, 
cioè  p.  es.  a,  ■ftj-(aj+^j+Y3)  c^=a^bJÌl^c^+a^b^^^c^■i-a,b^-(fC^,  cosicché 
il  termine  principale  del  determinantu  del  primo  membro  6  la  eomma 
dei  termini  principali  del  determinanti  del  secondo  ;  e  similmente 
per  ogni  altro  termine. 

419.  Un  determinante  conserva  il  evo  valore,  se  agli  elementi  di 
una  sua  li7iea  si  aggiungano  gli  elementi  corrispondenti  di  una 
linea  parallela,  anche  moltiplicati  per  un  fattore  < 

Cioè  si  avrà  ad  esempio  : 


= 

a,  i,  0,  e, 

+ 

»,  ».  Pi  «, 

+ 

»i  '.  Ti  ', 

a,b,(l,e. 

o,  »,?,£, 

»,6,7,c. 

'.h','. 

«.».?.«. 

«>  'j  Tj  e. 

».  K  ».  e. 

».  K  f .  '1 

».».T.c. 

,  d,  e,     = 


a,  b,  e,  d, 
ij  6j  Cj  d. 


«s  h  Cs  ^s  «s 


6,  +  nd, 
6,  +  iid» 


e,    d.   e. 


d.e. 


Infatti,  per  il  teorema  precedente,  il  determinante  del  secoDdo 
dei  dae  determinanti: 


membro  è  ngnalo  alia 
I  a,  b, 


I  "th 


Cj  rfs  «s 
e,  d.  e. 


a,  d^  e,  d^  e, 
Oj  d(  Cj  d(  e, 
aj  d,  e,  d,  e, 
a^  d^  c^  dj  e, 
I  «s  rfa  Cj  ^i  «s 
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dei  quali  il  primo  è  appnato  lo  stesso  determinante  del  primo  mem- 
bro ed  il  secondo  è  nallo  avendo  due  colonne  nguali. 


1.  VaiificBTe  ohe  : 


i      i 


-5    25      a     10  I 


»P       P' 


=  («. 


.  Dimoetrkre  cbe  : 

1^001 
r  S  0  0 


I 

1  1   1 


>  del  teorema  dell'  art.  419,  nn   determinante 
ugnali  a  tero  tntti  gli  elementi  in  nna  stessa 
I,  al  più,  di  un  sol»  elemento. 

§  3.0  —  Agglontl  di  QQ  determinante. 

420.  Se  immaginiamo  fatto  lo  sviluppo  del  determinante  generale: 


d  = 


(1) 


e  consideriamo  fra  gli  \n  termini  dello  sviluppo  quelli  che  con- 
tengono come  fattore  un  certo  elemento  a^ ,  e  mettendo  poi  in 
evidenza  questo  fattore  comune  rappresentiamo  la  somma  di  questi 
aitimi  termini  sotto  la  forma  a^^-A^,  la  quantità  A^  dicesi  V ag- 
giunto  dell'  elemento  a^. 

Cosi,  p    es.  nello  sviluppo  del  determinante  : 

I  "i     '■i    H  1 
«1    i>,     e,  1 
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si  banoo  due  soli  termini  clie  contengono  l'elemento  e,  cioè  : 

il  che  può  anche  ecrlversi,  raccoi^Uentlo  il  fattore  e, , 

(ojt,  —  a,&,)c, 
onde  (og^,  —  0,63)  sarà  1' aggiunto  dell'elemento  e,. 

421.  Ora  noi  ci  proponiamo  dimostrare  che  l'aggiunto  A,^  del- 
l'elemento a^  è  uguale  al  determinante  (di  ordine  n— l)  che  ai  ot- 
tiene dal  determinante  dato  (1)  eopprimendone  la  i"""  orizzontale 
e  la  j"""  verticale,  coli' avvertenza  però  di  premettere  poi  a  questo 
determinante  il  segno  -Ho  —  secondochè  la  àomma  i  +  j  aia  pari 
o  diapari. 

Questo  teorema  è  quasi  evidente  per  il  caso  semplicisaimo  in 
cui  l'elemento  a^j,  di  cui  si  cercft  l'aggiunto,  sia  proprio  il  primo 
elemenio  a,,  del  determinante.  Infatti  quei  termini  del  determi- 
nante (1)  che  contengono  «n ,  non  polendo  più  contenere  come 
fattori  altri  elementi  della  prima  verticale  ed  orizzontale,  si  com- 
porranno evidentemente,  fatta  astrazione  dai  segni,  dell'elemento 
a^^  moltiplicato  per  i  termini  del  determinante  di  ordine  n— 1  : 


che  si  deduce  dal  dato  cancellandone  la  prima  orizzontale  e  la 
prima  veriicale.  Ma  anche  nei  segni  ci  sarà  perfetta  coincidenza, 
perchè  un  termine  qaalunque: 


del  determinante  {2)  avrà  evidentemente  nella  seconda  permuta- 
zione dei  suoi  indici  le  stesse  inversioni  che  si  riscontrano  nel 
termine  completo  corrispondente  : 


del  determinante  (1);  giacché  gli  indici  1  trovandosi  qui  al  primo 
posto  non  possono  fare  inversione  con  alcuno  dei  consecutivi. 
Resta  cosi  dimostrato  che  ; 


Consideriamo  ora  il  caso  generale  in  cui  si  voglia  1'  ag^ianto 
di  un  elemento  qualunque  a^.  Noi  ridurremo  questo  caso  al  pre- 
cedente eseguendo  nel  determinante  dato  dogli  ecambi  di    linee 
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parallelo  tali  da  portare  l'elemonto  a^  al  primo  posto,  poiché  sap- 
piamo (art.  416)  che  lo  Bcnmbio  di  due  lìnee  parallele  non  altera 
che  il  segno  del  dctcrminaiiie ,  onde  un  numero  qualunque  di 
scambi  di  due  linee  parallele  lascerà  inalterato  il  valore  del  de- 
tormiDanie  ovvero  ne  cambierà  soltanto  il  segno,  secondochè  il 
nomerò  complessivo  di  tali  scambi  sia  pari  u  dispari. 

Pertanto  noi  potremo  scambiare  la  i""  linea  orizzontale  succes- 
sivamente con  ciascuna  delle  i~l  orizzontali  precedenti,  con  che 
avremo  portato  l'elemento  Oy  sulla  prima  linea  orizzontale  ed 
avremo  : 


(-■)'- 


Permatando  in  seguito  la  p""  colonna  con  ciaecana  dollc  j  -  l 
precedenti,  con  che  si  altererà  di  nuovo  il  determinante  dì(— 1)^"', 
l'elemento  a,^  verrà  appunto  a  trovarsi  al  primo  posto,  ed  allora 
l'aggiunto  si  troverà,  comò  nel  caso  precedente,  cancellando  la 
prima  linea  e  la  prima  colonna. 

Intanto,  poiché,  fatta  astrazione  dalla  i"' orizzontale  e  dalla 7'"'* 
verticale,  le  altre  linee  e  colonne  hanno  conservato  lo  stesso  or- 
dine primitivo  di  successione,  è  chiaro  che  nella  pratica  non  oc- 
correrà eseguire  prima  gli  scambi  di  lince  parallele  di  cui  si  è 
detto  sopra,  ma  basterà  cancellare  addirittura  nel  determinante 
dato  le  due  linee  che  si  incrociano  nell'elemento  ay.  Preudendo 
il  determinante  di  ordine  »-l,  che  così  si  ottiene,  col  segno 
(— l)*"''{-l/~S  cioè  col  segno  (— l)'*-*,  si  avrà  appunto  l'aggiunto 
cercato  dell'elemento  «j. 

Ss.  Cancellando  nel  determinante  : 


-6,— (6,) 6,-- 


la  seconda  orizzontale  e  la  terza  verticale,  che  si  incrociano  nel- 
l'elemento 6j,  Il  quale  occupa  il  posto  (2,  3),  rosta  11  determinaule: 


lyCoOt^lc 


che  preso  col  segno  {-I)*^*',  cioè  col  segno  —,  sarà  1' aggianlo 
dell'  elemento  by 

422.  I  determinanci  che  si  ottengono  da  nn  determinante  dato 
cancellandone  una  linea  orizzontale  ed  una  Tcrltcale,  si  dicono 
determinanti  minori  di  ordine  n  — 1.  Essi  Bono  tanti  qaanti  sono 
gli  elementi  del  determinante  cioè  n*,  e  noi  chiameremo  determi- 
□ante  minore  complementare  dell'elemento  a^  qnello  che  ai  ottiene 
dal  determinante  primitivo  cancellandone  le  dne  linee  clie  s' in- 
crociano in  questo  elemento  a^.  Cosicché,  confrontando  col  risul- 
tato dell'articolo  prec,  potremo  dire  che  l'aggiunto  di  u»  dato  ele- 
mento tiij  altro  non  è  che  il  suo  determinante  minore  complemen- 
tare, preso  però  col  segno  {— l)'*-*- 

Poiché  i  numeri: 

i  +  l  ,i+2  ,i-i-3  ,  . .  .yi  +  n 

sono  altero  atìv  amen  te  pari  e  dispari,  o  viceversa,  si  vede  facll- 
menie  che  gli  aggiunti  degli  elementi  di  una  stessa  linea  i*"  sa- 
ranno eguali  ai  loro  determinanti  minori  complenKntari ,  presi 
alternativamente  col  segno  -ho  —  {covùnciando  col  segno  -i-  te  ì 
è  dispari,  e  viceversa  se  i  è  pari). 

423.  Il  valore  di  un  determinante  è  uguale  aUa  somma  degli 
elemeìiti  di  una  stessa  linea  (che  potrà  scegliersi  a  piacere  fra  le 
verticali  o  fra  le  orizzontali)  moltiplicati  per  i  rispettivi  aggiunti. 
In  altri  termini  se 


è  nn  determinante  di  ordino  n,  e  si  indichi  con  A^  raggiante  del- 
l' elemento  «y ,  si  avrà  : 

d  =  «,iA(,  +  a^Aj,  -^  .  . .  H-  <»i„A,,,  (a) 

ed  anche 

1  =  a,jA^j  ■^  ayAjj  +...+  a^A^.  (?) 

Invero  per  dimostrare  la  (a)  basta  considerare  che  opni  termine 
del  determinante  &,  non  potendo  contenere  che  nn  solo  elemento 
della  riga  i""  e  dovendo  sempre  contenerne  uno,  i  termini  dello 
sviluppo  di  1  si  potranno  dividere  Io  n  gruppi  a  seconda  che  essi 
contengono  l' elemento  Oj, ,  ovvero  1'  a,g  ,  .  .  . ,  ovvero  1'  Oj^,  Ma, 
per  ciò  che  precede,  quella  parte  dello  sviluppo  del  determinante 
che  contiene  a^  ,  è  data  da  a,,  moltiplicato  pel  suo  aggiunto,  ci')è 
da  djjAj, ,  e  similmente  per  le  altre  parti;  onde  si  ha  appunto  la 
formola  (a).  In  modo  analogo  si  dimostra  ia  (J)  considerando  che 
ogni  termine  dol  determinante  deve  contenere  ano  ed  no  solo  ele- 
mento della  colonna  j"". 

Per  mezzo  del  teorema  ora  dimostrato  il  calcolo  del  valore  dì 
un  determinante  di  ordine  n  si  può  ricondurre  al  calcolo  di  n  de- 
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terminaDti  ciascano  dell'ordÌDe  n- 
lermiDante  di  quart'  ordine  : 


&  = 


1.  Gobi  p.  es.  se  è  dato  il  de- 


«Il     «»     «M     <*w      , 
a»,     a,t    au    «li 
«*»     ««s    »M     "m   i 
sTilnppandolo  secondo  gli  elementi  della  8*  linea  orizzontale  si  ha: 


«il   «18   «li 


«if  ' 


«d  ora  si  potrà  far  dipendere  ogni  detormlnate  di  terz'ordine  da 
determinanti  di  2»  ordine,  il  cai  valore  si  vede  immediatamente. 

424.  La  gomma  degli  elementi  di  una  atessa  linea  di  un  deter- 
minante moltiplicati  per  gli  aggiunti  degli  elementi  corrispondenti 
di  altra  linea  parallela  è  sempre  uguale  a  zero. 

Cioè  si  avrà: 


»lt 

»l. 

"M 

"» 

».. 

o<. 

"lAi  +  OiiA»i  +  •  •  •  +  Oi.A,,  =  0    per    isk 
come  pere  ; 

»u4ìi  +  "mA«,  +  ---+i",jA„,  =  0    per    jai. 
Infatti  pel  teorema  dell'articolo  precedeote  si  ha  : 
1  »ii  •  •  •  «.« 


=  «"iiAii  +  OiiA,,  +  . .  •  +  o„A„ 


Se  ora  io  qeeela  eguaglianza,  che  ha  luogo  qnalanqiie  Giano  I 
valori  degli  elementi  del  determinante,  preudiamo  gli  elementi  a^j, 
aj,  ,  .  .  .  ,  aiti,  cgnali  rlsp.   agli  elementi  Of,  ,  a,j , .  .  . ,  aj„ ,  essa 
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Oi,Ajn  +  a,jA^g  +  . .  .  +  Oi„A|i„ 


dove  il  determinante  del  primo  membro  è  nullo,  avendo  due  linee 
parallele  ngaali,  onde  si  ba  spptinto  la  (a)'.  Similmonte  si  dimo- 
stra la  (p)'  considerando  che  il  primo  membro  di  (P)'  altro  non  È 
che  lo  sviluppo  del  determinante  dato  Becondo  ^li  aggiunti  della 
colonna  £"",  dopo  aver  posto  però  gli  elementi  della  colonna  lir'" 
eguali  a  quelli  stessi  della  t"". 

425.  Il  teorema  ora  dimostrato  trova  un'  Immediata  ed  impor- 
tante applicazione  nella  risoluzione  di  nn  sistema  di  n  eqoaziODÌ 
di  I.o  grado  fra  altrettante  incognite  x,  ,  Xj  ,  . . .  ,  x„ 

Per  sistema  di  n  equazioni  di  1."  grado  (o,  come  anche  si  dice, 
lineari),  fra  n  incognite  Xj ,  scj , ... ,  £c„ ,  s'intende  (cfr.  Gap.  IV,  §  13) 
un  sistema  di  ra  equazioni  ciascuna  delle  quali  sia  della  forma: 

«uci  +  l?a!j  +  yx,  +  . .  .  +  Xx„  =  p 

dove  le  a  ,^  ,•(,.,.,}.,  p  sono  numeri  costanti  dati,  coeffieiettti 
dell'equazione,  da  considerarsi  come  conosciuti,  Il  problema  cor- 
rispondente a  queste  equazioni  consiste  dunque  nel  cercare  un  si- 
stema speciale  di  valori  da  darsi  alle  x,  ,  x^ ,  .  .  . ,  x„,  tali  che 
le  n  equazioni  siano  tutte  soddisfatte  simultaneamente. 

Indicando  in  generale  con  a^j  il  coefficiente  dell'  incognita  xj 
nella  i"""  equazione  e  con  Oj  11  termine  noto,  che  sta  al  secondo 
membro  di  questa  stessa  equazione,  è  chiaro  che  il  sistema  dulie  n 
equazioni  date  fra  le  n  incognite  prenderà  la  forma  segaenle: 

a„a:,  +  a,^,  +'«ijK,  +  .  .  .  +  a^^x^  =  a, 

a,,x,  -f  a„xa  +  OjgXj  +  .  . .  +  c(j„x„  =  a,  (3) 


a„iXi  +  a„^j  +  a„jX3  +  .  .  .  +  a„„a:„  =  o„ 
1  corrispondenza  ad  esso  si  avrà  un  certo  determinante  : 


che  si  suol  chiamare  il  determinante  dei  coeffleienti. 
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426.  lodicaDdo,  come  soprn,  con  A^-  l'aggmiito  dt  a^  in  questo 
determinante,  moltiplichiamo  ora  le  equazioni  (3)  risp.  per  A,^  , 
Agjt ,  ■  ■  -  ,  A„j,.  Sommando  poi  membro  a  membro  otteniamo  : 

-   Aij,(a,iic,  +  fljjOCg  +  .  .  .  +  a,|,arj  +  .  .  .  +  a,„o:„) 

+  A„(,o„a:,  +  o^,  +  .  .  .  +  a^^x^  +  . .  .  +  o,„x„) 


+  A„fc(a„,!C,  +  rt^ga;,  +  ■  .  .  f  a„,^^  +  .  .  .  +  a„„a:J 
=  A,»-»!  +  Asjfltj  +  A,fc«g  . .  .  +  A„»a„ 
Rd  ancbe,  riunendo  i  termini  che  contengono  nna  stessa  incognita: 
(Ai*«„  +  A„aj,  +  Aj^o,!  +  .  .  .  +  A„ta„,}-K, 
+  i\k<'u  +  A,i,a„  +  Aj^ajg  +  .  .  .  +  A„ja„,)-a;j 


+  (A,»«it  +  A„a,»  +  Ajjia„  +  . .  .  +  A„»a„»).a;»  (5) 

+ 

+  {A.^^a^„  +  A„a,„  +  Ajja,,  +  .  .  ,  +  A„»rt„„)  ■  a:„ 
=  An«i  +  Aìi»,  +  Ag^a,  +  .  . .  +  A„»a„. 

Ma  per  il  teorema  dell'  art.  424  (formola  P')  eiaflcheduna  delle 
somme  scritte  fra  parentesi  nel  primo  membro  è  ugnale  a  zero, 
ad  eccezione  della  somma  : 

Aufl]*  +  Ajjttrt  +  AgjOgj  +  .  . .  +  A„»n„, 

la  qaale,  componendosi  degli  elementi  della  colonna  k""*  del  de- 
terminante A  moltiplicati  proprio  per  gli  aggiunti  di  questi  stessi 
elementi^  è  uguale  (art.  423)  al  valore  del  determinante  1. 
L'  equazione  (5)  si  riduce  cosi  alla  segnente  : 

A-a:»  =  A,»a,  +  ArtSj  +  A,»»,  +  .  .  .  +  A„»a„.  (6) 

427.  Di  equazioni  analoghe  alta  (6)  ne  abbiamo  n,  cbe  si  dedu- 
cono da  qaesta  dando  a  k  successivamente  i  valori  1,  2,  3, . . .  n. 
PertaDto,  se  il  valore  d  del  determinante  del  sistema  aia  diverso 
da  zero^  ci  sarà  lecito  divìdere  queste  equazioni  per  A  e  ne  de- 
durremo : 

^       ^i>"i  +  ^«°a  +  ■  ■  ■  +  A„n«n  ,-. 

Queste  formote  ci  fanno  conoscere  i  valori  delle  n  incognite , 
poiché  i  secondi  membri  sono  composti  di  quantità  tutte  cono- 
sciate. Esse  ci  dicono  che  per  ugni  incognita  sì  avrfa  un  unico 
possibile  valore  perfettamente  determinato.  E  reciprocamente,  se 
ì  valori  cosi  determinati  per  Xi ,  x^  ,  .  ,  .  ,  x^  ai  sostituiscono  in  una 
qnalanqne  delle  equazioni  (3)  del  sistema  proposto,  è  facile  veri- 
ficare, sempre  applicando  gli  bIgbsì  teoremi  ora  invocati,  che  l'e- 
quazione sarà  veramente  soddisfatta.  Dunque  : 
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:8e  il  determinante  di  un  «istema  di  n  equazioni  di  primo  grado 
fra  a  incognite  ha  valore  diverso  da  zero,  esiete  sempre  un  siste' 
ma,  ed  un  unico  sistema,  di  valori  delle  incognite  che  soddisfa  a 
tutte  le  equazioni. 

428.  Osservando  che  il  numeratore  della  (7)  è  lo  sTÌlappo  di  un 
determinante  che  abbia  la  stessa  matrice  del  determitiaate  del  si- 
stema, in  cui  però  agli  elementi  am  ,  a^i, , .  .  . ,  a,^^  siansi  sostituiti 
i  numeri  a,  ,  a,  , .  .  .  ,  a„  ,  si  può  concMudere  che  : 

Un'incognita  qualunque  di  un  sistema  di  n  equazioni  di  1"  grado 
ad  n  incognite,  col  detervìinante  diverso  da  zero,  i  uguale  ad  una 
frazione  che  ha  per  denominatore  il  determinante  del  sistema  e 
per  numeratore  il  determinante  ehe  si  ottiene  sostituendo  nel  de- 
terminante del  sistema  alla  colonna  dei  coefflcienti  dell'incognita, 
la  colonna  dei  termini  noti. 


Esempio.  —  Del 

Bistema  : 

3x  +  2y  +  5a  =  2 

«-7y  +  4z  =  0 

determinante  è 

9x  +  2y  +  3e  =  1 
8       2       6  1 

A=     1 -7      4 

Qoindi  si  avr&: 

1  9       2       8 

1       2     3 


1     3 


429.  Si  indichi  con  &'  il  determinante  : 
formato  cogli  aggiunti  degli  elementi  del  determinante  : 

A  =5  =*=  '^ii**»»  •  •   •  <*!.«■ 

Considerando  le  n  relazioni  da  noi  dimostrate  : 
A,,(i(,  +  A,,a,',  +  . .  .  +  A,„a,„  =  0 


A(ia«  +  AflOn  +  •  ■  -  +  A(B«i« 


C8) 


A„,aj,  +  A„,at,  4-  .  .  .  +  ^nn'^in  =  0 
come  »  equazioni  lioeari  &a  n  incognite   soddisfatte  dai  valori 
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"il  .  «.-»  j  -  -  •  >  "in  «ielle  incognite,  si  trova  Babito,  risolvendo  que- 
ste equazioni  rispetto  nirincognlta  a^  precisamente  come  all'ar- 
ticolo 425,  l' importante  relazione  : 

i'.a,t  =  4.A',j  (10) 

(love  À'{„  è  I'  aggiunto  di  A^^  nel  determinante  1'. 

430.  Noi  dimostreremo  fìra  breve  (§  7.o)  anche  la  relazione  : 


Pertanto  alla  relazione  (IO)  sì  potrà  anche   dare  la  forma  più 
semplice  : 

A'rt  =  4"-».o«  (12) 

Vota  «d  Bsvroisi. 


1.  Sa  lutti  gli  etementi  di  un  determitumle  ehe  tlanno  da  una  tteita  parte 
della  diagonale  principale  *ono  nulli,  il  Baiare  del  determinante  li  riduce  a 
quello  del  tuo  termine  principale. 

Cioè,  p.  ei.  : 


2.  Dìmoatrare  che; 


=  »(«-a,X*-6iK*-<i). 


3.  TTu  determinatite  bì  dice  rimmelrieo  quando  (fVi  elementi  oonjnjtatj  bodo 
eRuali  due  a  dna  (a^  =  aji). 

Dimostrare  che  in  nn  detBrmtnante  simmetrico  anche  gli  aggiunti  di 
du«  elementi  oonjagatl  sono  ugaali. 

4.  Sìa  un  determinante  di  ordine  n  con  tntti  gli  elementi  egnali  all' n- 
nità  ad  eoceiione  di  quelli  della  prima  diagonale,  e  qneeti  siano  1  +  a,  , 
1  -r-  d,  ,  .  . . ,  1  -f  0;,  ;  il  valore  di  questo  determinante  è  : 


a,a,...a,h  +  —  +  ~  + 

5.  Bisolvere  il  sislem*  di  equasioni  ; 

a,a!  +  b^v-^-c,x■^■d,  _ 
a,w  +  p,y  +  Ti»  +  B,  ~ 
a^  +  b,y  +  e,»  +  rf, 
V=  +  PiV  +  Tj»  +  6, 

i,«'+  hV  +  T.»  +  B» 
rispetto  alle  tre  incognite  s,  y,  i. 


=  A, 
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6.  È  assai  utile,  ia  molte  questioni,  di  coDsiderare,  in  laogo  ielVaggiititta 
dell'elemento  Oft  nel  datenninaate  : 

i  =  S  ±  a„<.„  . .  .  a„„ , 

dft  noi  indicato  con  Afj^ ,  il  qnoto  : 


A'  =  2±A,.A„...A,,     e     4  =  2±a„t4.  ■■■»«- 

BÌ  cbiunerAono  rispetti  v amante  il  d»t«rminante  aggiunlo   e   il   dtltrminoiUe 
rtciproeo  del  determinante  A. 
7.  Bioonoscere,  por  meizo  delle  formolo  (10)  ed  <11)  dell'art.  42»  : 
1")  che  l'elfmtHlo  reciproco  dtU'elemento  reciproco  di  a^j^  i  lo  tlitto  «(«- 
menlo   a^. 

2°)  ohe  il  valore  del  determinante  reciproco  di  X  i  preeiiamente  U  valore 
reciproeo  del   valore  di  A  ,   cioà  — . 


§  4.0  —  SUtemn  di  n  eqaailoDl  Uoearl  ed  omogenee 
fra  )t  Incognite. 

431,  Un'equazione  di  1°  grado  si  dice  omogenea  qaando  manca 
del  termine  noto  ;  cosicché  nn  Blstema  di  n  equazioni  omogenee 
fì*a  le  n  incognite  sc^  ,  x^  ,  .  , . ,  x„  Bar&  della  forma  : 


iiiCi  +  ajjiTj  +  .  .  .  +  a,„a;„  =  0 
i„a:,  +  a„3;g  +  .  .  .  +  aj„x„  =  0 


o„,ar,  +  a„fXf  +  .  .  .  +  a„„a:„  =  0. 


Indicando,  come  nel  §  prec,  con  A  il  valore  del  determinante 
dei  coefficienti 


e  con  Afj  in  generalo  l'aggiunto  dell'elemento  a^  in  «jaesto  deter- 
minante, la  formola  generale  (art.  426): 

a  ■  x^  =  a,  Ah  +  o!tA„  +  .  .  .  +  a„A^ 


i-x,  =  0 


poiché  i  termini  noti  a^  ,  a^ 
eguali  a  zero. 


,  a„  sono   per  sapposto    tatti 
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Si  avranno  dunque  le  n^uagliauze 

4-x,  =  0,         A-a;g=0  ,  .  .  .  ,  4-a:„  =0. 

dalie  quali  ai  vede  che,  ee  il  fattore  A  è  diverso  da  zero,  queste 
ag^uaglianze  non  possono  essere  soddisfatte  se  doq  quando  si  abbia 
contemporaneamente 

jCi  =  0  ,  JB,  =  0  , .  .  .  ,  a:„  =  0. 

Danque  :  un  gistema  di  n  equasioni  lineari  omogenee  fra  n  in- 
cognite col  determinante  diverto  da  zero  non  ai  può  soddisfare  in 
alcun  modo,  tranne  che  prendendo  tutte  le  incognite  uguali  a  zero. 
In  quest'  ultimo  modo  poi  tutte  le  equazioni  resteranno  evidente- 
mente soddisfatte. 

432.  Corollario:  Affinchè  un  sìgtema  di  a  equazioni  lineari  omo- 
genee fra  n  incognite  posta  essere  risoluto  mediante  un  sistema  di 
valori  dell'incognite  che  non  siano  tutti  nulli,  è  necessario  che  sia 
eguale  a  zero  il  determinante  dei  coefficienti. 

Vedremo  in  seguito  che  questa  condizione  6  anche  sufficiente- 
Cioè  che ,  se  A  =  0 ,  esisterà  sempre  un  sistema  di  valori  delle 
Xi  ,  Xf  ,  .  .  .  ,  x„  ,  àtii  qnalìalmeuo  uno  sia  diverso  da  zero,  che 
soddisfano  a  tutte  le  equazioni  proposte. 

433.  Supponiamo  dunque  che  il  sistema  proposto  (1)  soddisfi  alla 
condizione  A  =  0;  e  proponiamoci  di  cercare  se  e  quali  sistemi 
di  valori  non  tutti  nulli  dello  incognite  possano  soddisfare  a 
tutte  le  equazioni.  Intanto  giova  osservare  ohe ,  se  certi  valori 
x^  ,  Xg  ,  .  .  . ,  x^  soddisfano  al  sistema  (1) ,  anche  i  valori  px,', 
pXf  , . . .,  px„  vi  soddisfano  del  pari, qualunque  sia  il  mottjplica- 
tore  comune  p ,  poiché  se  si  ha 

a(,a;,  +  ajjX,  +  .  .  .  +  ai„X„  =  0, 

moltiplicando  per  p  primo  e  secondo  membro ,  se  ne  deduce  ap- 
punto 

a„-j)x, -t- Oj-j'pxj  +  .  .  .  +  (Tj„'j>a:„  =  0. 

Si  vede  dunque  che,  se  esiste  un  certo  sistema  di  valori,  non  tutti 
egaall  a  zero,  delle  a:,  ,  Xj ,  . . .  ,x„  soddisfacenti  alle  n  equazioni 
proposte,  ne  esisteranno  di  tali  sistemi  In  numero  infinito  -,  cioè  se 
si  prenda: 

yi  :  y»  :  y»  :  •  •  •  :  y»  =  «i  :  ic,  :  a^  :  .  .  .  :  a:„  , 

anche  il  sistema  delle  j/  soddisferà  parimente  le  n  equazioni. 

434.  Ciò  premesso,  essendo  per  supposto  A  =  0,  io  dico  che  per 
avere  un  sistema  di  soluzioni  delle  (0,  basterà  prendere  per  le 
x,  ,  X,  ,  .  . .  ,  x„  delle  quantità  eguali  rispettivamente  (o  propor- 
zionali secondo  un  moltiplicatore  arbitrario  p),  agli  aggiunti  de- 
gli elementi  di  una  linea  orizzontale  scelta  a  piacere.  Si  prenda 
infatti  : 

X,  =  Aft  ,  a;,  =  A„  ,x^^Ais,...,x„  =  A(„.  (3) 
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Per  verificare  che  questi  valori  soddisfano  al  sisteiaa  di  equa- 
zioni proposto ,  basta  verificare  che  essi  soddisfano  ad  tina  qna- 
Innqne  delle  equazioni  (1),  cioè  che  si  ha,  provando  per  es.  la  X^' 
equazione, 

««Aii  +  a^t^it  +  .  .  .  +  o»„Aj„  =  0.  (4) 

Ora  infatti  per  fcst  il  primo  membro  di  quest'equazione  è  cer- 
tamente nullo,  essendo  eguale  alla  somma  degli  elementi  di  una 
linea  del  determinante  A  moltiplicati  risp.  per  gli  elementi  corri- 
spondenti di  un'altra  linea  parallela  (art.  424).  Se  poi  A  =  t,  siha 
(art.  423): 

«iiA,,  +  a^A,,  +  OnjA,,  +  .  .  .  +  a»„A,„  =  1 

onde,  essendo  per  supposlo  &  =  0,  la  (4)  resta  verificata  anche  in 
questo  caso. 

I  valori  (3)  soddisfano  dunque  al  problema;  e  se  esiste  per  il 
determinante  dato  1,  come  supporremo  per  semplicità  In  questo  %, 
almeno  un  aggiunto  diverso  da  zero,  almeno  ano  dei  sistemi  (3) 
darà  per  le  incognite  dei  valori  non  tatti  nulli. 

435.  È  importante  dì  notare  che,  nella  ipotesi  fatta,  i  rapporti 
delle  incognite  x,  ,  x,  ,  . .  .  .  ic„  soddisfacenti  allo  (l)  non  si  pos- 
sono determinare  che  iu  un  unico  modo.  Infatti  per  il  supposto 
possiamo  ritenere  che  si  abbia 


poiché,  se  I'  aggiunto  dell'ultimo  coefficiente  a„ ,  „  fosse  uguale  a 
zero,  basterebbe  cambiare  l'ordine  secondo  cui  sono  scritte  le  equa- 
zioni (1)  e  l'ordine  con  cui  in  Ogni  equazione  sono  disposte  le  n 
incognite  in  modo  che  come  nltimo  coefBciente  si  avesse  uno  di 
quegli  elementi  (che  certamente  esistono  nel  determinante  (2))  i 
cui  aggiunti  non  sono  nulli.  Ciò  pósto,  se  nelle  prime  n— 1  equa- 
zioni del  sistema  (I)  portiamo  gli  ultimi  termini  al  secondo  mem- 
bro e  dividiamo  quindi  per  x„ ,  esse  prendono  la  forma  seguente  : 

«..©-"©-■■-...-(^)=-".» 

".1  {-)  +  <■«(  J)  +  -  +  "i ,  .-I  (^)  =  -  «I»  (6) 

È  questo  un  sistema  di  «—1  equazioni  lineari  fra  n— l    ìnco- 
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gnile ,   rigaardando    cioè   come   incognite  gli  n  -  1  rapporti  —  , 

—  ,..,,  -^^  ;  e  Qoeato  sistema  non  si  potrà  risolvere  che  in  nnico 

modo  (art.  427),  poiché  il  determinante  delle  incognite,  che  è  ap- 
pnnto  il  determinante  (5),  è  diverso  da  zero.  I  rapporti  x,  :  Xj  : ...  :  x„ 
che  soddisfano  al  sistema  (1),  non  possono  donqoe  avere  che  nn 
sistema  unico  di  valori. 

436.  Di  qni  segue  come  corollario  an   teorema  importante.  In- 
vero si  era  vieto  che  1  valori  dati  dalle  (3)  : 

^1  ~  ^it    >   ^1  =  ^il   I    ■  ■  •    ì  ^n  —  ^{'H 

soddisfano  al  sistema  (1)  comnnqne  si  scelga  l'indice  t.  Per  l'ar- 
ticolo precedente  è  dunque  chiaro  che  fra  gli  n*  aggiunti  del  de- 
terminante (2)  debbono  aver  luogo  le  relazioni  : 


(7) 


Resta  cosi  dimostrato  il  seguente  teorema: 

Se  un  determinante  è  uguale  a  zero,  gli  aggiunti  degli  elementi 
corritpondenti  di  due  qualìaivogliano  linee  parallele  sono  fra  loro 
proporzionali. 

437.  Il  sistema  di  sole  n  — 1  equazioni  lineari  omogenee  con  n 
incognite  si  risolve  in  generale  prendendo 


dove  A,  è  il  determinante  che  si  ottiene  dalla  matrice  dei  cotfjl- 
cienti  del  sistema  cancellandone  la  ì>na  colonna. 

Infatti,  se  si  aggiunge  alle  n— 1  equazioni  date  una  prima  equa- 
zione : 

che  è  soddisfatta  identicamente,  il  sistema  si  presenterà  come  un 
caso  particolare  del  sistema  dì  n  equazioni  lineari  omogenee  con 
n  incognite,  ed  avrà  evidentemente  it  determinante  nullo.  Risol- 
vendolo colla  regola  già  data,  cioè  prendendo  le  incognite  pro- 
porzionali agli  aggiunti  degli  elementi  della  prima  orizzontale  nel 
determinante  del  coefSeienti ,  si  avrà  appunto  la  soluzione  sopra 
indicata,  che  sarà  quindi  l'unica  possilìile,  a  meno  che  le  A,  , 
A,  ,  .  .  .  ,  A„  siano  tutte  nulle. 

KsEUPio.  —  Per  risolvere  il  sistema  : 

a,Xi  +  Ojo:»  +  a^xj  +  a^a:^  =  0 

6,a;,  +  &,a:,  -l-  b^x^  +  \.t^  =  0 

c,x,  +  CjX,  +  CjiCs  -i-  c^x^  =  0 , 
CjtrKU.1.  — /«ftttictoui  di  antUiti  algebrica,  8.*   ediz.  24 
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i  prenderà  :  x,  : 
o»  Og  a« 


6,  &»  ^ 


Vota  ad  Esaroisi. 

1.  La  (geometria  Btialitie&  offre  abbondanti  esempi  di  problemi  algebrici 
nei  qnali  viene  a  priori  imposta  alle  incognite  la  ooDdÌEÌone  di  avere  va- 
lori tulli  Jìnili  e  non  tutti  nulli.  Cosi,  ad  ea^mpio,  so  le  ordinarie  coordinato 
cartesiane  X,  Y  di  un  punto  del  piano  si  pongano  sotto  la  forma  X  =  z  :  i , 
F=jf  :z,  Ogni  tsrua  di  uiimari  finiti  a:  :  y  :  x  {coordinala  earleiiane  omogtint  del 
puDto)  rappresoli  tara  un  punto  ben  determinato  del  piano,  a  distanza  fi- 
nita ovvero  all'  infinito  (*)  seeondochè  sia  z  diverso  da  zero  ovvero  eguale 
a  lero.  Va  eieluta  ptri,  una  vMa  jier  tempre,  la  terna  0  :  0  :  0 ,  la  quale  non 
può  rappresentare  nulla  di  bea  determinato. 

Dosi  ogni  equazione 

ux  +  vy  +  v)x  =  0 

si  considererà  come  rappresentante  una  retta,  pnroii&  i  coefficienti  u  :  o  :  u 
(coordinatt  omogenee  della  retta)  non  sieno  tutti  nulli.  Per  u  =  «  =  0  ni 
avr&  in  particolare  la  retta  «tf  infinito,  poiché  l' equazione  c  =  0  à  eviden- 
temente soddisfatta  da  tutte  le  teme  a:  :  y  :  0. 

2.  Ciò  posto,  la  condizione  affinchè  tre  rette; 

ax  +  bji  +  a  =  Q  ,  efx  +  b'i/-i-e'x  =  0  ,  a"x  +  b"y  -h  c"«  ~  0 

a'  incontrino  almeno  in  nn  punto,  equivarrà  evidentemente  all'  altra  che 
queste  eqnaxioni  siano  soddisfatte  almeno  da  una  tema  di  valori  finiti  a 
non  tatti  nulli  delle  7s:y:x;  onde  tale  condizione  sarà  espressa  (art.  432}  da 


8.  Cosi  pure,  la  c< 
equazioni: 


e  perchè  tre  punti  sj*  :  y'  :  z' ,  a:"  :  if"  :  z",  «'"  .  y"'  :  *" 
iax  -|-  6v  -)-  «  =  0),  equivale  t,  quella  che  le  tre 


ke"  t  6y"  +  »"  =  0 ,  o»"'  -)-  6ff'"  +  e*'"  =  0 


possano  coesistere  per  valori  finiti  e  non  tutti  nulli  di  a  :  6  : 
Si  trova  dunque  come  condizione 


{*)  Al  punto  all'  infinito  r  :  (  :  0  si  attribuisce,  per  convenziona,  la  pro- 
prietà geometrica  di  essere  il  punto  d'incontro  di  tutte  le  rette  parallele 

X         T 

alla  retta  che  ha  per  equazione  -^=-. 
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:  «.  !  a^  I  ff,  :  y,  :  V, 


,  è  data  ie,  K=0,  esaendo: 

X,»        a^«  3!,se,  x,x,  a^, 

C'         y.'  ViV»  ffi»t  St»t 

j,»          a,»          «1»,  >,!,  ^e. 


'"!»■. 


=  (»y)(.(»)(«i/i(aJr)-(»yi}(.ir)(iìyr(aJt*), 

dove  s'intendo  por  brevità: 

(n^r)-- 2  ±»iy,r,,  ecc. 

5.  Trovare  eoa  procedime&ti  analoghi  le  conditiooi  affinchè  quattro  punti 
del  piano  siano  in  uno  stessa')  cerchia,  ovvero  cinque  punti  dello  spazio 
su  una  stessa  sfera  ,  e  perchè  10  punti  dello  spazio  siano    uu  una   stessa 

<>.  Dimostrare  che  pel  eistema  di  equazioni: 

(6  +  e)x  +  {e-  o>  +  (6  -  a)s  =  0 

(e  -  6)3!  +  (e  +  a)y  +  Co  -  6)a  =  0 

(6  -  e)x  +  Co  -  c)if  +  C«  +  6)1  =  0 

le  X,  y,  z  devono  essere  tutte  n^oli  a  zero,  se  lo  o,  b,  e  sono  tutte  di- 


§  5.0  —  UliolDzlone  di  un  Blstema  qDnlnnqne  di  m  equaslonl 
lineari  omogenee  fra  n  Incognite.  Dipendenza  e  Indipen- 
denza delle  equazioni  e  delle  forme  ohe  le  rappresentano. 


438  Dovremmo  ora  esamÌDare  il  caso  io  cai  tutti  gli  aggiunti  Ay 
elano  eguali  a  zero. 

Preferiamo  però,  per  maggiore  generalità,  di  ripigliare  da  capo 
la  qnistione  considerando   nn   sistema  qaalanqne   di  m  equazioni 
lineari  omogenee  fra  n  Incognite  Xi  ,x^ ,  .  .  .  ,x„. 
E^80  sarà  della  forma: 


.  +  a,„Xn 
,  +  a.„x„  : 


Se  indichiamo  per  brevità  con  U, ,  U, , 


,  U„  i  primi  mem- 
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bri  di  queste  equazioni,  cioè  poniamo  in  generale: 

Ui  =  fl..,ict  +  a„a:,  +  ...i  a(„x„  ,  (2) 

il  sistema  delle  m  equazioni  si  potrà  scrivere  brevemente: 

U,  =0-,  U(  =  0,...,U.  =  0.  (3) 

Intanto  al  sistema  (I)  corrisponde  una  matrice  quadrata  o  ret- 
tangolare (secondoofaé  m  =  n  ovvero  m  s  n)  di  coefficienti 


^   «mi      «•»■-■  "mn 

Se  ora  k  sia  un  numero  non  superiore  né  ad  m  né  ad  n  e  tra- 
scegliamo  a  piacere  fra  le  colonne  della  matrice  certe  k  colonne 
e  simiimeiite  del  pari  a  piacere  fra  le  orizzontali  della  matrice 
certe  k  orizzontali,  è  chiaro  che  le  colonne  e  linee  orizzontali  scelte 
6Ì  incrocieranno  in  k^  ponti,  nei  quali  si  troveranno  altrettanti  ele- 
menti della  matrice  disposti  in  modo  da  rappresentare  una  ma- 
trice qnadriita  di  ordine  fc  e  quindi  ancbe  un  certo  determinante 
dì  ordine  k.  I  determinanti  cosi  formati  si  dicono  determinanti  tnt- 
nori  contenuti  nella  matrice  proposta. 

Cosi  ad  esempio  nella  matrice  rettangolare 


(6.) 


(M        (6«) 


i  trova  contenuto  il  determinante  minore  di  ordine  3 


formato  dagli  elementi  nei  quali  la  seconda,  quarta  e  quinta  oriz- 
zontale incontrano  la  terza,  quinta  e  sesta  verticale.  È  facile  di 
riconoscere  che  questa  matrice  contiene  21  determinanti  minori  di 
ordine  5,  che  è  il  massimo  ordine  possibile.  Quanto  poi  ai  deter- 
minanti minori  di  ordine  minimo  posaibile,  cioè  I,  ve  ne  sono  35, 
cioè  tanti  quanti  sono  gli  elementi  della  matrice;  giacché  un  de- 
termitante  minore  di  ordine  1  altro  non  è  che  an  determinante  dì 
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aa  solo  elemento  come  [b^\  ,  |c,[  ,  .  .  .  i  cai   valori  coincidono   coi 
vaiori  steael  b^  ,  c^ , .  ,  .  degli  elementi. 

Ciò  premesso,  si  ciiiamerà.  caratteristica  della  matrice  (4)  quel 
numero  h  clie  t  ugnale  al  massimo  ordine  di  determinanti  minori 
diverti  da  zero  contenuti  nella  matrice.  Cosi  ad  esempio  la  ma- 
trice rettangolare 

1-2        3  4        5 


3  6        3        18        9 

tia  per  caratteristica  2,  poiciiè  i  determinanti  minori  di  quarto  e 
terz' ordine  contenuti  in  essa  hanno  tutti  il  valore  zero  (*),  nel 
mentre  che  bì  trova  poi  un  determinante  minore  di  second' ordine 
(come  p.  es.  ii  determinante  ,  ~  .  formato  dall'incontro  della 
prime  duo  verticali  colle  prime  due  orizzontali)  il  quale  tia  nn  va- 
lore diverso  da  zero. 

439.  Ciò  posto,  dato  il  sistema  di  equazioni  (U,  sia  h  la  carat- 
teristica della  corrispondente  matrice  (4).  Ciò  signtSca  clie  tutti  i 
determinanti  minori  di  ordine  superiore  ad  h  contenuti  in  questa 
matrice  sono  ngusli  a  zero ,  nel  mentre  ctie  esisterà  poi  almeno 
tin  determinante  minoro  dì  ordine  A,  contenato  nella  matrice,  il 
qaale  abbia  valore  diverso  da  zero.  Ora,  senza  nuocere  alla  ge- 
neralità della  questione,  ci  è  sempre  lecito  di  supporre  che  nn  de- 
terminante minore  di  ordine  h  diverso  da  zero  si  abbia  appanto 
neir  incontro  delle  h  orizzontali  della  matrice  colle  prime  A  ver- 
ticali; poiché,  se  ciò  non  accadesse,  basterebbe  cambiare  opportu- 
namente l'ordine  secondo  il  quale  si  sono  scritte  le  m  equazioni 
del  sistema  proposto  (1)  e  cambiare  del  pari  in  modo  conveniente 
l'ordine  con  cni  figurano  nelle  (l)  le  successive  incognite,  poten- 
dosi così  ottenere  evidentemente  che  quelle  k  verticali  ed  orizzon- 
tali della  matrice,  che  individuano  un  minore  diverso  da  zero, 
prenda  precisamente  il  posto  delle  prime  h  verticali  ed  orizzon- 
tali rispettivamente, 

Ci  d  lecito  danqae  di  ritenere  che  sì  abbia: 

I  a,j     <ha  •  ■  ■  ^ih  \ 


(*j  Como  i  facile  perMuaderseite  ,  ancho  aenia  oaloulara  affetti vamenM 
tatti  questi  de tsTiD inaliti,  consideraDdo  che  la  terza  oriiiontale  della  ma- 
trice é  ugaal»  alla  somma  delle  dne  precedenti  e  la  quarta  è  uguale  alla 
BomiiM  della  seconda  e  della  terza. 
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Detto  ora  i  ano  qaalnnqae  degli  indici  1,  2,  3,  . 
Cile  riconoscerò  che  b  identicamente 


»1I  "li 

flis  • 

•    "U       U, 

a>i     "11 

«II  ■ 

•<■«     D, 

»»i     "li 

««  • 

■  ".»    D» 

«il     «tt 

«il  • 

■  »,.  u, 

.  .  •  •  ■  i^n  ^^^  entrano  nella  composizione  delle  funzioni  in- 
tere di  primo  grado  Uj ,  U ,  U^  ,  Uj. 

Infatti,  se  t<ft,  il  determinante  (6)  avrà  la  sua  alti  ma  orizzon- 
tale ugnale  ad  una  delle  precedenti  e  sarà  quindi  nullo  (art.  416). 
So  poi  i>h,  sostituendo  in  luogo  delle  U  le  loro  espreasioni  ef- 
fettivo (2),  il  determinante  (6)  prenderà  la  forma 

■  a,h    "n'^i  +  «11'»»  +  .  .  .  +  o,„a:„   I 


I     «M  ■  ■  ■  <^w.    ^hi^i  +  "ftii^^i  +  ■  ■  •  +  a*„a:, 

a,j   .  .  .  a^     a„iCi  -t  af^x^  +  .  .  .  -f  a(„a:„ 

e  si  potrà  decomporre  (art.  418)  (corrispondentemente  al  fatto  che 
gli  elementi  dell'  ultima  colonna  sono  potinomi  di  n  termini)  uella 
somma  di  n  determinanti  della  forma: 


,    S  =  1,  2,  3  ,  . 


Ora  ciascnno  di  questi  determinanti  è  per  sé  etesso  nullo,  poi- 
ché, messo  fuori  del  determinante  il  fattore  comune  x^ ,  il  deter- 
minante residuo  avrà  due  colonne  uguali  se  S^h,  e,  se  ò>h, 
sarà  un  determinante  minore  di  ordine  ft-l-  1  contenuto  nella  ma- 
trice (4)  e  sarà  quindi  nullo,  essendo  per  ipotesi  la  caratteristìi»^ 
della  matrice  uguale  ad  h.  L'identità  (6)  vesta  cosi  dimostrata. 


«M 
«Il 

«11    ■ 
«Il    ■ 

■  «1»       «H»!i 

■  «I»      «13 -"^i 

«»1 

«M    ■ 

•  «wi    «ftJ-^B 

410.  Sviluppando  ( 


I  determinante  (6)  secondo  gli   elemeoii 
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dell'altìma  colonna  si  avrà  (per  t  >  ft)  : 

a,Ui  +  OgU,  +  . .  .  +  OftUfc  +  «iUj  =  0  (7) 

dove  le  a,  essendo  gli  aggiunti  degli  elementi  dell'ultima  colonna, 
sono  formati  coi  coefficienti  afj  e  sono  quindi  quantità  conosciute. 
Quanto  poi  ad  «^ ,  che  è  1'  aggiunto  di  U^ ,  esso  ha  il  valore  ; 


•  °«  S=R 


die  è  diverso  da  zero.  Si  potrà  quindi  dividere  la  (7)  per  Oj  e  si 
dedurrà  : 

U*  =  ?iUi  +  %lit  +...-)-  ?ftU^  (8) 

dove  le  p  sono  numeri  costanti  conoscinti.  Quindi:  se  la  caratte- 
ristica della  matrice  dei  coefficienti  di  un  sistema  di  forme  lineari 
è  uguale  ad  h,  tutte  le  dette  forme  UneaH  si  possono  esprimere 
come  una  combinazione  lineare,  a  coefficienti  costanti,  di  h  fra  esse. 
Ora  dalla  identità  {8)  emerge  chiaramente  che  ogni  sistema  di 
valori  delle  x^  ,Xf,  .  . ,  ,x„  per  il  qualo  si  abbia: 

U,  =  0,Uj  =  0,...,Ua  =  0 

annullerà  anche  U^.  Cioè:  tutti  i  sistemi  di  valori  delle  incognite 
x^  ,  Xf  ,  .  . .  ,x„  che  soddisfano  alleprime  h  equazioni  del  sistema, 
soddisferanno  anche  alle  rimanenti.  0,  in  altri  termini,  le  nltime 
m  —  ft  equazioni  del  sistema  proposto  sono  una  conseguenza  ne- 
cessaria delle  prime  A  equazioni. 

441.  Dopo  ciò  è  chiaro  che,  per  avere  tutte  le  soluzioni  possi- 
bili del  sistema  proposto,  basta  limitarsi  a  cercare  tutte  le  possì- 
bili solQzIoni  delle  prime  h  equazioni: 

a^jXi  +  a,rCg  +  . .  .  +  a,„a:„  =  0 

««3!i  +  a„Xg  +...+  a^x„  =  0  (1)' 


il  eni  sistema  è  equivalente  al  sistema  (1), 

Scrivendo  ora  queste  ft  equazioni  come  segue  : 

OiiiTi  +  a,^,  -*-...+  a,„x„  =  -  {«1 ,  fc.,Xft+,  4-  .  . .  +  a, ,  „x„} 

«„a:,  +  a^t  +  . .  .  +  Ug^x,,  =  -  («j ,  a+iK/i+i  -1-  .  .  .  +  a, ,  „3;„) 

«Ai^i  +  a^jXg  +  .  .  .  +  a^^x^  =  —  (a^  ,  ^+1X^+1  +  .  . .  +  a^  ,  „x„) 

si  vede  che,  dati  a  piacere  alle  x^^^ ,  x^^^ ,  .  .  . ,  x„  dei  valori  qua- 
llflivogliano,  per  determinare  left  incognite  rimanenti  a;,  ,Xg,...,  arj. 
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bì  arranoo  preciBamente  k  equazioni  di  1<*  gtaAo  col  determinante: 

o„  .  .  .  a,» 


=  R 


che  si  è  già  detto  eBaere  diverso  da  zero.  Quindi  le  altre  inco- 
gnite si  potranno  sempre  determinare,  ed  in  un  nnico  modo  (ar- 
ticolo 427. 

442.  È  importante  far  rilevare  che  il  siBtema  (1)'  non  è  pi&  sn- 
Bceltibile  di  ulteriore  riduzione,  nel  senso  che  nessuna  delle  sue 
eqnazioni  potrebbe  cancellarsi  come  aaperflua,  cioè  come  conse- 
gaenza  delle  rimanenti.  Questo  fatto  sL  esprìme  ordinariamente 
con  dire  che  le  equaKÌoni  (l)'  sono  fra  loro  indipendenti;  definen- 
dosi IH  generale  come  indipendenti  più  equazioni  tali  che  nessuna 
di  esse  sia  conseguenza  delle  rimanenti. 

Esaminiamo  infatti  se  sia  possibile,  che  una  delle  {!)',  p.  es. 
l'ultima,  sia  conseguenza  delle  rimanenti.  Poiché  il  determinante 
R  è  diverso  da  zero,  almeno  uno  degli  aggiunti  degli  elementi 
dell'ultima  orizzontale  di  R  sarà  diverso  da  zero,  e  ci  sarà  lecito 
ritenere  (dÌEponendo  opportunamente  dell'ordine  di  scrittura  dello 
Xi  ,  Xf  ,  . . . ,  .-c^}  che  esso  sia  proprio  I'  aggiunto  dell'  ultimo  Jele- 
mento  a^^.  Le  prime  A  —  1  equazioni  (l)'  si  potranno  allora  seri- 
vare  come  segno: 

«ii«i+«ija:g-t- ...  +ai  ,A-,«ft-i=  •(«lA'Cft+aj  ,fc„a;A+,-l-  ...  -ta,„x„) 

(l)" 

dove  il  determinante  dei  coefficienti  dei  primi  membri  ò  diverso 
da  zero.  Esse  potranno  quindi  sempre  risolversi  scegliendo  a  pia- 
cero  i  valori  delle  x^  ,  x^^^  , . .  .  ,  x^  e  determinando  quindi  op- 
portunamente quelli  delle  rimanenti  h—1  incognite.  Esiste  dunque 
necessariamente  qualche  sistema  di  valori  delle  incognite  che  sod- 
disfa alle  (1)"  e  non  soddisfa  alle  (1)';  poiché,  fissati  a  piacere  i 
valori  delle  a;j+,  , , .  .  ,x„,  il  valore  della  x^  non  poteva,  nella  ri- 
Boluzione  del  sistema  (1)',  prendersi  a  piacere,  ma  bensì  restava 
determinato  In  modo  unico.  Il  sistema  (1)'  non  può  dunque  essere 
una  conseguenza  del  sistema  (1)",  ossia,  che  è  la  stessa  cosa, 
l'ultima  delle  (1)'  non  può  eseere  una  conseguenza  delle  rima- 
nenti, e.  d.  d. 

443.  Questo  risultato  si  può  riassumere  cosi:  affinchè  le  equa- 
zioni di  un  sistema  lineare  omogeneo  siano  indipendenti,  è  neces- 
sario e  succiente  che  la  caratteristica  della  sua  matrice  sia  eguale 
ai  numero  delle  equazioni. 
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444.  Per  quanto  figaarda  la  risolnsiooa  di  an  sistema  lineare 
omogeneo  qualunque,  giungiamo  dunque  alle  Beguenti  conclusioni: 

Dato  un  eiitema  qualunque  di  ra  equazioni  lineari  omogenee 
con  D  incognite,  sin  h  la  caratteristica  della  aua  matrice. 

Allora  delle  m  equazioni  date  soltanto  h  saranno  indipendenti; 
le  altre  m  — h  taranno  una  semplice  conseguenza  delle  prime  e 
potranno  quindi  trascurarsi.  Per  soddisfare  poi  alle  h  equazioni 
indipendenti,  si  potranno  assegnare  ad  arbitrio  i  valori  di  n  —  h 
incognite,  restando  così  perfettamente  determinati  i  valori  delle  h 
incognite  rimanenti. 

Zie  h  equazioni  indipendenti  non  si  potranno  in  generale  sce- 
gliere a  piacere  fra  le  date;  sarà  bensì  necessario  e  succiente  sce- 
glierle in  modo  che  la  matrice  dei  loro  coefficienti  sia  di  caratte- 
ristica h,  cioè  contenga  almeno  un  minore  di  ordine  h  diverso  da 
zero.  Neanche  le  a  —  b  incognite,  cui  si  vogliono  assegnare  votovi 
arbitrari,  si  possono  in  generale  scegliere  a  piacere.  Bisognerà 
sceglierle  in  modo  che  la  matrice  dei  coefficienti  relativi  alle  altre 
incognite  sia  di  caratteristica  eguale  ad  b. 

445.  Corollario. — AfflniAè  un  sistema  di  equazioni  lineari  omo- 
genee sia  risolubile  con  valori  delle  incognite  che  non  siano  tutti 
nulli,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  caratteristìca  della  sua  ma- 
trice sia  inferiore  al  numero  delle  incognite. 

446.  Affinchè  una  certa  equazione,  facente  parte  di  un  sistema 
lineare  omogeneo,  sia  conseguenza  delle  rimanenti,  è  necessario  e 
sufficiente  che,  cancellando  dal  sistema  quell'equazione,  la  caratte- 
ristica del  sistema  resti  inalterata. 

Che  questa  condizione  sia  suffiiciento,  risulta  infatti  evidentemente 
da  quanto  si  è  già  esposto  agli  articoli  4'Ò9  e  440.  Per  dimostratale 
la  necessità,  sapponiamo  che  la  caratteristica  h  del  sistema  dato 
bì  riduca  ad  h~l,  quando  si  canoelli  una  certa  equazione  U  =  0. 
Se,  malgrado  ciò,  la  U  =  0  f^sse  consegnenza  delle  rimanenti,  do- 
vrebbe anche  essere  conseguenza  (art.  444)  di  sole  ft  — 1  fra  le 
rimanenti,  che  si  potrebbero  sempre  scegliere  in  modo  da  dare, 
unitamente  alla  U  =  0,  una  matrice  di  caratteristica  h,  quale  per 
Ipotesi  deve  esistere  nel  sistema  completo.  E  ciò  Barel)bc  in  con- 
traddizione col  teorema  dell'art,  ii'à. 

4i7.  Affinchè  un'  equazione  lineare  omogenea  U  =  0  sia  conse- 
guenza di  certe  altre  equazioni  consimili  V,  =  0  ,  Vj  =  0  ,  .  . . ,  è 
necessario  e  sufficiente  che  il  suo  primo  membro  U  sia  identica- 
mente uguale  alla  somma  dei  primi  membri  V,  ,  Vj  ,  . .  • ,  molti- 
plicati per  dei  coefficienti  costanti. 

Ij&  sufficienza  di  tale  condizione  è  affatto  evidente.  Ma  essa  è 
anche  necessaria,  poiché,  se  la  U=0  è  conseguenza  delle  Vj  =  0, 
V"a  ^  0, . .  . ,  la  caratteristica  h  dell'intero  sistema  U  =  0,  V,  =  0, 
V^  =0 ,  .  . .  coinciderà  (art.  446)  con  quella  del  sistema  V,  =  0, 
V,  -  0  ....  ;  epperò  il  primo  membro  di  U  =  0  si  esprìmerà  linear- 
mente  (ofr.  art.  440)  col  primi  membri  di  quelle  fra  le  V,  — 0, 
Vg  =  0 ,  .  .  . ,  che  danno  luogo  ad  una  matrice  di  caratteristica  h. 
Capruj.  —  Iitii«noin  di  analÌ4Ì  algebrica,  &.*  edis.  25 
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448.  Dai  rÌ9uItat[  otteauti  emerge  l' opportaoltà  di  dare  altresì 
una  defìnizione  di  forme  lineari  indipendenti ,  intendendosi  per 
forma  lineale  a  più  variabili  una  fanzione  intera,  lineare  ed  omo- 
genea dello  variabili.  Noi  diremo  che  piii  forme  lineari  non  n  va- 
riabili  sono  fra  loro  indipendenti,  quando  nessuna  di  esse  et  può 
esprimere,  identicamente  come  somma  delle  altre  moltiplicate  per 
dei  coefficienti  costanti. 

Confrontando  questa  definizione  con  quella  di  equazioni  lineari 
omogenee  indipendenti  data  all'art.  442  discende  infatti,  come  co- 
rollario, dal  teorema  stabilito  all'art,  precedente  che:  se  te  m  forme 
lineari  U]  ,  Uj  ,  .  .  .  ,  U,,  sono  fra  loro  indipendenti ,  anche  te 
m  equazioni  U,  =  O  ,  Uj  =  0  ,  .  .  .  ,  U„  =  0  saranno  fra  loro  in- 
dipendenti,  e  recìprocamente. 

449.  Un  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee  B  si  dice  cor- 
seguema  di  un  altro  sistema  A,  quando  tutti  i  sistemi  di  valori 
dell'  incognite  soddisfacenti  al  sistema  A  soddisfano  anche  al  si- 
stema B.  In  particolare  poi  i  due  sistemi  si  diranno  equivalenti, 
se  sia  al  tempo  stesso  il  primo  consegaenza  del  secondo  e  il  se- 
condo conseguenza  del  primo;  o  in  altri  termioi  se  essi  ammettoìio 
precisamente  gli  atessi  sistemi  di  soluzioni. 

450.  Se  un  sistema  B  è  conseguenza  di  un  sistema  A ,  la  ca- 
ratteristica della  matrice  (fi  B  é  <  della  caratteristica  della  ma- 
trice di  A. 

Siano  infatti  a  e  b  risp.  le  caratteristiche  del  due  sistemi  A  e 
B.  Aggiungendo  successivamente  al  sistema  A  tutte  le  eqnazioni 
di  B,  che  ne  sono  per  supposto  una  conseguenza,  la  sua  caratte- 
ristica conserver&  (art.  446)  il  valore  a.  Intanto  il  nuovo  sistema 
così  formato,  contenendo  entro  di  sé  la  matrice  B,  avrà  evidente- 
mente una  caratteristica  eguale  o  superiore  a  b.  Sarà  dunque 
a^b,  e.  d.  d. 

451.  CoBOLLABio.  —  Se  dite  sistemi  di  equazioni  lineari  omogenee 
«ono  equivalenti,  le  caratteristiche  delle  loro  matrici  sono  uguali. 

452.  Se  le  equazioni  lineari  omogenee  indipendenti  Vj=0,  'V^=0,,.., 
Vj  =  0  sono  conseguenza  necessaria  del  sistema  Ui=0,  Uj=-0,  .  .  ■  , 
U,=0,  sarà  ìSj. 

Invero  la  matrice  delle  V  ha  per  supposto  (art.  443)  la  saa  ca- 
ratteristica eguale  ad  i.  Sarà  dunque  i  eguale  o  minore  (art.  450) 
della  caratteristica  delle  V.  Ma  questa  è  in  ogoi  caso  ^  del  Da- 
merò delle  equazioni  U  =  0,  cioè  dij;  qaindi,  ecc. 

453.  Chiuderemo  con  alcuni  altri  teoremi  assai  utili  nel  calcola 
delle  caratteristiche.  Essi  discendono  quasi  immediatamente  da 
quelli  già  dimostrati. 

E  primieramente  è  senz'altro  evidente  che:  non  si  altera  la  ca- 
ratteristica di  una  matrice  moltiplicandone  tutti  gli  elementi  di 
una  linea  per  uno  stesso  fattore  diverso  da  zero.  Quest'operazione 
ai    chiama   comonemenlo    moltiplicazione   di   una   linea   per   un 
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Del  resto  qoesto  teorema  fa  riscontro  (ofr.  art.  451)  all'altro,  del 
pari  evidente,  che  :  nn  sistema  di  equazioni  lineari  resta  equiva- 
lente a  Be  stesso,  se  una  qualunque  delle  sue  equazioni  si  molti- 
plichi per  nn  fattore  costante  diverso  da  zero. 

454.  La  caratteristica  di  una  matrice  non  si  altera,  se  agli  ele- 
menti di  una  linea  si  aggiungano  gli  elementi  corrispondenti  di 
una  linea  parallela  moltiplicati  per   un   fattore  comune  costante. 

Sì  consideri  infatti  il  sistema  dì  equazioni  lineari  omogenee  ohe 
ha  per  matrice  dei  coefficienti  la  matrice  data.  £  evidente  che  il 
sistema  resta  equivalente  a  sé  stesso,  se  in  luogo  dì  una  delle  sue 
equazioni  si  ponga  l'equazione  stessa  sommata  membro  a  membro 
con  un'  altra  qualunque  delle  rimanenti  (anche  moltiplicata,  se  si 
vuole,  per  un  fattore  costante}.  Resterà  dunque  inalterata  (art.  451) 
anche  la  caratteristica  della  matrice,  che  ha  appunto  subito  la 
trasformazione  indicata  nei  l'enunciato. 

455.  Affinchè  la  caratteristica  di  una  matrice  non  sia  alterata 
dalla  soppressione  di  una  linea,  è  necessario  e  sufficiente  che  quella 
linea  sia  eguale  alla  somTna  di  alcune  delle  altre  linee  parallele 
moltiplicate  per  dei  numeri  opportunamente  scelti.  Per  somma 
(o  prodotto)  di  due  linee  s' intende  una  linea  che  abbia  per  ele- 
menti le  somme  (ovvero  i  prodotti)  degli  elementi  corrispondenti 
delle  due  linee. 

Invero,  aftinché  ci6  accada,  è  necessario  e  safDciente  (art.  44tì) 
die  l' equazione  lineare  omogenea  corrispondente  alla  linea  da 
cancellarsi  sia  consegaenza  delle  rimanenti;  ò  quindi  anche  ne- 
ce^ario  e  sufficiente  (art.  447)  che  il  primo  membro  di  qaell'  e- 
qnazione  sia  identicamente  aguale  alla  somma  di  altri  primi  membri 
moltiplicati  per  opportune  costanti. 

456.  He,  aggiungendo  separatamente  ad  una  matrice  certe  nuove 
linee  {tutte  orizzontali  o  tutte  verticali),  non  si  altera  la  sua  ca- 
ratteristica, questa  non  verrà  neanche  alterata  dall' aggiunzione  si- 
multanea di  tutte  queste  linee. 

Infatti,  ciascuna  delle  nuove  equazioni  aventi  per  coefficienti  gli 
elementi  delle  nuove  linee  è,  per  il  supposto  (cfr.  art.  446)  oon- 
sej^uenza  del  sistema  lineare  omogeneo  che  ha  per  matrice  la  coa- 
trice  proposta.  Aggiungendo  quindi  simultaneamente  a  quel  si- 
stema tutte  lo  nuove  equazioni,  si  otterrà  un  sistema  equivalente 
al  primitivo.  La  caratteristica  del  nuovo  sistema  sarà  dunque  (arti- 
colo 4ól)  uguale  a  quella  del  primitivo,  e.  d.  d. 

467.  CoHOLLAHio.  —  fila  data  una  matrice  di  n  linee  e  di  m  co- 
latine, con  m  >  a\  e  si  supponga  che  le  prime  n  —  I  colonne  con- 
tengano  almeno  un  determinante  di  ordine  n  —  1  diverso  da  zero. 
Per  accertare  che  tutti  i  determinanti  di  ordine  n  contenuti  nella 
matrice  siano  nulli,  basta  verificare  che  siano  nulli  gli  m  -  n  -|- 1 
determinanti  formati  con  quelle  n  —  1  colonne  combinate  successi- 
vamente con  una  qualunque  delle  rimanenti. 

Ove  ciò  accada,  la  matrice  delle  prime  n  -  1  colonne  avrà  in- 
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fatti  per  caratterÌBtica  n  —  1,  e  tale  caratteristica  non  sarà  alterata 
dall 'aggiunzione  di  una  qnalanqae  delle  altre  colonne. 


ITotA  ed  Sgwcisi. 

1,  Biaolvere  il  ■iitema; 

3)  -  Sjr  -l-  8f  ■]-  4(  -]■  Se  =  0 

X  +  4ff  +  7(  +  2e  =  0 

2*  +  2v  +  8i  H  11( -I- 7t.  =  0 

8«  I- 6v  +  8e -|-]6e+9t)  =  0 

ine  Hole  equazioni  indipauden 

U,  =  !e-8!(  +  6i  =  0,U,  =  2»-4s(  +  2i  =  0  ,  U,  =  5«- lly  +  9i  =  0 

ohe  ha  il  detenninante  nivale  a  cero  e  la  caratteristica   h  =  2;  e  calco- 
lare i  coefficienti  costanti  s,  ,  a,  ,  ^  della  rolaiioDe  : 

a,  TI,  +  OjC,  +  a,U,  =  0 

ohe  ba  luogo  idettHeantiUt  fìra  le  tre  fnnRÌoni  TI,  ,  TT,  ,  U,. 

S.  8i  dimostri,  come  oonsei^ieDKa  dell'  art.  d56,  che  :  tt  la  caratterittica 
di  una  taalricé  A  non  Ì  alterata  dalla  loppretrione  di  urta  tua  linea  L,  no» 
vtrrà  alterata  da  tale  loppreiiiont  neanehe  la  caratlerittiea  di  qualiiati  ma- 
trice tompoita  dalla  natrice  A.  e  da  altre  nuovi  linee  parallele  ad  li.        • 

Se  ne  deduca  poi  il  metodo,  pratioamente  più  semplice,  da  saKoirai  pei 
il  calcolo  della  caratteristica  di  ana  matrice  data. 

4.  Par  una  ntalrie»  di  m  righe  ed  n  colonne,  #f  lappia  ettere  diverto  da 
nero  il  dtttrminant*  di  ordine  h  formalo  dagli  elementi  nei  quali  le  prime  b 
righe  t'incrociano  eolie  prime  h  colonne.  Allora,  perchè  nono  nulli  lutti  i  de- 
terminanti  di  ordine  h+1  eonienuli  nella  matrice,  batterà  che  rione  nuUi  gli 
(m  — h)(n  — h)  determinanti  formati  dogli  elementi  d^incrociamenlo  delle  righe 
di  poeto  1,  2,  li,  .  . .  ,  h,i  (per  i  >  h)  eolie  colonne  di potto  ],  2,  R,  .  .  .  ,  h  ,  j 
iper  ì  >  b>.  Si  dimostri  oiA  come  coneeguensa  degli  artiooli  456  e  Ù7. 


§  6.°  —  Sistema  di  m  eqoaBlonl  lineari  noa  omoireaee 
eon  n  ineognlte.  OondUlonl  di  compatibilità. 


458.  Tborkma.  —  Affliichè  un  sistema  qualunqtie  di  m  equazioni 
d(  lo  grado  con  n  incognite  : 

a„x, +a„x,+  ...+a„x,  =  a, 
(1)  

a-i»i  +  ^x»^  +  ■••*■  a-n^=  a- 
sia  risolubile  con  valori  finiti  delle  incognite,  S  necessario  «  suf' 
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fidante  che  le  due  matrici  : 


(2) 


■mn.     O. 


abbiano  eguale  caratteristica. 

Questo  teorema  non  differisce  Bostanzialmente  da  quello,  da  not 
già  dimostrato,  dell'art.  455.  Infatti,  se  il  sistema  (1)  è  risolubile 
con  valori  finiti  delle  x^  ,  x^  ,  .  . .  ,x^,  l'ultima  colonna  della  ma- 
trice (3)  è  ugnale  alla  somma  delle  colonne  precedenti  rispetti- 
vamente moltiplicate  per  x,  ,  x, , . .  .  ,  a:„  e  quindi  la  caratteristica 
di  (3)  resterà  la  stessa  (art.  455)  se  si  sopprima  l'altima  sua  co- 
lonna,  cioè  coinciderà  colla  caratteristica  di  (2).  Reciprocamente, 
se  le  caratteristiche  di  (2)  e  di  (3)  sono  eguali,  ciò  significa  che 
la  caratteristica  di  (3)  non  è  alterata  dalla  soppressione  dell'ultima 
colonna,  onde  l'ultima  colonna  sarà  ugnale  (art.  455)  alla  somma 
delle  precedenti  moltiplicate  per  certi  numeri  flniti  Xj  ,x^,. . .  ,x„. 
II  sistema  (1)  sarà  dunque  soddisfatto  da  tali  valori  delle  x,  , 
Xj ,  . . .  ,  a;„  ;  ossia  esso  sarà  compatibile  con  valori  flniti  delle  sue 
incognite. 

439.  Se  nelle  equazioni  del  sistema  (I)  si  ponga  : 

Pi      ^  ^      Vi  y»  ,.ì 

X,  = )  i"»  = I  •  ■  •  t  a!»  = >  (■*) 

essendo  ^„^,  nn  numero  diverso  da  zero,  del  resto  arbitrariamente 
fissato,  esse  assumono  la  forma  di  m  equazioni  omogenee  : 

«Uffl  +  ««y»  +  ■  ■  •  +  «!»?„  +  Olffn+l  =  0 

(6> 

«mlffl  +  «-«S'i  +  ■  .  ■  +  0«^n  +  ««.J/«*l  =  0 

&a  le  n  -f- 1  variabili  pi  t  tf»  •  •  ■  •  >  Vn+i- 

Fissato  nn  valore  non  nullo  di  v„,^,  ad  ogni  sistema  di  valori 
delle  a^i  ,  Xj  , .  .  . ,  x„  corrisponde,  in  virtù  delle  (4),  un  unico  si- 
stema di  valori  delle  ffi  ,  y,  ,  .  .  ■  ^  3/„  e  reciprocamente. 

Dnnqae,  se  i  valori  delle  x  costituiscono  una  soluzione  dei  si- 
stema (I)i  '  valori  corrispondenti  delle  !/i  ,  j/3 ,  ■  ■  ■  ,  y^  unitamente 
a  quello  assegnato  ad  y„^j  costitniranno  una  soluzione  del  siste- 
ma (5).  Reciprocamente,  se  un  sistema  di  valori  delle  y, ,  y^ f/„, 

yn+i  I  °''°  ffnn  diverso  da  zero,  soddisfa  alle  (5),  i  rapporti  ; 

Vi  Vi  «n 

costitniscono  nna  soluzione  delle  (1). 

Pertanto  la  ricerca  delle  soluzioni  finite  di  un  sistema  di  equa- 
zioni lineari  non  omogenee  coincide  con  quella  delle  soluzioni  fi- 
nite di  an  datema  di  eqtaazionl  lineari  oiaogenee,  per  le  quali  ona 
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incognita  assegnata  deve  avere  un  valore  Don  nallo.  Dire  che  il 
sistema  (l)  è  incompatibile  per  viilori  finiti  delle  Incognite  x^ , 
^2 ,  ■  •  • ,  x„  equivale  a  dire  cbe  il  sistema  (S)  ha  per  consegaenza 
necessaria  y^,  =  0. 

Vota  «d  Escrcisi. 


1.  Hi  à  naatft  l'esprpiaione  :  equaxioni  ccmpatibiti  con  valori  finiti  ieWo  ìu- 
cognite,  e  la  qualifica  di  finiti  potrft  ragionevolmente  essere  aembi'ata  o- 
xioBa,  non  eBsendosi  mai  parlato  dì  quantità  dotate  di  valore  in&nito. 
Bensì  nella  pratica  ai  dice  talora  clie  x  i  infinito  (e  ai  scrive  x—ot).  ma 
come  semplice  abbreviaiione  convenzionale  dì  lintrnaggio  ;  intendendosi 
con  ciò  di  dire  che  x  è  una  variabile  avente  per  timiit  l'infinito  (cfr.  Oa- 
pitolo  Vii). 

Noi  però  abbiamo  inteso  a  prevenire  lo  studioso  contro  qualche  dubbio 
che  potrebbe  in  seguito  affacciarsi  alla  sua  mente,  quando  in  moltissime 
questioni  troverà  considerata  come  compatìbili  delle  equazioni  che  non  lo 
sarebbero  affatto  secondo  il  senso  natuiale  dell'espressione.  Oli  è  che  in 
queste  questioni  si  ammette  che  alcune  delle  incognite  possano  assumere 
anche  valore  infinito,  secondo  un  certo  senso  convenKÌonale  che  cerche- 
remo mettere  in  chiaro  con  quanto  se^e. 

Punto  di  partenza  è  1'  osservazione,  affatto  ovvia,  ohe  il  sistema  non 
omogeneo  (I)  ó  equivalente  al  sistema: 


fi±i-i. 


-  J.=0 
.     .     .    (1/ 


"•w,  ^"      Xt        ""      ""+'  Xi  "'"a!j       Xi 

eemprecha  non  si  considerino  valori  nulli  di  Xj.  Ora  noi  considereremo 
ansi  dei  valori  sempre  più  grandi  dì  xi,  supponendo  che  la  zj,  unita- 
mente ad  alcune  altre  delle  variabili  (che  potremo  ritenere,  senza  nuocere 

alla  generalità  dHla  questione,  essere  le  a:^  ,  x, ^i—t)  tenda   all'  itt- 

finito,  in  modo  però  che  i  loro  rapporti  tendano  a  dei  limiti  finiti  e  di- 
versi da  zero.  Scriveremo  pertanto  (cfr.  Gap.  VII): 

llmxj  =  00     ,    lima;,  =  x, . , ,  ,  limXj  =  ao 

lima;,  :  k,  : . .  .  :  x^  =  i,  :  X,  :  . ,  .  >( 

essendo  le  X,  ,  X,  .  .  .  .  ,  X(  dei  numeri  ben  determinati,  finiti  e  divrrii  da 
tero.  Quanto  alle  rimanenti  variabili,  non  sarà  necessario  sapporre  che 
tendano  a  dei  limiti  finiti  o  infiniti;  soltanto  ai   suppoiTà   ohe    sia,    per 

*(  =  »-■ 

lim^  =  0,     lim^  =  0,...,  lim^  =  0  (•;. 
In  tali  condizioni  è  chiaro  che  affinchè  le  (t)  tendano  ad  e*$ert  toddi- 

(*)  Nel  linguag[;io  del  calcolo  infinitesimale  le  ipotesi  fatte  ai  esprime- 
rebbero piii  semplicemente  dicendo  che;  lo  variabili  2,  i  ^j  i  ■  ■  •  i  ^i  ten- 
dono a  valori  infiniti  delia  afMio  ordina,  nel  mentre  che  le  x^^ ,  i,-^,...,  as^ 
tendono  a  divenire  grandeiie  iJi  ordint  i^feriora  a  quello  delle  prime. 
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tfaite  col  creBoers  indefinitamnDto  delle  Xf  ,  x^  ,  .  .  .  ,  a^ ,  cioè  Affinchè  ì 
loro  primi  membri  abbiglio  per  limite  lo  Bere,  sftTà  necessario  e  safficiente 
che  siano  loddisfAtte  le  relazioni  : 


a„>j  +  fl,gXj  +  . 


Se  ciò  accade,  noi  potremo  dire  con  una  loeuxiont  eonoM stonala,  il  cui  aeiiBo 
effettivo  la  quello  testé  spiegato,  che  le  equazioni  (1^,  e  anche  le  stesse  (1), 
sono  soddisfatte  dal  sistema  ; 

(X,  =  «,^,=  ,» 0,,=  »  „  „  ^ 


dove  coi  simboli  -  inteDderemo  dolle  quantità  indtltmùnal»  il  etti  ordine 

di  grandetta  è  inferiore  a  quello  delle  x,  ,  a:, ,  . .  .  ,  «^  ;  cioè  delle  quan- 
tità finite  eh»  parranno  fiiiarii  ad  arbitrio,  o,  piti  generalmente,  delle  quan- 
tità che  poetano  anche  iHiriart,  e  creicere  a  placare,  ttMinne  eolie  x,,  x,,..,,Xf, 
pureJiè  ti  abbia  però:  lim  xi^,^  :  Xj  =  0  (h  =  1,  2,  .  .  .). 

2.  É  manifesto  che,  alla  soluzione  del  sistema  (1)  data  dalle  (4)  corri- 
sponde, pel  sistema  <6),  la  soluzione  : 

ffi  =  ^1  ,St  =  ^s .-,  Pt  =  h  .  Viti  -  0  .  i'i4.»  =  0 ,...,  ff,  =  0  ,  y„^.,  =  0. 

E,  reciprocamente,  ad  ogni  oosifFatta  soluzione  delle  (5)  corrisponderà  per 
le  (1)  una  soluzione  che  potrà  essere  rappresentata  dalle  (a),  o  anche  po- 
trà essere  opportunamente  simboleggiata  dalle  stesse  (4) ,  che  prendereb- 
bero la  forma: 

a,  O,  Oj  0  0 


Va  eeeettuato  lolamente  il  eato  in  cui  il  tittema  omogento  (B)  ammetta  la 
aola  tohaion»  jj  =  y,  =  ,  .  .  =  y„  =  y,  ^,  =  0.  /»  quttto  caso  Ìl  liitema  <1) 
sarà  ineompalibile,  non  lolo  con  valori  finiti,  ma  anche  con  valori  infiniti  daUa 
incognite. 

Pertanto  (,cfr.  art.  445),  sì  conclnde  ohe:  affinchè  itn  tiilema  di  piA  eqtta- 
xiani  lineari  eia  riiolubUe  con  valori  finiti  o  infiniti  delle  incognite,'  è  neeeieario 
«  luffieienle  che  la  caratterietica  dtUa  matrice  formala  dai  coeffieienti  delie  in- 
cognita  e  dai  termini  noti  non  luperi    il    numero  delle   incognite. 

CosotLAHio.  —  Un  lùlema  di  eqaaxioni  linean  è  tempre  riioluhiU  con  valori 
Jintli  0  infiniti  delle  incognite,  te  il  numero  delle  equazioni  non  tapera  quello 
della  ineognite. 

3.  Crediamo  utile  aggiungere  qui  un  breve  cenno  della  interp etrazione 
che  si  dà  usualmente  in  geometria  analitica  di  quei  ai~itemi  di  soluzioni 
in  cui  qualche  incognita  assume  valore  infinito  o  indeterminato.  Oi  limi- 
teremo al  caso  di  due  sole  incognite  x  ed  y,  ohe  interpetreromo  come  le 
ordinarie  coordinate  cartesiane  di  un  punto  del  piano.  E  precisamente  la 
coppia  (x,  y)  rappresenterà: 

l')  nn  punto  a  distania  finita,  se  «  ed  jr  hanno  valori  finiti; 
2*j  il  punto  all'infinito  della  retta  ff:y=a,  ta^ ,  ae  x=to ,  y=ai  ;  xiy=t^  ;  a, 
con  «, ,  a,  finiti  e  diversi  da  0. 
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8^  il  ponto  All'  infinito  niU'  «aas  dolts  y,  Mz  =  gD,y=-r; 
4<}  il  ponto  klr  infinito  anir  ssm  d«11e  y,  ••  jr  =  --  ,  y  =  od. 

4.  Ciò  premewo,  ai»  data  dapprima  una  sola  oqnaiiane;  ax  +  hg  +  e  =  0; 
la  corrispondente  eqnasione  omogan«a  oy,  +  by^  +  ey,  =  0,  ci  da,  per  ^  =  0, 
on  nnico  Talore  p«l  rapporto  y,  :  y,  ,  se  a  S  fi  non  sono  entrambi  nnlli. 
8«  poi  0  =  6  =  0,  6  soddisfatta  da  valori  qaalisÌTOgliano  di  y,  od  y,. 
Dnnqoe : 

1°}  BB  u  e  fi  non  sono  entrambi  nnlli,  l'eqoaiionD  ax  +  bg  +  e  :^o  am- 
mette nna  sola  solnsiana  composta  con  valori  infiniti  di  se  od  y.  Qoesta 
Bolniione  è  indipendente  dal  valore  di  e.  Geometricamente:  ogni  retta  del 
piano  finito  ka  un  ioU>  punto  all'  infinito,  ckt  it  ritiene  eomuna  a  lutt»  U  reti* 
ad  tua  paralUU- 

2>)  se  a  =  b  =  0,  I' equa* ione  prende  la  forma:  oost.  =4.  Essa  si  do- 
vrà considerare  come  risoluta  da  ogni  eoppia  di  valori  x,  y  di  cui  almeno 
ano  sia  infinito,  ab  avrà  solniioni  nel  finito.  OeometrìcamentO:  i  pmnli  al- 
l' infinito  di  little  le  ralle  del  piano  debbono  eoneiderarii  come  lUiuUi  m  un 
unita  retta,  la  retta  all'infinito,  avente  per  egixizions:  cost.  =  0. 

b.  Si  abbia  ora  il  sistema  di  due  eqnaiioui; 

ax+  b}/  +  c  =  0        ,        ax  +  ^if  +  y-O, 

Eitisterfc  (aecondo  il  corollario  della  nota  2'J  almeno  nna  coppia  di  valori 
finiti  o  infiniti  di  z  ed  y  ohe  la  soddisfano,  aeometriaamente:  d««  rette  dtl 
piano  hanno  eempre  un  punto  in  comune  (_a,  distansa  finita,  ovvero  all'  infi- 
nito, se  le  rette  sono  parallele). 

K.  Sia  dato  finalmente  il  sistema  dì  tre  eqnaiioni: 

fl,a!  +  fc,y  +  Ci  =  0  ,  Oga:  +  6jj/  +  Cj  =  0  ,  a,»  +  éjy  +  e,  =  0. 

Dal  oorriapondente  sistema  omogenea  risalterà  che,  affinchè  esso  eia  sod- 
disfatto da  on  sistema  di  valori  finiti,  o  infiniti,  delle  x  ei  y,  è  neeossa- 
rio  e  soffioiente  che  sia 


Iisscismo  al  lettore  di  trovare,  per  questo  caao  come  per  qnello  della  nota 
precedente,  le  oondizioni  additive  da  soddisfarai  affinchè  le  incognite  ab- 
biano valore  finito ,  ovvero  esista  on  numero  infinito  di  sistemi  di  go- 
luiioni. 

§  7.0  — Brilappo  di  nn  determinante  per  meuo  di  prodotti 
di  minori  eoiDplemeatarl.  --  Regola  per  11  prodotto  di  dae 
determlDADtl. 


460.  Sia  dato  nn  determÌDante  qaalnnqne  D  =  £  ±  «itOii  •  -  ■  o^n* 
In  ciò  ohe  segue  indicheremo  per  brevità  con  [t, ,  f,  , . .  .  ,  i,.  ; 
il  tJt  I  '  •  •  >Jr\  <]Qe'lo  i^el  determinanti  minori  di  D  i  cai  elementi  si 
trovano  negli  iucrociamentl  delle  orizzontali  di  indice  i, ,  t'j , . . , ,  t', 
colle  verticali  di  indice  ;,  ,^', , . .  .  ,  jV-  Indicheremo  poi  cou  [i, , 
il  ,  •  •  •  ,ir\ji  )jì  I  •  •  •  iJrì'  ii  S'IO  viinore  complementare,  cioè  quel 
miuore  di  I),  di  ordine  n  — r,  che  hn  per  matrice  gli  elementi  di 
incrociamento  delle  rimanenti  orizsontali  colle  rimuienti  verticali. 
La  Boa  matrice  b,  evidentemente,  ciò  che  resta  della  matrice    dì 
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D,  qnaDdo  se  ne  cancellino  le  linee  e  colonne  che  hanno  serrito 
a  individuare  il  primo  minore. 

■161.  Fra  i  minori  di  ordine  r  si  chiamerà  principale  quello  rap- 
presentato dagli  incrociamenti  delle  prime  r  orizzontali  colle  primo 
r  verticali,  cioè  fi  ,  2  , .  .  . ,  r  ;  1  ,  2 ,. , .  ,r].  Per  questo  si  ha 
evidentemente  : 

(l,2,...,r;l,2,...,r]'  =  Er  +  l,r  +  2,...,«;r+l,r  +  2,...,n] 

È  facile  vedere  che  li  prodotto  di  an  minore  principale  per  il 
suo  minore  complementare  rappresenterà,  quando  lo  si  sviluppi, 
□na  paite  dello  sviluppo  dell'  intero  determiuante  D.  Infatti  gli 
]_r  \n  —  r  termini  cosi  ottenuti  coincidono  manifestamente ,  fatta 
astrazione  dal  segno,  con  altrettanti  termini,  tutti  distinti  fra  loro, 
del  determinante  D,  Per  convincersi  poi  che  vi  è  anche  la  coin- 
cidenza dei  segni ,  basta  rifiettero  che ,  ae  P  e  P'  sono  due  pro- 
dotti di  elementi  appartenenti  rispettivamente  alle  due  matrici  par- 
ziali, i  segni  con  cai  essi  sì  presentano  come  termini  dei  corrispon- 
denti determinanti  sono  dati  da  (-  l)P  e  (—  1)^',  essendo  p  il  nu- 
mero totale  di  inversioni  negli  indici  di  P' ,  e  che  il  numero  to- 
tale di  inversioni  in  PF'  sarà  appunto  p  +  p',  giacché  gli  indici  In 
P,  essendo  ttttti  inferiori  agli  indici  in  P',  non  fauno  con  essi  al- 
cuna inversione.  Al  prodotto  PP',  considerato  come  termine  di  D, 
dtivrà  dunque  premettersi  il  segno  (—  1)P"''''',  che  è  appunto'  il  pro- 
dotto dei  due  segni  (-  1)P  e  (-Ij*"'. 

462.  Si  consideri  ora  un  minore  qualunque  (*)  (t',  ,  t, , . . . ,  v; 
il  rJsf  ■■iJA-  ^  chiaro  che,  ae  nel  determinante  D  si  scambi  la 
orizzonule  i,  successivamente  con  ciascuna  delle  t'j  —  1  precedenti 
fino  ad  occupare  il  posto  della  prima,  poi  la  orizzontale  t,  simil- 
mente con  ciascuna  del  i^  —  2  precedenti  fino  ad  occupare  il  se- 
condo posto  e  cosi  di  seguito,  finché  anche  la  orizzontale  i^  venga 
al  posto  r^o-  e  se  si  faccia,  dopo  di  ciò ,  un  analogo  sistema  di 
scambi  fra  le  colonne,  cosicché  quelle  di  posto  _;\  ,j^ >  •  •■  jjr  pren- 
dano rispettivamente  i  posti  della  1*,  della  2»,  ecc.,  la  matrice  del 
minore  considerato  verrà  precisamente  ad  occupare  il  poeto  della 
matrice  del  minore  principale  di  ordine  t,  nel  mentre  che  il  mi- 
nore complementare  del  primo  occuperà  il  posto  del  complemen- 
tare del  secondo.  D'  altra  parte  II  numero  degli  scambi  eseguiti 
essendo  dato  da 

=  U  +  lj'2(l  +  2  +  ...r), 

il   determinante  D  avrà  conservato  il  suo  valore  o  avrà  cambiato 
soltanto  il  segno,  secondoché  sia  pari  o  dispari  la  somma  li+Lj, 


(*}  Ci  è  lenito  evidentemente  di  ritenere  cha  sia  i, <(,<>, 
Gapulli.  — /ilitiuionf  dì  «nati*)  algehriea,  9,*  sdii. 
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Por  l'articolo  precedente,  il  prodotto: 

l-if*^'li,,i,---'r;J,,J,.-JrV[',,i, 4,  J,,J.- •■;;]' 

rappresenterà  dunque  uha  parte  del  determinante  D. 

Il  minore  complementare  di  [(\,. .,1^5  .j,  ,..,_/^]  preso  col  segno 
+  0—,  secondochè  sia  pari  o  dispari  la  somma  i,  +  ..,  +  t^+j\  (-.-. +j^ 
si  chiama  il  suo  covtplemenlo  algebrico  o,  più  semplicemente  ,  il 
suo  aggiunto]  cosicché  il  risaltato  ottenuto  si  può  esprimere  bre- 
vemente con  dire  cbe  il  prodotto  di  un  minore  quatitnque  pel  sua 
aggiunto  è  uguale  ad  una  parte  dello  sviluppo  dell'  infero  deter- 
minante. 

Per  i  minori  di  prim'  ordine  {r=  1),  cioè  per  i  semplici  elementi 
del  determinane  D,  la  definizione  ora  data  di  aggiunto  ricade  evi- 
dentemente in  quella  del  §  3. 

463.  La  somma  di  tutti  i  minori  di  ordine  k,  contenuti  nella 
matrice  parziale  formata  da  certe  k  linee  di  un  determinante  D, 
moltiplicati  per  i  ritpettivi  aggiunti  i  uguale  a  D, 

Supposto  infatti,  per  fissare  le  idee  ,  clic  la  matrice  parziale 
sia  quella  formata  dalle  prime  k  orizzontali,  siano  A  ,  B  ,  C, .  . . 
i  diversi  minori  di  ordine  k  in  essa  contenuti,  ed  A',B',C',... 
I  rispettivi  aggiunti.  Un  termine  qualunque  di  D,  eeseodo  della 
forma  a,  ,  j  a»  ,  y  ..•  a»  ,  /  ,  0»+!  ,j  •  •  • ,  non  potrà  evidente- 
mente presentarsi  che  in  uno  soltanto  dei  prodotti; 

AA'  ,  BB'  ,  ce  , .  . 

cioè  in  quello  che  ha  per  primo  fattore  II  minore  individuato  dalle 
colonne  dì  indici  j,  ,]%,  ■  •  ■  ,jì,,  ed  in  esso  si  presenterà  (art.  462) 
una  sola  volta  e  col  segno  corrispondente  alla  sua  classe.  Sar& 
dunque  appunto 

D=AA'  +  BB'  +  CC'f  ... 

464.  È  invece  uguale  a  zero  la  somma  dei  minori  di  ordine  k, 
contenuti  in  una  stesea  matrice  parziale  formata  con  k  linee,  mot- 
tiplicati  per  gli  aggiunti  dei  corrispondenti  minori  di  un'  altra 
matrice  parziale  formata  con  k  linee  parallele  alle  prime,  che 
non  coincidano  completamente  con  esse. 

Infatti,  per  l'articolo  precedente,  la  somma  di  cui  si  tratta,  al- 
tro non  è  che  lo  sviluppo  del  determinante  che  si  otterrebbe  dal 
primitivo  aosiituendo  alle  k  lince  della  seconda  matrice  parziale 
le  k  linee  della  prima.  Ora  questo  secondo  determinante  avrà 
evidentemente  almeno  due  linee  uguali,  e  sarà  quindi  eguale  a 
zero. 

465.  Dati  due  determinanti  di  ordine  n: 

D  =  £±a„a„...a„    ,    D'=  S±6„6„  . . .  6„,, 
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il  loro  prodotto  bÌ  può  porre  sotto  la  forma: 
a„    .     .     a,„     0    0 


0  6„  6,1 


0 


-lfii„V 


come  segue  immediatamente  dal  teorema  dell'  art.  463,  quando  si 
sviluppi  il  secondo  membro  secondo  i  minori  di  ordine  n  conte- 
nuti nelle  prime  n  orizzontali;  i  quali  sono  evidenlemente  tutti 
nulli  all'  infuori  del  principale,  che  è  lo  etesao  D. 

Ora  senza  alterare,  come  è  noto  (art.  419),  il  valore  del  secondo 
membro,  possiamo  aggiungere  alla  (n  +  Ijn»  colonna  le  prime  n 
colonne  rispettivamente  moltiplicate  per  ftji ,  6jj,- -  ■ ,  &n,  quindi 
alla  colonna  (a  +  2)""  le  prime  n  colonne  risp.  moltiplicate  per 
&IW  *M  '  •  ■  •  »  *!■  >  *  °°^*  ^'*'  ^""^  *•*  aggiungere  all'  ultima  colonna 
le  prime  n  risp.  moltiplicate  per  6„i  ,?>„,, ... ,  6„„.  Con  ciò  il  de- 
terminante si  trasforma  manifestamente  in  queat'  altro: 


dove  sì  è  posto  generalmente: 

Cr»  =  "ri*»)  +  <*r»*»l  +  ■  ■  •  +  ^nfitn' 

Si  ha  dunque,  sviluppando  nuovamente  secondo  i  minori  conte- 
nuti nelle  prime  n  orizzontali: 


DD'  =  (-  D" 


«1 

c„ 

■•Oi. 

-l     0.. 

0 

Cj 

Ch 

■■»!. 

0-1.. 

0 

e. 

1  "hi 

■■•  °nn 

0     0.. 

-1 

„Gooi^lc 


,  essendo  n(»  4  1)  an  numero 
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poiché:  {-  1)**'- (-  1)"  =  (-  1)"'"*"  = 
pari. 

Siamo  gianti  cosi  alla  segaente  importante  regola,  conosciata 
sotto  il  nome  di  regola  di  moltiplicazione  dei  determinanti: 

Il  prodotto  di  due  determinanti  dello  stesso  ordine  n  si  può 
esprimere  con  un  unico  determinante,  pure  di  ordine  n,  di  cui  l's- 
lemento  generico  c„ ,  che  occupa  cioè  il  posto  (r,  a),  è  uguale  alla 
somma  degli  elementi  della  r™"  linea  orizzontale  del  primo  deter- 
minante moltiplicati  risp.  per  gli  elementi  corrispondenti  della  s"' 
orizzontale  del  secondo. 

466.  La  regola  di  moltiplicazione  data  nell'art,  precedente  può 
dirai  regola  di  moltiplicazione  per  orizzontali;  ma  bì  pad  anche 
procedere  in  modo  analogo  eseguendo  le  moltiplicazioni  per  ver- 
ticali, ed  anche  per  orizzontali  e  verticali.  Infatti,  so  nell'uno  0 
nell'altro  del  determinanti  D  ,  D',  od  in  entrambi,  ai  scambino  lo 
orizzontali  colle  verticali,  il  che  non  ne  altera  il  valore  (art.  415), 
e  quindi  si  eseguisca  il  prodotto  nel  modo  già  indicalo,  ai  otten- 
gono per  l'elemento  c„  altre  definizioni,  cioè  rispettivamente: 

e,.,  =  o„i»,,  -f-  Oj^Èj,  +  .  .  .  +  a„^b^. 


C^  =  a,  Ai  +  «tr&,J  +  .  .  ■  +  OnA»- 

Qnindi  gli  elemeDti  del  determinante  prodotto  possono  assamerc, 
a  seconda  della  regola  che  si  applica,  forme  e  valori  diversi  ri- 
manendo sempre  lo  stesso  il  risultato.  Per  esempio  : 

I  a     i»  I   I  a    p  I      I  aa  -f  63    «Y  +  ^2  I      1  aa  +  fe-j-    a?  +  i6  1 

I  e    d  I   I  T     S  I      j  ca  +  dg    CY  +  d^  I      |  ca  -j-  dy    «3  +  <*S  | 

I  aa  +  cP    flY  +  *S  I      I  aa  +  CY    a?  +  cS  I 

I  fta  +  d9     b-^-V  dò\      [  fta  +  dY    6?  +  d8  | 

467.  Se  i  due  determinanti  fattori  sono  di  ordini  diversi,  si  po- 
trà prima  ridurli  allo  stesso  ordine,  e  poscia  applicare  la  regola 
di  moltiplicazione. 

Cosi,  p.  es.  : 

h 

am  +  bn      am^  +  &nj 
a,m  +  &,n     a^mi  +  6,», 


n    j 

0     6 

e 

«1     »    0 

«,  1  = 

a,   !), 

^i 

m,  n,  0 

a,   b. 

'• 

0     0  1 
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466.  Detto  A,jt  l' aggiunto  di  a^  nel  determinante  : 


applicheremo  la  regola  del  prodotto  a  calcolare  il  valore  del  de- 
terminante : 


Se  noi  nioltiplicliiamo  per  orizzontali  i  dae  determinanti  Del 
fra  loro,  gli  elementi  del  determinante  prodotto  verranno  dati 
dalla  formola: 

'^r>  ~  '*fa^il  ■!■  **r»^«  +  •  ■  •  +  ^m^iit 

« ,  e ,  per  r  =  « ,  ugaati  a  D 


cioè  saranno  nulli  (art.  42i)  per 
(art.  423).  8i  ha  dunque: 


D     0    0  .  .  .  0 
0    D     0  .  .  .  0 


0     0    0  ...  D 

onde  1=0""';  cioè:  il  determinante  aggiunto  (cfr.  §  3.°,"nota  6») 
di  un  determinante  di  ordine  a  è  uguale  tAla  tua  potenza  (n— l)'"*. 


Hot*  «d  Ea«!OÌ>L 


1.  Siano  ath  ed  alti  diie  elementi  che  non  appsrtenf[ano  »d  una  atesBR 
riga  o  colonna  del  determinante  D  =  £±  "ii"!!  ■  '  -  "n*  <  ^  ^*  indichi  eoa 
^ik  ti  *1°^^  minore,  di  ordine  n  — 2,  che  ha  per  matrice  ciò  che  resta  della 
matrice  di  D,  qnando  le  ne  cancellino  le  dae  linee  che  s'incrociano  in  ao, 
e  le  due  che  s'incrociano  in  auj.  Quella  parte  dello  sviluppo  di  D  ohe  con- 
tiene il  prodotto  «^  a.,  sarà  data,  per  qnanto  si  è  visto,  da 

dovendosi  prendere  il  segno  -(-  ovvero  il  BOfcno  —  i  secondochè  il  prodotto 
alhoki,  considerato  come  termine  del  minore  [\,k\h,j\  6  di  classe  pari  o 
disparì.  Cioè,  si  prenderà  il  segno  +  o  — ,  secondochè  il  nnmero  l.i—k)[h  -j) 
sia  positivo  o  negativo. 

2.  In  base  a  ciò  si  potrà  fare  lo  evitnppo  del  determinante  B  ttcondo 
gli  ettmeitti  di  una  carta  orixtontale  ,  p.  es.  la  t*»,  «  di  una  carta  verlieaU  , 
p.  es.  la  j""  ;  poiché  ogni  termine  del  determinante  D  (fatta  astraizione 
da  qaei  termini  ohe  contengono  aij ,  il   cai    insieme   è   rappresentato  da 
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n    .A  )  doyrà  contenere  un  certo  elemento,  p.  ea.  0^^^,  dell»  vertiokle  j, 
cioè  appanto   an  prodotto  o     a.^ 

Sapposto  per  aemplicità  >'— j=l,  ei  potrà  dunque  f&re  lo  sviluppo  del  de- 
terminsinte  secondo  gli  elementi  dell»  prima  verticale  e  della  prima  oris- 
zDotale  mediante  la  formula  : 


-2S(-i)'**«.."«*.«. 


8.  Si  e  viluppi  no,  media 


X    y 

z 

b    0 

0 

0    e 

0 

0    0 

d 

:  abcd  —  xx'cd 
-  yy'bd— zz'bc  ' 


i  detenni  nan  ti  : 

r  e 


u     V 


ordinando  il  secondo  eTÌlappo  secondo  i  quadrati  e  i   prodotti    delle    va- 

4.  Hiconoscere  ebe  il  quadralo  di  uh  drlertnlnante,  eteguilo  mediantt  la  re- 
gola di  molliplicationo,  i  fimin<(rjeo,'  cioè  cho  risaltano  in  esso  eguali  dne 
a  due  gli  elementi  conjugati. 


6.  Indicando  e 
D  =  Id:a,,(>^  .  .  .  a,n"e  con  \\  il  mii 
cipale  di  ordine  k  nel  determinante  r 
può  scrivere  evidentemente  : 


ìpale  di  ordine  k  nel  determinante 
are  complementare  del  minore  prin> 
eiproco   A  =  S  d:  A,,A„  .  . .  A,a  ,  si 


0-4'»= 


«iiaii-Oi« 

1          0  ...     0          0  ...     0 
0          1  ...    0          0  ...     0 

0          0  .  .  .     0 

0          0  ...     1          0  ...     0 
A**i,i  A»4., , ,..,Aj4.nA»^., ,  n+iAj^.,,, 

««i««i-«.» 

Ani        A„  .  .  .  A,^     A„  ,j„     A„„ 

1  eseguendo  la  moltiplioaiione  per  ortitontali: 
«1»         ...     rt,*  < 


:D,D"- 
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Si  fa»  dunque  la  rslaiione:  A'|,=D,i.D'~*~',  la  quale  seguiterà  ad  eaiere 
valida,  ne  con  Djt  s'intendEi  an  minore  qualunque  di  ordine  ^  del  determi- 
nante D  a  con  \\  l'ageminato  del  minoce  omologo  nel  determinante  ^.  Ln 
dliDos trazione  sì  riconduce  immediatamente  a  quella  del  oaao  precedente 
scambiando,  in  modo  identico  a  quello  dell'art.  4G2,  le  rifthe  e  le  colonne 
di  D  in  guisa  che  il  minore  D^  veng»  a  prendere  il  posto  del  minore  prin- 
cipale dello  stesso  ordine,  ed  asegnendo  gli  stessi  scambi  anche  nel  deter- 
minante reciproco. 

Ponendo  n^k  =  ìt,  si  vede  poi  ohe  al  risultato  ottenuto  si  può  anche 
dare  il  seguente  enimciato  :  ' 

[Tu  minora  di  grado  h  del  rteiproco  l  uguale  aWaggìunlo  del  minore  omo- 
loga del  primitivo,  moUipticalo  per  la  poteiaa  (h'l)'°'  4i  e$t0  primitivo. 

§  8.0  —  Holtlplioulone  dalle  matrloi. 

46^.  Date  due  matrici  aimili  (composte  ciaBcuna  di  n  orizzontali 
e  di  m  Torticali)  : 


/«,!•,. 

■   -  a:„ 

.a,    a,. 

•   •  «m 

mi":  ."•:. 

•   ■  Ifm 

m]'"  '•■ 

■■    6. 

l'i  ».  • 

•  ■    «m 

^«,     ..    . 

■    •    ^m 

si  formi  il  determinante  di  ordine  n  : 


di  cai  l'elemento  generico,  di  posto  <r  ,  s) ,  è  il  prodotto  della 
r"""  orizzontale  della  prima  matrice  per  la  «"'""•  della  seconda, 
cioè  : 

««.=<»i«i+'»rCt+-+a»i««  .  «y=«iJ'i+ajy»+-+Omym)  ecc.      (3) 
Il  determinante  P  così  costruito  fta  valore  nullo,  se  m  <  n.   Se 
poi  m  ^  n,  esso  i  uguale  alla  somma  dei  minori  di  ordine  n  con- 
tenuti nella  prema  matrice  rispettivamente  moltiplicati  per  i  cor- 
rispondenti  minori  di  ordine  n  contenuti  nella  seconda. 

Invero,  se  m  <  w,  si  immagini  di  rendere  quadrate  le  due  ma- 
trici, coU'agglangere,  alla  destra  di  ciascuna  di  esse,  altre  n—m 
colonne  con  elementi  tutti  nulli.  Il  prodotto  dei  due  determiuauti, 
aventi  per  matrice  le  due  matrici  cosi  completate,  sarii  nullo,  ed 
esegaito  mediante  la  regola  di  moltiplicazione  dell'art.  465  riu- 
scirà manifestamente  identico  al  determinante  P.  Resta  cosi  di- 
mostrata la  prima  parte  dell'asserto. 
Sia  ora  m^n.  Dobbiamo  dimostrare  che  : 


^=S 


A,,,,, „  X„, 
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designando  Xr,,ri...,r„  il  minore  formato  dalle  colonne  r,  ,rs,. ..,«■„ 
delln  matrice  (if  ed  Ar, ,n,.,.,r„il  minore  analogo  nella  matrice  (2). 
In  effetto,  ai  vede  dalle  (3)  che  una  colonna  qualunque  del  deter- 
minante P  è  la  somma  delle  m  colonne  della  matrice  (1)  rispet- 
tivamente moltiplicate  per  un  certo  elemento  della  (2).  Il  determi- 
nante P  si  pn6  dunque  decomporre  (art.  418)  in  una  somma  di 
determinanti  pitt  semplici  \  sicché,  raccogliendo  poi  in  ognuno  di 
questi  i  fattori  comuni  alle  diverse  colonne,  si  potrà  scrivere  : 

P=5;      fr,.r, r^S.r„^ ,„  (4) 

r,<r,  <...<% 
essendo  le  f  delle  funzioni  Intere  dei  soli  elementi  della  mairice  (2). 

Per  determinare  la  fr,,r, r„  basta  porre  uguali  a  zero,  nell'iden- 

tit&  (4),  tutti  quegli  etementi  della  matrice  (l)  che  hanno  indici 
diversi  da  r,  ,  r,  , . .  .  ,  r„.  Allora  il  determinante  P  si  riduce,  per 
la  regola  di  moltiplicazione  dei  determinanti,  al  prodotto  dei  due 
minori  Xr,,r,,...,r„  ed  Ar,,r,,...,r^,  nel  mentre  che  il  secondo  mem- 
bro di  (4)  ai  riduce  ad  fr,,r,,...,T„  Xr,,r,,.„,r„.  Dev'essere  dunque: 

Xr,,r,„..,r„  Ar,  ,r, r„  =  fr,,T,„..,r„  ^r,  .r^.—.r^ 

d'onde  si  conclude  appunto:  fr,,f, r„  =  A,,  ,„,„,,„,  e.  d.  d. 

Il  teorema  ora  dimostrato,  conosciuto  sotto  il  nome  di  regola  di 
moltiplicazione  delle  matrici,  non  è  che  un'estensione  della  regola 
di  moltiplicazione  dei  determinanti,  colla  quale  viene  a  coincidere 
nel  caso  speciale  di  m  =  n. 

§  9.°— SoitltoBloBl  llne»rl— RldaBlone  d«lle  matrtel. 

470.  Al  g  4°  del  terzo  capitolo  si  è  discoreo  delle  sostituzioni 
fVa  un  numero  limitato  di  oggetti.  Nulla  però  impedisce  di  parlare 
anche  di  Koatituzioni  fra  un  nuviero  infinito  di  oggetti.  Per  ca- 
ratterizzare una  infinità  di  oggetti,  basterà  p.  es.  considerare  ogni 
numero  reale  (cfì*.  Oap.  VII]  come  un  oggetto  e  riguardare  come 
diversi  fra  loro  gli  oggetti  rappresentati  da  numeri  diverai.  Si  ha  cosi 
una  cosi  detta  gemplice  infinità  dì  oggetti.  SI  avrà  invece  una  dop- 
j>ia  infinità  di  oggetti,  caratterizzando  ogni  oggetto  per  mezzo  dì 
due  numeri  (parametri)  (*),  ognuno  dei  quali  possaassamere  infiniti 
valori  entro  il  campo  di  variabilità  ad  esso  assegnato.  Se,  per  un 
oggetto  qualunque,  sia  a;,  il  valore  del  suo  primo  parametro,  x^ 
il  valore  del  secondo  parametro,  l'oggetto  stesso  si  potrà  rappre- 
sentare con  Pi, ,ir,,  e  due  oggetti  P»,.»,,  Py,,»,  allora  soltanto  si 
riterranno  essere  uguali,  quando  sia  x,  =  y,  ed  z,  =  y,.  Affatto  ana- 
logamente si  potrà,  mediante  »  parametri  variabili,  definire  un  si- 
stema n  volte  infinito  di  oggetti. 

471.  Consideriamo  un  sistema»  volte  infinito  di  oggetti  Fa,. a, x„, 

potendo  ogni  parametro  assumere  tutti  i  valori  possìbili.  Per  d^flinire 

(*)  I  parametri  si  chiamano  anche  inditi,  quando  la  loro  variabilità  è 
limitata  al  ounpo  dei  numeri  interi. 
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una  tottitueione  fra  questi  ogg:etti  converrà  trovare  ana  certa  legge 
mediante  la  qnale  dati  i  parametri  dell'oggetto  P>,,3<i,...,iEn  i  ^'  P'^B* 
sano  individuare  i  parametri  yi,ytt—>yn  <36ll' oggetto  Fy,,ji,,...,yn 
che  lo  deve  sostituire.  Questa  legge  perO  dovrà  essere  di  tal  na- 
tura cbe  a  due  oggetti  distinti  non  venga  sostìtnlto  lo  stesso  og- 
getto. Tutto  cìd  si  suol  esprimere  brevemente  dicendo  che  fra  i 
due  tistemi  di  variabili  x,  ,  x^ ,  ... ,  x„  ed  yj  ,  y^  i  .-■  ,  y„  «t  stabi- 
lisce una  corriapondema  univoca;  tale  cioè  che  ad  ogni  sistema 
speciale  dì  valori  delle  x,  ,  ac,  ,  ,.. ,  x„  corrisponda  un  nnico  sistema 
di  valori  delle  y,  ,yi,  ... ,  !/„ ,  e  reciprocamente. 

472.  Fra  le  infinite  leggi  atte  a  definire  una  corrispondenza  uni- 
voca fra  i  sistemi  x, ,  w, ,  ... ,  a;„  e  i  sistemi  ffj ,  yj  > ..- ,  ff„  ha  spe- 
cialissima importanza  quella  fornita  dalle  formolo: 

K,  =  Oiij/,  +  a^i/j  +  .  .  .  +  a,^„ 

a^i  =  a„Pi  +  OttVi  +  •  •  •  +  thnVn  (1) 


che  costitniscono  una  cosi  detta  ioatiiuzione  lineare.  In  queste  for- 
mole  I  coefficienti  o^  {coscienti  della  aostitueione)  sono  de!  nu- 
meri costanti  fissati  a  piacere,  colla  sola  lestrìzione  che  11  deter- 
minante : 

D  =  S  ±  a„o„  .  .  .  o„„  , 

cbe  si  chiama  li  modulo  della  sostituzione,  abbia  valore  diverso 
da  zero.  È  evidente  che  le  (1)  danno  per  ogni  sistema  di  valori 
speciali  delle  y  un  unico  sistema  di  valori  per  le  x.  Reciproca- 
mente, dati  a  piacerò  i  valori  delle  x,  dalle  stesse  formole  (1) 
riiolvte  rispetto  alle  y,  si  ricaverà  sempre,  (art.  427)  per  la  sup- 
posizione fatta  circa  il  modulo,  un  unico  sistema  di  valori,  pari- 
menti finiti,  delle  y. 

473.  Ciò  premesso,  se,  dopo  aver  trasformato  le  Xj ,  x, ,  —  ,  ":„ 
nelle  y,  ,  y, , ... ,  y„  mediante  la  sostitnzìoDe  (1) ,  si  trasformino 
alteriormento  le  Ji  ,  y»  , ...  ,  y„  in  altre  nuove  variabili  mediante 
la  sostituzione  lineare  : 


Vi  =  »««.  +  »..».  +  • 

■  ■  +  l>,A 

che  ha  per  modulo  ; 

D'  =  2±6,A,.. 

>  ■  +  KA 

il  risultato  sarà  evidentemente  una  sostituzione  lineare  delle  x, , 
Ca^ku-i.  —  /«(ifiutpmi  di  anaUH  algebrica,  8,*  «dii.  27 
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Xf  , .  . .  ,  x„  nelle  Zj ,  z,  , .  . . ,  z„.  E  preciBamente,  el  ayrft.  : 

K,  =  C,,Z,  +  C,jZj,  +  . . .  +  C,„2„ 

Xt  ■-■-  c„2j  +  c^,z^  +  .  .  .  +  c,„z„  (3) 

x^  =  c„^z^  +  C„)Z(  +  .  .  .  +  C„„a„ 
dove: 

C(*  =  Oifilh  +  ««''tó  +  ■  ■  ■  +  «(«6^ ,  (4) 

come  facilmente  si  riconosce  sostituendo  nelle  (1)  i  valori  delle  y 
dati  dalle  (S). 

Le  relazioni  (4)  ci  dicono  (art.  466)  clie  il  determinante  : 

A  =2  ±  «!„c„  .  .  .  c„„ 

della  BOBtitnzione  (3)  altro  non  è  che  il  prodotto  dei  delerminanti 
I)  e  D'  delle  (1)  e  (2).  Cioè  cbe:  il  modulo  della  soatituzione  li- 
neare ottenuta  come  ritultante  di  più,  soetituzioni  lineari  eteguite 
euccestivamente  è  uguale  al  prodotto  dei  moduli  delle  singole  so- 
ttiiuzioni  componenti. 

La  risultante  di  più  sostituzioni  lineari  8  ,  T  ,  U  ,  ...  esegaite 
successivamente  si  indiclierà  con  STU  ...  e  si  chiamerà  il  pro- 
dotto dello  sostituzioni  8  ,  T  ,  U  ,  .  .  .  .  È  importante  notare  che 
tale  prodotto  non  è,  in  generale,  indipendente  dall'ordine  dei 
fattori. 

In  base  a  questa  definizione,  se  si  rappresenti  brevemente  la 
sostituzione  (1)  col  simbolo  [a^^  ,  a^^  , . .  . ,  a„„],  la  relazione  fra 
le  sostituzioni  (1),  (2)  e  (^)  verrii  espressa  dalla  scrittura: 

[«11  .  «il  ,  .  .  ■  .  «„„][6u  ,*'«,.■■,  ftnJ  =  ["il  .  CjS  .  ■  ■  ■  >  C„„] 

ed  il  teorema  relativo  ai  loro  moduli  dalla  formula  : 

modl[a„  ,  a„  , .  .  .  ,  o„„][6„  ,&„,...,  6„„]i  = 

=  mod[a„  ,  Oj, ,  •  .  .  ,  a„J-mod[fe„  ,  fr^  , .  .  .  ,  6b„]. 

474.  Se  i  coeflScientì  ay  della  matrice  di  (1)  sono  tutti  nulli  per 
i  s  j,  e  i  coefficienti  a,^  ,  Ojg ,  a,j , , .  .  tutti  eguali  ad  1,  ad  ecce- 
zione di  af,f^ ,  cni  si  potrà  assegnare  un  valore  qualunque  e,  pur- 
ché diverso  da  zero,  la  sostituzione  (1)  prende  la   forma   scmpli- 


x^  =  !f,,  ...  ,  x^.j  =  y^.,  ,  a:^  =  ty„  ,  x^^^  =  y^.^,  ,  ...  ,  k,  =  y„. 

Questa  sostituzione,  che  noi  designeremo  per  brevità  col  simbolo 
s^ ,  ha  evidentemente  per  modulo  Io  stesso  numero  e. 

Se  anche  a^^=  1,  cioè  per  e  =^  1,  la  e^  si  riduce  alla  cosi  detta 
sostituzione  identica,  che  lascia  inalterati  ì  valori  di  tutte  le  va- 
riabili. La  sostituzione  Identica  si  chiama  anche  sostituzione  unità 
e  si  designa  conseguentemente  con  1.  Cosi,  ad  esempio,  1'  egaa- 
glianza  Ej,-(e~')^=  l  esprimerà  che  la  risultante  di  E;^  e  di  (!~*)j, 
lascia  inalterati  i  valori  di  tutte  lo  variabili. 
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È  manifesto  che:  la  matrice  di  u»  prodotto  S-f^  non  differitce 
dalla  matrice  della  sostituzione  S  te  non  in  questo  che  tutti  gli 
elementi  della  h""  colonna  della  matrice  di  S  sono  gtati  moltipli- 
cati p«r  E. 

475.  Vti  poi  rilevata  la  eostitaziODe  speciale,  che  deei^nerein a 
col  simbolo  S^  ,  D ,  rappresentata  dalle  forinole  : 

•  ■  •  >^h.i  =  yh-i  >^h  =  j/h  +  yiii="h+i  =  yhn  ,■.■,(*§*). 

Il  BUG  modale  ha  evidentemente  il  valore  l.JÈ  poi  facile  rico- 
noscere che  la  matrice  di  mh  prodotto  88^,4  non  è  altro  che  la 
stessa  matrice  di  S  ih  cni  agli  elementi  della  colonna  k""  si  siano 
aggiunti  i  corrispondenti  elementi  della  colonna  h"". 

Potrà,  {giovare  di  distinguere  le  sostituzioni  S^ ,  g,  in  destrorse  e 
sinistrorse  secondochè  sia  A  <  fc  ovvero  h>  k. 

476.  Le  sostituzioni  dei  tipi  e^  ed  S^,),  si  ehiamano  eZcmentart, 
perchè,  come  ora  verrà  dimostrato,  ogni  sostituzione  lineare  è  il 
prodotto  di  successive  sostituzioni  lineari  dei  due  tipi  t^  ed  S^ ,  ^. 

477.  Per  dimoslrare  questo  teorema  basterà  dimostrare  quest'al- 
tro, che  si  può  considerare  come  suo  equivalente  : 

Se  un  determinante  l±a,  ,B,g  .  .  .  a,^  non  è  nullo,  la  sua  ma- 
trice si  pui>  sempre  dedurre  dalla  matrice  (matrice  fondamentale 
di  ordine  n)  che  ha  gli  elementi  della  diagonale  principale  uguali 
ad  1  e  tutti  gli  altri  eguali  a  zero,  mediante  le  seguenti  opera- 
zioni : 

a)  moltiplicazione  di  una  colonna  per  un  numero   e   diverso 
da  zero; 

h)  aggiunzione  agli  elementi  di  una    colonna   degli   etementi 
corrispondenti  di  altra  colonna. 

Invero,  ove  sì  fosse  dimostrato  ciò,  le  successive  matrici  dedotte 
colle  operazioni  a)  e  6)  dalla  matrice  fondamentale  (che  rappre- 
senta la  sostituzione  identica;  si  presenterebbero  (art.  474  e  475) 
come  matrici  di  successive  risultanti  di  sostitnzioni  dei  tipi  e^  ed 
S/j,  e  )a  risaltante  finale  sarebbe  appunto  la  soBtitnzione  [a^, , 
«M  I  ■  •  ■  J  O- 

476.  Venendo  ora  alla  dimostrazione  dell'ultimo  teorema,  comin- 
ciamo dal  notare  che  gli  clementi  della  prima  orizzontale  del  de- 
terminanie  dato  I  ±(i,,a,,  .  ,  .  a„„  non  possono  essere  tutti  nulli, 
che  altrimenti  lo  stesso  determinante  dato  sarebbe  nullo  contro  il 
sapposto.  Per  conseguenza,  se  il  primo  elemento  a,,  fosse  nullo, 
si  potrà  surrogarlo  con  un  numero  diverso  da  zero  aggiungendo 
alla  prima  colonna  un'altra  colonna  il  cui  primo  elemento  non  sia 
nullo.  Si  potrà  poi  ottenere  che  gli  altri  elementi  della  prima  oriz- 
zontale diventino  tutti  nulli,  ove  già  non  lo  fossero,  aggiungendo 
alla  colonna  fc"",  se  p,  es,  a,,,  non  fosse  nullo,  la  prima  colonna 
moltiplicau  per  II  rapporto  fra  —  a,^  ed  il  primo  elemento,  che 
è  diverso  da  zero.  Dopo  ciò  il  determinante  dato  avrà  assunto  la 
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ed  il  Buo  valore  sari  ancora  diverso  da  zero  -,  cosicché  gli  i 
elementi  ^ti  >  ^^  ,  . . . ,  ctj„  non  potranno  essere  tutti  nulli. 

Se  a,2  fosse  nullo,  lo  si  potrà  dunque  surrogare  con  a 
differeuie  da  zero  aggiungendo  alla  2»  colonna  una  delle  conse- 
cutive il  cui  secondo  elemento  non  sia  nullo  ;  dopodiché  aggiun- 
gendo alle  n  — 2  colonne  consecutive  la  stessa  seconda  colonna, 
moltiplicata  ogni  volta  per  un  opportuno  fattore,  si  potrà  ottenere 
che  gli  elementi  o:„  ,  a^^  ,  . .  . ,  ai,„  si  riducano  ad  essere  tutti 
nulli.  Si  troverà  con  ciò  il  determinante  dato  ridotto  alla  forma: 


«.I 


0 
0 


con  valore  ancora  diverso  da  zero,  talché  almeno  uno  degli  ele- 
menti s<gg  ,  a^  ,  . .  .  ,  a,„  sarà  differente  da  zero. 

Procedendo  allo  stesso   modo    si   perverrà    evidentemente    alla 
forma  : 

0,1     0      0      ...  0 
0      ...  0 

(5) 


con  le  «11  )  ttii , .  ■ . ,  «„„  tutte  differenti  da  zero. 

Ci  resta  a  vedere  come  si  passi  dalla  matrice  fondamentale: 


0  ...  0 
0  ...  0 


C6) 


0     0    0. 


alla  matrice  (.'>).  Per  ottenere  ciò,  si  comincìerà  dal  moltiplicare 
la  prima  colonna  di  (6)  per  a^^.  Sì  aggiungerà  poi  alla  prima  co- 
lonna di  (6)  la  seconda  moltiplicata  per  c„  e  si  moltiplicherà 
quindi  la  seconda  colonna  por  st,,.  In  terzo  luogo  si  aggiungerà 
alla  prima  colonna  la  terza  moltiplicata  per  a^^  ,  alta  seconda  la 
terza  moltiplicata  per  oi^j  e  si  moltiplicherà  quindi  la  terza  colonna 
per  «3,.  Dopo  ciò  le  prime  tre  orizzontali  di  (6)  si  saranno  can- 
giate nelle  prime  tre  di  (5) ,  restando  le  altre  affatto  inalterate. 
Operando  poi  allo  stesso  modo  sulla  quarta  orizzontale  di  (6),  la 
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si  cangierà  nella  quarta  di  (5),  e  cosi  di  seguito   fluchfe   l' intera 
matrice  (€)  si  trovi  canf^ata  nella  (fi). 

479.  Non  b  senza  importanza  di  notare  cbe  la  seconda  parte 
della  riduzione,  cioè  la  riduzione  della  forma  (6)  alla  forma  (5) 
è  stata  fatta,  per  quanto  riguarda  1'  operazione  (6)  dell'  art.  477, 
in  modo  che  a  qualsiasi  colonna  si  sono  soltanto  aggiunte  le  co- 
lonne di  indice  più  elevato.  Questa  osservazione  sì  traduce  infatti, 
per  quanto  ai  è  detto  all'art.  477,  nel  seguente  teorema  : 

Offìii  togtituzione  lineare  del  tipo: 

X,  =  a„y. 


è  la  rieultante  di  aottituzioni  lineari  del  tipo  E;,  e  di  lottituzioni 
Sa  1 1  del  tipo  sinistrorso  (in  cui  cioè  h  >  k). 

Vote  «d  BawolsL 

1.  Se  le  equazioni  (1)  dell' «rt.  472  si  tìboIvouo  rispetto  alle  y  e  dopo 
oiA  si  censi  dori  bo  le  y  come  le  variabili  da  tratformarri  e  le  «  come  le 
trasformata,  le  formolo  cosi  ottenute  rap presenteranno  una  aestitaiione  li- 
neare che  si  chiama  la  rttiproea  della  (1). 

La  reciproca  dì  nna  soatitaiione  8  ai  suole  deiiignare  con  8~'.  Bioono- 
(Msere  che  S^'.S^^l,  e  che: 

s-» ,  .= (- 1).  S..-C- 1).  =  e- 1).  M- i)v 

2.  Dimostrare  che  : 

e  dadorue  ohe  ogni  totlUtuiont  dtilrorta  Bi^  ,t  è  la  riiuttantt  di  totfiluiioni 
del  tipo  S^,l^^  *  del  tipo  (— l)^. 

8.  Stabilire,  per  h<k—2,  la  formola  generale: 

T(,j  =  8i,(tr9M-i)i,i  ■  •  •  Sj-t)j-r^j-itjt  (»'  <j) 

4.  È  importante  di  notare  ohe  la  leambio  di  due  colonne  tu  una  matrice 
i  un'operazione  ehe  *i  pui  etmpre  cotteiderare  come  rieuUante  dalle  due  tpecie 
di  operaaioni  già  eontiderate  all'art.  477.  Invero,  ii  riconoscerà  facilmente 
che  lo  scambio  fra  la  colonna  di  posto  h  e  quella  di  posto  k  è  uguale  al 
prodotto  operativo  ; 

0»,-[-l],-0...[-11.0,..[-ll. 

dove  C^  significa  agginngere  la  colonna  di  posto  >  a  quella   dì    posto  j, 
ed  [i.]f  moltiplicare  per  e  la  colonna  di  posto  i. 

5.  81  deduca  di  qui  cbe;  se  S  e  T  sono  due  soetituEÌoni  lineari,  le  cui 
niAtrici  differiscono  soltanto  per  lo  scambio  fra  la  h""  e  k'"'  colonna,  si  ha: 


,-(-l),  =  T-S. 


„Goo<^lc 


—  214  — 

6.  Dimostrare  che:  affinchè  aua  BostUuzioue  lineare  [a,,  ,  a,, ,  .  ,  .  ,  a.,) 
hìa  parmntahile  con  Sj^ ,  i^ ,  à  necessario  e  sufficiente  che  sia  aj^^  =  au  " 
che  fliane  nulli  tutti  quegli  altri  coefficienti  che  hanno  per  primo  indice  k 
o  per  seconda  indice  A. 

7.  Supposto,  per  fissare  le  idee,  n  =:  S,  si  interpretino  le  variabili  x,  , 
z,  ,  Xj  come  le  ordinarie  coordinate  cartesiane  ortogonali  di  un  punto  qua- 
lunque P  appartenente  ad  una  certa  figura  A  dello  spazio  a  tro  dimen- 
sioni ;  le  ^,  ,  ^j  ,  y,  come  le  coordinate  dì  nn  altro  punto  F  appartenente 
ad  nn'altra  fi(;ara  A'-  É  chiaro  che  la  sostituzione  lineare  [a,,  ,  a„  ,  a^] 
rapprespnterà  una  corrispondenza  fra  le  due  figure  A  ed  A'  tale  che  ad 
ogni  punto  P  di  A  corrisponda  un  unico  punto  P'  di  A'  e  rer-iprocamento. 
La  stessa  sostituzione  ai  potrà  quindi  interpretare  geometricamente  come 
una  trasformazione  o  dt/ormatione  della  figura  A,  cioà  come  il  passof^gio 
della  figura  primitiva  A  alla  figura  deformata  A'. 

Secondo  questa  interpretazion';,  la  sostituzione  elenientnrc  (c)f  ci  rappre- 
senta una  cosi  detta  ditalationt  teeondo  Pane  ife/Z<  x,-.  Ogni  retta  parallela 
all'asse  dalle  Xj  viene  trasformata  in  se  atessa;  perà  ogni  segmento  della 
retta  viene  dilatato  di  una  quantità  proporzionale  al  segmento  stesso,  cio6, 
precisamente  di  una  quantità  eguale  al  segmento  stesso  moltiplicato  pel 
numero  costante  e  — 1,  il   cosi  detto  cotgicieiUe  di  dìlataziane. 

Le  sostituzioni  elementari  Sj,  ,  j,  rappresentano  invece  i  cosi  delti  (cor- 
rimrnti.  Considerando  la  figura  A  comi  l'insieme  di  tanti  fogli  piani  tutti 
fra  loro  paralleli,  si  chiama  scorrimento  qnella  deformazione  che  consiste 
net  far  scorrere  ogni  foglio  piano  sopra  se  stesso  in  modo  che  tutti  i  suoi 
punti  si  muovano  secondo  una  unica  direzione  fissa  (direziona  (ftllo  tcorn- 
mtnto),  cosicché  una  retta  qualnnqut^  normale  ai  piani  di  scorrimento 
venga  deviata  dalla  primitiva  diieiione  di  un  certo  angolo  costante  e  (nn- 
golo  di  leorrimentoi,  È  facile  riconoscere  che  una  siffatta  deformazione  cam- 
bia bensì  la  forma,  ma  latria  inalterato  it  volam»  di  ogni  porxioHa  della  fi- 
gura A.  Si  riconoscerà  agevolmente  che  Sj, ,  j^  rappresenta  appunto  uno 
scorrimento  ohe  ha  per  direzione  la  direzione  negativa  dell'asse  delle  X/,, 
coi  piani  di  scorrimento  perpendicolari  all'asse  delle  xi^ ,  e  fon  un  angolo 
di  scorrimento  di  46°. 

11  teorema  dell'art.  476  si  traduce  dunque  in  quest'altro,  assai  impor- 
tante in  meccanica  ed  in  fisica  matematica:  ojjni  i^s/ormaziot»  Itn<ar<  lì  puÀ 
tempre  otlenere  coite  la  riluttante  di  tucceeiive  dilatazioni  «  leorrimenti  aventi, 
eoli  quelle  come  quelli,  te  loro  direzioni  parallele  a  quelle  di  Ire  aiti  orlogottali 
filli  ed  eiiendo  i  piani  di  icorrimento  perpeadieolari  ail'uno  od  all'altro  di   qui- 

S.  Si  dimostri  che,  per  ottenere  uno  scorrimento  che  abbia  la  stessa  di- 
rezione e  gli  stessi  piani  di  scorrimento  di  S;,  ,  k  ma  un  angolo  dì  scor- 
rimento qualsivoglia  f,  basta  considerare,  in  luogo  di   Sj^  ,  n  ,    la   aostita- 

(6"')»-9a  ,  »-(s}j,  ,  Cioè;  .  ■  . ,  «a  =  p»  +  ey»  ,  a:»  =  »«  ■  •  • 

determinando  convenientemente  il  valore  di  ■. 

9.  Dna  sostituiione  lineare  [a,,  ,  a,,  ,  .  .  .  ,  a„,]  si  dirà  limmetrica,  se  si 
abbiaa,^:^a  j  per  tutti  i  valori  degli  indici  ì  ed  j. 

La  deformazione  rappreienlata  da  u-ia  toilìluzione  lineare  limrnrtriea  equi- 
rote  a  tre  dilalaxioni  lecondn  certi  Ire  ani  fra  loro  ortogonali,  e  reeiprotamnie. 

Lo  studioso,  che  abbia  già  qualche  familiarità  colla  geometria  analitica 
dello  spazio,  riconoscerà  facilmente  che  i  tre  assi  di  dilatazione  corrispon- 

asai  della  superficie  di  2°  ordine  che  ha  per  equazione: 
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sìngoli  punti  della  Sgaia,  reatino  però  invaTÌate  le  distarne  degli  uni  ri- 
spetto egli  litri.  In  questo  caso  non  vi  è  cambiamento  di  forma,  ma  iol- 
tanto  Tilt  movimento  o  meglio  uno  tpotlameHlo  rigido  di  tutta  la  figura.  È 
facile  rìcoDoBCeie  che  qKattiaii  tpottamento  rigido,  nel  quale  però  retti  fermo 
qvtel  pUKfo  ohe  li  trova  nell'origine  delle  coordinate,  è  sempre  rappreeentato  da 
una  latlituxione  lineare. 

Indicando  in  gonore  con  Dn'nnioa  lettera  5  quel  punto  che  ha  le  coor- 
dinate ^,  ,  E,  ,  E, ,  siano  infatti  x,  a  due  punti  qualunque  della  figura  A  ed 
y,  ^  i  e  OTTI  spon  denti  punti  di  A'.  Dovendo  restare  inalterata  la  distanza 
fra  a;  ed  a,  come  pure  la  distania  di  ciascuno  di  tali  punti  dall'origine, 
ohe  resta  fissa,  si  avrà  : 

C^j-a,)'+Cx.-«,)V(a:3-«,)«=(y.-^,)H(y,-?,)*+(y>-W» 
a,»  +  !c,»  +  !c,»  =  ffi»  +  jfg"  +  jj» 

e  sottraendo  dalla  prima  eguagliansa  le  altre  dne  membro  a  membro  : 

a,x^  +  OjiEj  +  OjiCg  =  ^,y,  +  gjj/j  +  P,j/j. 

A  questa  relazione  se  ne  potranno  aggiungere  altre  due  consimili; 

a'jic,  +  a'^,  +  a'sscg  =  f ',i/,  +  f ',y,  +  f '^j 

a'\x^  +  a'\xt  +  «"3X3  =  ^''.y,  +  f^y,  +  g"gya 

conslderaudo  altra  due  coppie  di  punti  corrispondenti  a',  ^'  ed  a",  ^".  Si 
veda  dauque  che  le  a;,  ,  z,  ,  x,  sono  legate  alle  s/i  ,  Vt  ,  y,  da  tre  relasioni 
lineari,  le  quali,  risolute  rispetto  alJe  m,  daranno  appunto  una  sostitusione 
lineare  del  tipo  da  noi  considerato,  e.  d.  d. 

Zie  sostituzioni  lineari  rappresentanti  uno  spostamento  rigido  sì  chia- 
mano ortogonali.  Di  queste  sostituzioni  tratteremo  in  seguito  pifi  diffusa- 
mente. Per  ora  ci  limitiamo  ad  osservare  che  esse  costituiscono  un  altro 
sotto-groppo  {gruppo  ortogonale).  È.  infatti  evidente  che  il  risultato  di  dne 
snccessivi  spostamenti  rigidi  è  ancora  uno  spostamento  ngido. 

11.  Se  ì  coefficienti  a^f  della  sostitusione  (1)  sono  tutti  numeri  interi,  h 
facile  riconoscere  che  la  riduzione,  fatta  all'  art.  476,  della  sua  matrice 
alla  forma  (6)  ai  potrà  effettuare  per  mexzo  di  semplici  addizioni  e  sot- 
trazioni di  colonne,  giacché  con  queste  operazioni  si  potranno  rendere 
nulli  tutti  gli  elementi  della  prima  orizzontale  a  cominciare  dal  secondo, 
dipoi  similmente  tutti  quelli  della  seconda  a  cominciare  dal  terzo  e  cosi 
via.  Dunque  »e  una  loelituxione  lineare  ha  tutti  i  coffficienli  interi,  etta  i  la  ri- 
ruttante  di  una  toHituiione  a  coefficienti  pure  inltri,  del  tipo  (5j  dell'art.  4TB  e  di 
altre  lueceettve  lottitusioni  del  tipo  S^j^  ad  S~'A)f 

12.  Se  i  coefficienti  ofj  sono  numeri  interi,  la  riduzione  fatta  poi  nella 
seconda    parte   dell'  art.  478  si  traduce  nella  formola  : 

0      ~l=(ai,)i-S„"t.(a„),X 
X(Ss,)'si(Ss,l'"fl»(ass)3X 


f—   «1,     0      0  ...  0       — I 
I       a„     a,,   0  ...  0 


18.  Dall' inaieme  delle  due  note  che  precedono  risulta  il  seguente  teo- 
rema :  ogni  eottituiione  lineare  a  coefficienti  interi  i  la  rieultanie  di  eoititu- 
ziont  del  tipo  B|^  ,  Il  ed  S~\  ,  j,  ,  e  di  iole  n  loitituxioni  del  tipo  e/,  ,  per  le 
quali  t  i  vn  numero  intero. 
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CAPITOLO  VI, 


ELEMENTI    DEL  CALCOLO   DELLE  FUNZIONI   RAZIONALI 
INTERE. 


§  l."  —  Il  d«t«r0iln«iite  delle  dUFBrenie  «  11  prin«lplo 
di  Identità  per  le  fanslonl  Intere  di  no»  o  più  ¥ftrlabllL 

480.  Sia  OnX"  +  «,«""'  +  .  .  .  +  a„.i!r  +  o„  una  fOozione  intera  di 
^rado  n  della  variabile  x,  che  desigDaremo  breTemente  con  f{x). 
Sapponiamo,  Be  è  poBsiblle,  che  t'eqnazione  : 


ammetta  nn  numero  di  solozioni  distinte  superiore  al  suo  grado. 
Esisteranno  allora  «  +  1  numeri  distlDtì  x^  ,Xf , . .  . ,  x„+i  tali  da 
aversi  simultaneamente: 

a^Xj"  +  Olir,''-'  +  . . .  +  a„_tXi  -1-  a„  -  0 

a^^"  +  Oiic,"-*  +  . . .  +  a„_,a^  +  «„  =  0  (2) 


"•««ti"  +  <h*n4.i""'  +  .  .  .  +  o„_ia:„M  +  a„  =  0. 

Ora  qneste  equazioni,  se  si  considerino  come  oonosciote  le  x^ , 
X,  ,  . . .  ,  a!„^,  e  come  incognite  le  Og  ,  n,  ,  , . . ,  a„  ,  altro  non  souo 
che  UD  sistema  di  n+l  equazioni  lineari  ed  omogenee  fra  le  n+1 
incognite  Og  ,  a,  ,  . .  . ,  a„ ,  e  il  determinante  del  sistema  è  : 

l    X,         X,'        ...  a," 


1       =^«+1      "'h-ì        ■    •    •  "^n+l       I 

Noi  dimostreremo  fra  poco  che  questo  determinante  è  sempre 
diverso  da  zero,  qualora,  come  si  è  supposto,  i  valori  x, ,  Xj,—^„+i 
siano  tutti  distinti  fra  loro.  Possiamo  dunque  concludere  (art.  433} 
che  le  equazioni  (2)  non  possono  essere  soddisfatte  che  per  valori 
nulli  delle  Incognite.  Si  avrJi  cioè  : 

«0  =  0  ,  a,  =  0  ,  flj  =  0  ,  . .  . ,  a„  =  0. 

È  dunqne  assurdo  II  supporre  che  l'equazione  (1)  ammetta  più 
di  n  soluzioni,  a  meno  che  1  coefBcienti  tutti  della  (I)  siano  eguali 
a  zero,  nel  qual  caso  t'eqnazione  fi)  sarebbe  evidentemente  sod- 
disfatta da  qualsiasi  valore  di  x  Dunque:  un'equazione  algebrica 
di  grado  a  ad  un'incognita,  i  cui  coefficienti  non  siano  tutti  nuUi, 
non  può  ammettere  piit  soluzioni  di»tint«  di  quanto  è  il  tuo  grado. 
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481.  Il  determinante  bel  qnale  ci  siamo  tncontrati  all'art,  preo. 
è  della  forma  : 


Orft  noi  possiamo  (art.  419),  senza  alterarne  il  valore,  sottraiTu 
dalla  sua  altìma  orizzontale  la  penultima  moltiplicata  per  a,  fatto 
ciò  dalla  pennltima  sottrarre  la  terzultima  moltiplicata  per  a,  e 
cosi  di  seguito,  finché  per  ultimo  dalla  seconda  orizzontale  sot- 
trarremo la  prima  orizzontale  moltiplicata  per  a.  Ci  è  dunque  le- 
cito dì  scrivere  : 


1     1 


1 


0    b'-ab*a'~a< 


j  6-0  e-a  ...  e- 
b*—ab  o'~ae  ...  e*- 
6'— o6'  e'— oc*...  fl'- 


come  è  chiaro,  se  si  Bvilappa  poi  secondo  gli  elementi  della  prima 
orizzontale;  e  dividendo  ttittl  gli  elementi  della  prima  colonna  pel 
fattore  comune  b-a,  quelli  della  seconda  pel  fattore  comune  e— «, 
e  cosi  via,  (ofr.  art.  417)  : 


D  =  (6  -  a)(c  -  a){d  -a)...  {e— a) 


(4) 


Il  determinante  nel  secondo  membro  è  ancora  di  forma  affatto 
simile  a  quella  del  determinante  (3)  ;  soltanto  è  di  uà  ordine  in- 
feriore di  un'unità.  Si  dimostrerà  quindi  in  modo  affatto  identico 
che  : 


b'   e'  d» 


=,(c-6)(d-6)...(e-fc) 


onde,  sostituendo  ciò  in  (4),  si  avrà  ; 

D  =  (6 -!.)(« -»)(<!-<.)  .  .  .  («-a) 
(e  -  b)(d  -  6)  ...  (e  -  ò) 

Oapkuj.  —  Iitituiioni  di  anaiUi  alg^riea,  8. 
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Cosi  procedendo  al  otterrà  evìdeotemeiite  per  il  primitivo  de- 
tenninante  (3)  rcEpresBÌone  : 


.)(« 

■a)ld-a). 

..(3-aXe-a-) 

(' 

-bXd-b)  . 

■  ■  I.S-l>)(.e-b) 

(rf  -  e)  . 

■  (»-«)(«-«) 

cioè:  il  vaiare  del  determinante  (3)  è  uguaU  al  prodotto  delle  dif- 
ferenze che  ai  ottengono  sottraendo  da  tino  qualunque  dei  numeri 
a,  b,  e,  .  .  .  ,  e  uno  qualunque  di  quelli  che  lo  precedono. 

Per  qaesta  ragione  il  determinante  {S)  è  conosciuto  Eotio  il  nome 
di  determinante  delle  differenze.  £  spesso  anche  chiamato  deter- 
minante di   Vandermonde. 

482.  Corollario.  —  Il  determinante  (3)  non  può  avere  il  valore 
*ero,  ad  eccezione  del  caso  in  cui  almeno  due  delle  a,  b,  o  , ... ,  e 
abbiano  valore  uguale.  In  quanto  caso  infatti,  e  soltanto  in  questo, 
si  annulla  almeno  una  delle  differenze  di  cui  D  è  il  prodotto. 

Resta  cosi  dimostrata  l'asserzione  fatta  pocanzi  (art.  480). 

483.  Due  funzioni  intere  f(x)  e  if(x)  di  una  variabile  x  si  dicono 
identicamente  uguali  quando  esse  prendono  lo  stesso   valore   per 

ogni  valore  speciale  daio  alla  variabile. 

Ciò  premesso,  è  facile  dimostrare,  dopo  quanto  precede,  che: 
affinché  due  funzioni  intere  di  una  variabile  sieno  identicamente 
uguali,  è  neceggario  e  gufflciente  che  »iano  fra  loro  eguali  i  coeffì- 
denti  delle  potenze  omologhe  di  x  nelle  due  funzioni. 

Siano  infatti  : 

fix)  =  a^"  +  a^jc"*-»  H  a^x"""*  +  . .  .  +  a^_,x  +  a„ 
e 

fix)  =  b^"  +  6ia;'""'  -1  fty»"*"*  +  .  .  .  4  6«_,a;  +  &„ 

le  due  funzioni  intere  stippostc  identicamente  uguali,  che  noi  po- 
tremo sempre  rappresentare  sotto  la  forma  ora  scritta,  poiché  &e 
esse  fossero  di  gradi  differenti  (m  ed  n  <  m),  si  potrebbero  sem- 
pro  ritenere  di  egual  grado  m  sostituendo  con  lo  zero  i  coeffi- 
cienti delle  pilli  alto  potenze  di  x  mancanti  in  una  delle  due  fun- 
zioni. 

Poiché  per  supposto  si  ha  per  ogni  valore  di  x, 

sì  avrà,  anche  : 

cioè  si  avrà  per  ogni  valore  di  a:  : 

(<»,-6o)a:"+(a,-6,)x"-»+  . .  .  +(«„_i-6„.,)x-(-{a„-6,)=0. 
Quest'ultima  equazione,  che  è  di  grado  m,  avrebbe  dunque  infinite 
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HoInzlonL  Ora  ciò  non  è  posuibile,  ee  non  quando  i  coefficienti 
delle  sìngole  potenze  di  x  eiano  tutti  eguali  a  zero;  poiché  noi 
sappiamo  (ari.  480)  cbo  un'equazione  di  grado  m  con  coefficienti 
non  tutti  nulli  non  pnò  ammettere  più  di  m  soluzioni  differenti, 
Dev'  essere  dunque  : 

«0  -  6(1  =  0  ,  a,  -  6,  =  0  ,  .  .  .  ,a„-b„  =  0, 

onde  : 

come  appunto  dovevasi  dimostrare. 

484.  Più  generalmente  si  dice  che  due  funzioni  intere  f(x,  y,  z, ...) 
e  ^{x,  Vi  z,  ...)  di  più  variabili  sono  identicamente  uguali,  quando 
esse  assumono  egual  valore  per  ogni  speciale  sistema  di  valori 
che  si  dia  alle  variabili. 

Ora  è  facile  dedurre  dalla  dimostrazione  precedente ,  relativa 
al  caso  di  una  sola  variabile ,  che  affinchè  due  funzioni   intere  : 

=2(x)f  A„p^..,sVzi^  .  .  .  ,  ?(x)  =5B,p,...s»yPzT  .  .  . 

(/(  più  variabili  eiano  identicamente  uguali,  è  necessario   e   suffi- 
ciente che  etano  eguali  i  coefficienti  dei  termini    omologhi    (conte- 
nenti cioè  le  atesse  potenze  di  x,  y,  z, ...). 
Cioè  dev'  essere  : 

per  tutti  i  sistemi  di  indici  a,  ^,  y.... 

Consideriamo  p.  es.  due  funzioni  intere  f{x  ,  y)  e  ^{x  ,  y)  di  due 
variabili,  che  supporremo  avere  valore  uguale  per  ogni  sistema 
di  valori  di  x  ed  y. 

Ordinando  tali  funzioni  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x  si 
potrà  scrivere  come  nel  caso  precedente  : 

fCa  )  v)  =  lo^"  +  «i»""*  +■■■  +  ?» 

colla  differenza  che  le  p  e  q,  anziché  essere  delle  costanti ,  sa- 
ranno ora  delle  finzioni  intere  della  sola  y.  Tenendo  fissa  la  ^  e 
facendo  variare  la  sola  x  si  potranno  però  momentaneamente  ri- 
guardare come  costanti  anche  le  ^  e  $;  onde  si  avrà,  pel  teo- 
rema dell'art,  prec,  dovendo  le  due  funzioni  di  x  riuscire  iden- 
ticamente uguali  : 

Pi  =  «1- 

Poiché  ora  quesi'  uguaglianza  deve  aver  luogo  comunque  sia 
stato  fissato  il  valore  di  y,  ciò  significa  che  le  due  funzioni  intere 
di  y  rappresentate  con  pi  e  jf  devono  essere  identicamente  ugnali; 
onde,  sempre  per  I'  art.  prec,  dovranno  coincidere  i  coefficienti 
delle  potenze  omonime  di  y  in  queste  due  funzioni.  Concludiamo 
dunque  evidentemente  che  i  due  termini  omologhi  di  f{x  ,  y)  e 
9(x  ,  y)  coDtencDti  una  stessa  potenza  di  x  ed  una  stessa  potenza 
di  y  avranno  necessariamente  lo  stesso  coefficiente  numerico. 
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In  modo  affatto  aimile  pa6  ora  condursi  la  dimostrazione  per 
il  caso  di  funzioni  di  tre  variabili,  e  tosi  via. 


Voto  ed  SisMiai. 


1.  Dimosttare  che: 


=  111314. 


2.  DimoBtraxe  che  : 


P*     T* 


=  -  (a  -  ^)(a  -  Y)(a  -  Sj(?  -  fX?  -  SKT  -  6) 

X  (o  +  p  +  f  +  8). 


8.  Verìftoue  le  identità  : 

ir"  -  1  =  (a:  -  l)(a!"-'  +  aj^»  +  .  . .  +  a;  +  1} 
x*  +  »"  +  2*  -  3a;ye  ={x  +  y  +  z)[7?  +  y»  +  3*  -  ajf  —  ya  -  «=> 
4.  Verificare  l' ideati til  : 

(a;  -  y){z  -  ()  +  (y  -  z){x  -^  ()  +  (z  -  «)(y  -  *)  =  0 
e  dednrae  poi  1'  altra  ; 
2{x-z){x-t){if-z){y-t)={x-z)\y-t)'+{x~t)\y-z)*-{x^yf{»--l)*' 

6.  Dimostrare  e  K^n^i'B^liisu'e  i'  identità  : 

{abc)d^  =  (d6c)a„  +  {adc)b^  +  (abd^c^, 

in  cai  la  parentMÌ  {ahc)  sta  in  luogo  del  de  terminante  £  ±  »xhfy    ed  «t 
rappresenta  la  forma  lineare  a^x^  +  a,x,-|-  ^t'h- 
a.  Verificare  l'identità: 

{fi*+6*+c*+d»)(;i*+g'+r=f«*)=(ap-62+cr-d»)»+(og+ftp-c»-(lr)' 

+(ar—6e-cj>+dj)*4(«T6r+c9+di')'- 

7.  Verificare  l' identità  : 
{ci,'+...+a„»)(6,»+...+6„')-(ai6,+...+a„6„)»=(a,-6,)»+...+(a„-6j'. 

8.  Verificare   ohe   ^,-  =; 

[2flBC-cCA-tÌBA-eA*l'-4>BHÌ'A'-cAB][aC'-dCA+gA*l 
j  21.A0-CC  A-«BA+(iB»]'  -4f  6A»+aB>  -  cAB]f60*  -«OB  +ffB»]' 
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9.  U  prodotto  dì  n  fattori  - 

a:(x  -  A)(a!  -2h}.  .  .(x  -  (n  -  1)A) 

dei  qnati  ognuno  differisce  dal  precedente  di  uda  costante  A  (detta  difft- 
remaa),  si  chiama  polenta  faltorlaU  n"*  dd,  numero  x,  Fisaata,  una  volta 
per  sempre,  la  costanto  h,  qaesto  prodotto  si  potrà  designare  brevemente 
con  as*.  Del  resto,  oltre  al  caso  di  1=0,  nel  quale  si  ricade  nell'ordinaria 
potenta  n*"  di  x,  il  solo  caso  importante  ei  può  ridurre  a  qaellu  di  A=— 1; 
pel  qnale  sì  deflnir&  : 

a"  =  a;(x  +  l}(x  +  2) .  . .  (a;  +  »  - 1). 

Si  dimostrerà  facilmente  che,  data  una  fnnEÌona  intera  del  grado  n  in    z 

f(x)  =  a^af  +  a,3i''"*  f  .  . .  +  a„.,a:  +  a„, 

si  possono  sempre,  ed  in  nn  unico  modo,  determinare  altri  n+1  coefficienti 
A,  ,  A,  ,  .  .  .  ,  A„  pei  quali  si  abbia  identicamente: 

f{x)  =^  AoX"  +  Aia:"^  +  . . .  +  A„_i3:  +  A,„ 

cosicché  il  principio  di  idtatità  leguila  a  gutiittart  con  enunciato  affatto  ana- 
logo a  qufllo  già  dato,  quando  le  funxioni  intere  di  x  if  originano  lecondo  le 
potenM  fatloriali,  anxiehè  leeondo  It  polente  ordinarie  della  carit^He  x. 

§  2.0  —  Il  principio  delle  dliegaagllanie. 

485.  Introducendo  per  maggiore  comodità  la  notazione  A  =|=  B 
per  esprimere  che  A  non  è  uguale  a  B,  un  siatema  qualunque  di 
disuguaglianze  fra  funzioni  Intere  di  x  ,y  ,z  ,  . . .  ,u  bÌ  può  evi- 
dentemente ridurre  alla  forma: 

r,(a:,j,,a,...,()=|=0 

f,(x,y,z,...,t)=\=0 


essendo  le  fi  ,ft , . .  >;  fa  eimboli  di  funzioni  intere  delle  A:  va- 
riabili X  ,y  ,z  ,  .  . .  ,t. 

Ci  proponiamo  di  dimostrare  che  qualunque  sia  il  numero  m 
delle  disuguaglianze  (1)  ed  il  numero  k  delle  variabili  x,  y,  z,„.,u 
ut  esse  contenute,  esistono  sempre  dei  valori  [interi  e  positivi)  delle 
X  ,  y  ,  2  ,  .  .  .  ,  t  per  le  quali  il  sistema  (1)  è  soddisfatto. 

Beu  inteso  s'intende  escluso  il  caso  in  cui  qualcuna  delle  fun- 
zioni fi  ,ft ,  ■  ■  • ,  fm  fosse  nulla  ideniicamenle  {art.  4S'Ò)\  giacché 
in  tal  caso  il  sistema  (1)  non  potrebbe  evidentemente,  essere  sod- 
disfatto per  alcun  slsteina  di  valori  delle  x  ,y  ,  z  ,  .  ,  .  ,u. 

486.  Cominciamo  dal  caso  più  semplice  in  cui  k=\,  Betti  v^ , 
f  s  >  •  ■  •  I  Pb»  '  gradi  delle  funzioni  intere  f^{x)  ,  ff{x)  ,  .  .  . ,  f„{x) 
rispettivamente,  è  chiaro  che,  per  soddisfare  il  sistema  di  disegua- 
glianze : 

ACa:)  =1=  0  ,  f,{x)  =1=  0  ,  . .  . ,  f„(x)  =|=  0  , 
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bMlerà  prendere  per  x  an  nninero  naturale  che  dod  sia  radice  dì 
alcon»  delle  equazioni  : 

AC*)  =  0  ,  A(^)  =  0  , . .  . ,  /.{*)  =  0.  (2) 

Ora  ciò  È  possibile,  ed  anzi  io  infiaiti  modi,  giacché  i  nnmeri 
naturali  sono  in  numero  infinito  nel  mentre  che  ì  valori  di  xsod- 
diftfacenli  l'uno  o  l'altro  delle  (2)  non  può  in  ogni  caso  (art.  4S0) 
superare  la  Homma  [;,  + 14  +  ■  ■  ■  +  it»  <^^i  gradi  delle  singole  equa- 
zioni l2;. 

497.  Stabiliremo  ora  il  teorema  generale  enunciato  all'art.  485  col 
metodo  dell'  induzione  matematica,  supponendolo  cioè  già  dimo- 
strato per  i  sistemi  di  disegnaglìanze  che  contengono  k—\  varia- 
bili y  ,z , ,  .  .  ,u  e  facendo  vedere  che,  in  tale  supposto,  esso  è 
valido  anche  pel  sistema  (1)  che  contiene  le  k  variabili  x,  y,  z,...,t. 

Invero,  poiché,  per  sapposto,  nessnna  delle  m  funzioni  ^i(a:,j/, 
s  ,  . .  . ,  u)  è  nulla  identicamente,  si  potrà  scrìvere: 

ACai ,  y  ,z H)  =  (f,-ic'^'  +  <}',-a:^'       +  ... 

flx  ,y  ,z  ,.  ,  .  ,u)  =  '^,.^'  ^ii^-^~\  ... 


/"«(»  ,  j/ ,«,...,«)  =  ¥„-a!     +  'I'm'X  +  . . . 

essendo  ?,  >  e, ,  .  .  .  ,  7„  fanzloni  delle  sole  y  ,  z  , ,  . . ,  u,  nesannft 
dello  quali  b  identicamente  nnlla. 

Por  l'Ipotesi  fatta,  esisteranno  dei  valori  interi  e  positivi  delle 
y  ,t ,  .  , . ,  u  pei  quali  sia  : 

9i  =1=0,  ¥,-1=0,...,  9,  =1=0; 

e,  determinate  In  questo  modo  le  y  ,  z  ;  -  •  •  >  u,  sì  potrà  poi  sem- 
)iro  risolvere  il  sistema  di  disuguaglianze  : 


<t^x*^   +^„tc'^*     +...=i=0 

iMiU'milca  incognita  3:,  precisamente  come  all'art.  486,  giacché  nes- 
suno di'l  primi  membri  é  nullo  identicsmente  rispetto  ad  x,  es- 
sondo almeno  ì  coofflcientì  delie  più  alte  potenze  di  x  certamente 
diversi  da  rovo. 


1,  PiwoirrtMi  re!.Ì8t»n»«  di  k  numeri  A,  . 
«irm*  \ìi  ilpirMrl.  4t^  i  soddisfatto  da  ogni 


'PA,,,SA,, 
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2.  EBseodo  ai,  ,  j-f  , .  .  .  ,  «„  dei  nnmeri  ksssgnati  fra  loro  tutti  distìnti. 
dimostrare  olie  gli  |  »  valori  che  pDò  aasomere  la  forma  lineare  : 

(i,a;,  +  «jic,  +  .  . .  +  a^x„ 

per  tDtte  le  possibili  sostitmioni  fra  le  z, ,  x,  ,  . . . ,  a;^ ,  saranno  tnttl  di- 
itinti  fra  loro,  purché  si  fissino  op porta nameii te  i  valori  (interi  e  posi- 
tivi) dei  coefficienti  a,  ,  a,  ,  ■  ■  ■  ,  a». 


§  3.0  -  SqU»  determlnaclone  delle  faciloni  Intere. 
Int«rpolkslone. 

488.  Stiate  sempre  una  funzione  della  variabile  x,  intera  e  del 
grado  u,  ed  una  soltanto,  la  quale,  per  eerti  n+1  valori  distinti 
X,  ,  X,  , .  .  . ,  x„^,  della  variabile,  assume  certi  n  -f  1  valori  prefis- 
sati A,  ,  Aj  , .  . . ,  A„^,. 

lafatti,  perchè  : 

aox"  +  «ix""*  +  . .  .  +  a„_,a:  +  o„ 


ao^i"  +  '»i!c,''~^  +  .  .  .  +  a,^,a;,  +  a„  = 


Sodo  queste  «+1  equazioni  di  prirao  grado  rispetto  alle  n+1  in- 
cognite :  flg ,  a,  ,  . .  . ,  a„+] ,  col  determinante  diverso  da  zero  (ar- 
ticolo 482).  £  danqne  sempre  possibile  di  soddisfarle  ed  in  un 
unico  modo  (art.  427). 

489.  È  poi  facile  verificare,  colla  aostituzione  diretta  del  valori 
speciali  XifXf,  .  . . ,  x^^.^ ,  che  la  funzione  richiesta  ammette  la 
Bcgaente  espressione: 

"v'a  (a: -g.}(=c -g,)  ■  . .  (x-xt^,){x  -g.^.)  . .  ■  (x-x„^,) 
é     '  ('«i-'^i)('".-^s)  ■  ■  ■  i'^i-^i-iX^i-'^i+ù  ■  ■  •  Ca'f-a'n+i) 

Questa  formola  notevolissima  è  conosciuta  col  nome  di  formola 
d'interpolazione  di  Lagrange;  giacché  col  vocabolo  interpolazione 
si  designa  in  generale  il  problema  di  determinare  una  funzione 
di  nna  o  più  variabili,  la  quale  assuma  valori  prefissati  per  certi 
dati  valori  delle  variabili. 

490.  Passiamo  ora  a  vedere  come  il  teorema  dell'  art.  488  si 
possa  estendere  alla  determinazione  delle  funzioni  intere  di  più 
variabili.  Noi  supporremo,  per  fissare  le  idee,  che  si  tratti  della 
determinazione  di  una  funzione  intera  f{x  ,y  z)  di  tre  sole  varia- 
bili X,  y,  z,  la  quale  sia  del  grado  m  nella  x,  del  grado  n  nella 
y,  e  del  grado  r  nella  z. 
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Se  il  valore  di  x  si  scelga  &  piacere  fra  m  -;- 1  namerì  distinti 
dati  Xf  ,  Xf ,  .  . . ,  x„+i  e  cosi  si  scelga  a  piacere  il  valore  di  y 
fra  certi  «  +  1  numeri  !/i  ,  y^ ,  ■  ■  •  ,  Jn+i  ^  qnello  di  z  fra  ceni 
r  +  1  valori  speciali  z^ ,  e,  ,  . .  . ,  s^^, ,  è  chiaro  che  in  tatto  si  po- 
tranno cosi  prestabilire  (m  +  l)(n  +  l)(r  +  1)  sistemi  Bpeciali  di  va- 
lori delle  tre  variabili  x,  y,  z.  Ciò  posto:  «e  t^  >  y*  >  z,  è  una  qua- 
lunque di  queate  terne  ,  ed  Aj  ,j  ,  ^  il  corrUpondente  valore  dilla 
funzione,  gli  (m  +  l)(n  +  l)(r+ 1)  valori  Af ,  j  ,  ^  si  poagono  aempre 
prefisBore  ad  arbìtrio;  dopodiché  la  funzione  resterà  compUtanuaU 
determinata. 

Sta  infatti  : 

(f(,(a:,  y)-z''  +  ?,(ic,y).a'^'-f  .  .  .  +  ?^_,(ic  ,  y)-z+ifr(.x  ,  y)     (1) 

la  funzione  richiesta,  ordinata  secondo  le  potenze  della  a;  cosic- 
ché ognuna  delle  f  eeser  deve  nna  funzione  intera  di  ;r  ed  ;/  di 
grado  non  soperiore  ad  m  nelle  x  e  non  Buperiore  ad  n  nelle  ^. 
Le  condizioni  necossarie  e  snfficienti  affinchè  la  (1)  soddisfi  ni 
problema,  sono  date  dagli  (m+l)(n+l)  sistemi  di  equazioni  del  tipo: 

+?r-l(«i  ,  !/j)Zl  +9rCa=,  )  ffj}=Ayi 

(2) 

+?r-l{'«.-  ,  yjKil+f  ri-Ci  ,  yj)=A(/  ,  ^4-, 

qaanti  cioè  se  ne  deducono  da  quello  ora  scritto  scegliendo  a 
piacere  i  due  indici  i  ed  /  entro  i  rispettivi  limiti. 

Le  equazioni  (2)  risolute  rispetto  alle  ^{xi,y^)  ci  daranno  per 
7j(a:, ,  Xj),  precisamente  come  all'art.  488,  un  valore  perfetumente 
determinato  che  indicheremo  con  Bj,/^'.  È  dunque  necessario  e 
sufficiente  che  ogni  funzione  ^^(x  ,  j/)  soddisfi  alle  ((n+ 1)1» -1-1) 
condizioni  ; 

Tft(a:o  yj)  -  Byt")  ,  i  =  l,  2,...  ,m  +  l,y=l,  2,...,n-H.    (3) 

Il  teorema  da  dimostrarsi  è  cosi  ricondotto  al  caso  di  funzioni 
intere  di  due  sole  variabili;  e  questo  caso  si  ricondurrà  poi  allo 
stesso  modo  a  quello  di  funzioni  di  una  sola  variabile,  cioè  al 
teorema,  già  dimostrato  vero,  dell'art.  488. 

Vote  «d  Esercisi. 

1.  Seconda  l'art.  489  la  fouEÌoue  intera  di  secondo  grado  in  e  ohe  par 
i  valori  a,  b,  e  S.Ì  x  prenda  risp.  i  valori  A,  fi,  C  6  data  da  : 

8i  identifichi  questa  espressione  e 
il  metodo  dell'art.  488.  Per  A-a, 
identità  : 

(a-&;(6-c)(c-a)=o(6*-c*>-f6(c=-a*)+c(a*-&*J. 
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2.  Verificare  l' identità  : 

(6-c){a-a:)(a-i/H(c-a)l6-3;}(6-y)+(a-6)(c-a:)(c-s)= 

(a-ft)(6-c)fa-c). 

8.  La  formola  d'ioterpoUEÌone  di  Lagranica  si  estende  facilmente  al  caso 
di  due  o  più  variabili.  Se  f(x  ,  y)  è  una  fancione  intera  di  z  ed  y,  del 
Rrado  IH  in  z  ed  n  in  y,  la  qnals  per  la  coppia  di  valori  : 

a:=;a:, ,  v  =  jfj  ;.*=  Il  2,  . . .  .m  +  l  ,;■=  1,2, . . .  ,  7»  +t 

iwima  il  valore  A^y ,  e  si  ponga  per  brevità  : 


^^^"Ij^y^'^^-U 


applicando  doe  volte  di  sef^ito  la  formola  di  Lagrange,  i 
f(         1  _V       V    \         Aq  9(g)  ■1'» 

4.  La  formola  di  Lagrange  li  paò  anche  geDeralìziBre  in  un  altro  senio 
proponendosi  dì  trovar»  una  /unztons  raxionalf  f(x),  guositnla  di  una  ftin- 
»«■«  intera  del  grado  nt  e  di  una  funsiont  intera  del  grado  n  ,  eanoteendo 
;'i  m  +  n  +  1  valori  A,  ,  A,  ,  .  . ,  ,  ^^^^  di  t[x)  eorritpondtnli  a  eerli 
ni  +  n  +  1  valori  ditlinti  z,  ,  z,  ,  .  . .  ,  x  della  trarioÈiie  x.  Questo  pro- 

blema 6  riaolnto  in  generale  dalla  formola  (di  Giuehi/)  : 


Sa.. 


l':-"^,)!.':- "..,)■  ■ 

•(»-««.„*,) 

"'0(». »^»+|i»^..i 

(X -»,)(»; -1»,).. 

•  (X  -  x.) 

^Dt», ».  i"^... 

>  •  •  ■  )  «n.»+l) 

dove  D(j>  I  ?  , . . . ,  r  ;  p'  ,  j'  , .  .  .  ,  r')  rappresenta  il  prodotto  di  tntte  le 
differense  che  si  ottengono  sottraendo  una  qualunque  delle  p  ,'g  i  ■  ■  •  i  r 
da  ana  qaalanque  delle  p'  ,  g' ,  ,  . .  .  r'  ;  la  prima  sommatoria  dovendo  e- 
atenderei  a  tutte  le  possibili  Tipartizioni  da^li  indici  1,  2,  .  .  ,  ,  m  +  n  -f  1 
in  due  gmppi,  l'uno  composto  di  soli  t»  +  1  indici  e  l'altro  composto  coi 
rimanenti;  a- analogamente  per  la  seconda  sommatoria. 

Si  verifichi  che  l'espressione  ora  scritta  soddisfa  in  generale  al  pro- 
blema. Si  vegga  poi,  per  quanto  rignarda  1' nnivocltfa  della  sna  risoltt- 
tione,  l'art.  48&  delle  Teorie  IntrodiUtorie  pubblicate  da  A.  Capelli  e  G. 
Oarbieri  (Padova-Tip,  Sacchetto,  1886). 

5.  Esiitono  altre  funzioni  ragionali /(z),  oltre  alta  funiione /(a:)= , 

por  le  quali  si  abbia  identicamente  /(*)/(-  x)  =  1  ? 


Capsiai.  —  letituxieni  di  analiei  algebrieti,  S.^  edii. 


lyCoOt^lc 


§  4.0  —  Ln  regola  di  Raffini.  —  AbbaMamento  del  gntd^ 
di   un'eqiiaKloiie  di  eal  si  oonotoa  nnn  solailone. 

491.  Se: 

f{x)  =  a^x"  +  a,a:^'  +  .  .  .  +  a„_,a:  +  a„  (l) 

è  nna  funziono  intera  di  x  dei  grado  n,  e  si  dia  ad  »  an  valore 
Bpeciale  qualunque  a,  si  avrà: 

fio)  =  doa"  +  Oia"-'  +  .  . .  +  a„.ia  +  a„  <2) 

e  sottraendo  qaeBt'ngnagiianza  dalla  (1)  : 

Aa:)-f(a)=Oo(^"-a'*}-h«i(a!'-»-a"-i)-t....+o„.,(a:-«)-  (3) 

Poiché  ora,  come  è  facile  verificare,  si  ha  Identicamento  : 

x*■-af^=(x-a)■\xf'-Hax>'-+a.'x^''+...+a.<^*x+a<^'], 

eostitnendo  ciò  nella  (3)  si  ha  : 

f(x)  -  f(a)  =  aoix  -  a)[x''-  '  +  oa"-*  +  a'a;"-'  +  ...  +  a"-^\ 

+  o,(a:  —  9)[x'*''  +  oa!"'*  +  a*»:''"*  +  ...  +  a""*] 

+  (i,(a:  -  «)[«"■'  +  «a:""*  +  aV'-»  +  ...  +  a"'"] 

+  ... 

+  «„_,(a:  -  a) 

e  raccogliendo  il  fattore  comune  Ix  —  a)  nel   secondo  membro   e 
ordinando  l'altro  fattore  secondo  Iti  potenze  decrescenti  di  x: 

f(x]-f{a]=(x-i)[pax''~Up,x''-^+p^3:^'-'i- ...  +;>„_,]  (4) 

dove  si  è  posto  per  brevità: 

p,  =  a,a  +  a,  =  p^a  +  a, 

p,  =  «o'*  +  «i«  +  a,  =  pi^z  +  a, 

Pg  =  Oott'  -1-  a,a'  4-  a,a  +  Oj  =  p,»  +  Og 


p„_j  =  rt,»"  >  +  a,ff"~*  +  ...  +  o„_,  =p„-»-a  +  o„_j. 

Oomc  si  vede,  i  cofQcienti  p,  ,  f  » ,  pj  ,  —  si  ottengono  colla  re- 
gola semplicissima  che  agiti  coefficiente  P(  è  uguale  al  precedente 
Pi-i  moltiplicato  per  a  più  Bf.  Questa  regola  è  conosciuta  sotto  il 
nome  di  regola  di  Rufflni. 

492.  Applicando  un'  altra  volta  ancora  a  |»„_t  la  regola  dì  Ruf- 
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fini,  si  otterrebbe: 

p„  =  agi"  +  o,*""'  +  .  .  .  +  a„_,i  +  o,  , 
cioè: 

493,  Sappouiamo  ora,  come  caso  particolare,  die  a  sia  una  so- 
lozione  dell'equazione  : 

Aic)  =  0.  (5) 

Si  avrà  allora  fl^a)  =  0,  onde  la  (4)  diventa: 

f\x)  =  (3J  -  a) .  [p„x^-^  +  p,x"-^  +...  ^  p„.r"  +  p^^y  ]. 

Dunque:  *e  a  è  una  soluzione  dell'equazione  fixi  =  0,  il  primo 
membro  ({x)  è  divieibile  esattamente  per  la  funzione  (dì  pruno 
grado  in  x):  x-a,  cioè  è  uguale  ide lìticamente  ad  x—i  mòUipHcato 
per  una  funzione  intera  di  grado  n— 1  in  x. 

494.  In  questo  stesso  snpposto,  potendosi  all'equazione  (5j  dare 
la  forma  : 

(a:  -  aìip^"-^  +  PiX"-*  +  ...+  j?„_^  +  p„_,)  =  0, 

è  chiaro  che,  ove  essa  ammetta  anche  altre  soluzioni  diCTerenti  da 
a,  quest'ultime  dovranno  soddisfare  all'equazione  di  grado  n— I  : 

Pgx''~'  +  PiX""*  +  .  .  .  +  p„_ja:  +  p„_i  =  0.  (6) 

La  conoscenza  di  una  soluzione  dell'equazione  (5)  permette  dun- 
que di  abbassarne  il  grado  di  uu'uDÌlit. 

Hote  ed  Esercizi. 

1.  L'osserTazioue  dell'art.  492  è  di  molta  important»  pel  calcolo  pratico 
del  valore  che  prende  una  data  fontione  intera  di  x  per  nn  certo  valore 
speoiale  della  variabile.       ■ 

Si  calcoli,  ad  esempio,  il  valore  di  8a!'-8»*+18a!'-ll«+20  por  x—t. 

2.  Si  risolva  l'equacione  del  terso  grado  : 

ix*  -  6a:*  +  5x  -  2  =  0 

che  ammatte  la  soluiione  f  =  2,  e  quella  del  quarto  : 

ic'  +  3a;»  -  7a:*  -  273;  -  18  =  0 

oni  a:  =  3  ed  x  =  -S. 
irto  grado  l'equoiione  : 

a^-3aj*-  12a:  +  40  =  0 

che  ammette  la  aolasione  x  =  2. 
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g  &.0—  Altra  dlmottrailone  del  principio  d'idantità. 

495,  Sia  f{x)  =  Ojx"  +  <i,o;"~'  ■!-...  ana  funzione  intera  di  x  del 
grado  n,  cosicché  0^=1=  0,  e  sapponiamo  che  l'equazione /(ar)  =  0 
ammetta  n  soluzioni  dietinte  a,  ,  a,  , .  . .  ,  a„. 

Si  ha  primieramente,  secondo  il  precedente  §,  an'identità  della 
forma: 

nx)={x-iz,)f,(x),  (1) 

dove  :  • 

è  ana  funzione  Intera  di  x  annullata  dai  valori   a^ ,  a, , .  . .  ,  a„ 
dt  x.  Quindi  poi  un'identità  analoga: 

r,(x)  =  (x~  a,)(aoa^-»  +  q^oT-'  +...), 

cosicché  sostituendo  !d  (I)  si  può  scrlrere  identicamente  : 

/(a)  =  (X  -  a{i(x  -  a,m^~'  +  g,«-»  +...)• 

Poiché  1'  equazione  : 

af,x"~*  +  Jix""  '+...=  0 

ammette  le  solozloni  Hg ,  a^  , . . . ,  a„,  è  chiaro   che,   cosi   proce- 
dendo, bÌ  giongerà  all'identità  : 

f{x)  =  ao(x  -  a,)(x  -  0,1(3;  -  «,)...  (a;  -  «„).  (2) 

496.  L'identità  (2)  ci  dice  che  l'equazione  /X^)  =  ^  l'^Q  Pi^^  &™- 
mettere  altre  soluzioni  atl'infuori  di  a,  ,  O]  , . . .  ,  «„.  Infatti,  ogni 
soluzione  di  f(x)  =  0  deve  soddisfare ,  in  vinti  dell'  identità  (2) , 
1'  equazione  : 

flo(a!-  o,)(a! -  cij)(x -  Ogì ..  .fa: -0^  =  0 

ossia  anche,  poiché  a^  è  diverso  da  zero*  l'equazione  : 

(x-  a,)(a:  — a,)(a!— o,)  . .  .(x-aj~0 

la  quale  ci  dice  che  x  deve  coincidere  con  l'uno  o  con  l'altro  dei 
numeri  a^  ,  a, , .  .  . ,  a(„. 

Abbiamo  ottenuto  con  ciò  una  nuova  dimostrazione  del  principio 
di  identità  per  lo  funzioni  intere  di  una  variabile,  giacché  questo 
principio  non  è,  come  già  si  è  visto  (art.  483)  che  un'immediata 
conseguenza  del  teorema  che  qualunque  equazione  non  pué  am- 
mettere più  soluzioni  di  quanto  è  il  suo  grado. 

Hota. 


aa  +  a^x  +  o,x»  +  . . .  +  o^aj"  =  0  (o) 
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ha  per  conBefcnenB^  necessavia  a^  =  0  ,  a^  =  0  , , , ,  ,a„  =  0,  può,  a  prima 
-vista,  sembrare  lecita  la  seguente  dimn strazione  seiupliciasima.  Poiché  la 
(a)  è  per  supposto  soddisfatta  da  ogui  valore  di  x,  lo  sarà  in  particolare 
dal  valore  «=0,  onde  dev'essere  intanto  0^=0  ;  cosicché  la  (a)  si  riduce  ad 

a,a;  +  a,x*  +  . . .  +  a„a:"  =  0 

e,  dividendo  per  «,  ad 

a,  +  n,a;  +  .  .  .  +  a„x'^'  =  0.  (?) 

Ripetendo  sull'identità  (^)  lo  stesso  rasìocinio  si  avrà  poi  o,  =  0,  e  cosi 
di  seguito.  Perchè  questa  dimostraEione  non  b  ammissibile? 

In  seguito  (Capitolo  XI}  Ari,  facile  di  ricoDoscere  come  questo  proce- 
dimento dimostrativo  si  possa  rendere  rigoroso  considerando,  in  luogo  del 
valore  nullo,  un  valore  piecoìittimo  di  x. 

§  6.0  —  Ndotb  dlmoatrazlone  e  ^eneraliszasione 
^ellft  formola  del  binomio. 


497.  Il  nainero  delle  combiDazioni  n  ai  n  ài  m  +  m'  oggetti  : 
A,  ,  A, ,  . .  .  ,  A„  ,  B,  ,  B,  ,  .  . .  ,  B„  si  pQù  ottenere  compntando 
dapprima  quelle  combisazionl  che  contengono  solo  elementi  A , 
il  coi  namero  b  (art.  216)  : 


C) 


m(m  -  1)(»»  -  2)  .  .  .  (m  -  n  +  l) 
■  1-2-a.  .  .n  ^  ' 


poi  quelle  che  contengono  n  — 1  elementi  A  ed  nn  elemento  B,  il 
coi  numero  è  (^^  i)(*i  )  '  '°  *®'^°  '""S»  quelle  eoa  n  -  2  elo- 
mcnti  A  e  due  elementi  B,  che  sono  in  nomerò  di  (  "*  o  )  (  ^  )  ;  e 
così  di  aegoito.  Si  ha  donqoe  la  relazione: 

r r>c)^ („",)("> (»-.)(!> -(:>  (^> 

498.  Poiché  i  due  membri  della  (2)  sono  eTÌdentemente  due  fun- 
zioni intere  (dei  grado  n)  dei  due  namei'i  arbitrarli  m  ed  m',  que- 
sta relazione,  snssiatendo  per  tutti  gli  infiniti  valori  interi  o  posi> 
tivi  di  «1  ed  m',  non  può  essere  (cfi-.  §  1")  che  un'identità  riapetto 
ad  m  ed  tn'.  Sarà  cioè,  qualunque  siano  i  valori  interi  o  frazio- 
natii]  positivi  o  negativi^  che  si  attribaiscano  alle  variabili  a;  ed  j/: 

499-  È  assai  utile,  in  molti  calcoli  algebrici,  di  considerare,  ol- 
tre alla  potenza  ennesima  ordinaria  di  a;,  anche  ì&  potenza  enne- 
sima fattoriale,  che  noi  indicheremo  con  x^,  defluita  dall'  ugua- 
glianza : 

a^.=  xix  +l){as  +  2)...iai  +  n- 1).  (4) 


lyCoOt^lc 


8^  Tede  dalla  (1)  che,  mediante  questa  notazione,  si  può  ancbe 
scrivere  ; 

u;= 1.2.3...» =*"^L^-  ** 

Pertanto  ee  nelt'identlià  (3)  ei  cangia,  come  ò  lecito,  a;  In  —  x 
ed  if  in  ~y,  e  se  ne  moltiplicano  i  due  membri  per  (-1)"!», essa 
prende  la  forma  : 

(X  +  yf=x"  +  (jy~'v  +  {ly^y^  + . . .  +  y"         (6) 

che  ci  da  per  la  potenza  fattoriale  ennesima  di  un  binomio  ano 
sviluppo  del  tutto  analogo  a  quello  che  si  ha  per  la  potenza  nn- 
nesima  ordinarla  (cfì-,  art.  219'. 

500.  Poiché  la  (6)  6  un'identità,  la  somma  Aqi  tei-minì  della  più 
alta  dimensione  (cfr.  art.  225)  in  a:  ed  y  nel  primo  membro  de- 
v'essere uguale  alla  corrispondente  somma  nello  sviluppo  del  se- 
condo membro.  Uguagliando  qaeste  due  somme  si  deduce  dalla  i6): 

cioè  l'ordinaria  formola  del  binomio. 

Sot*  tà  E«*roiii 


(x  +  yr-  =  ^-*+(;)a:-'i*l,+  (5)a^ 


""y'  +  ...  +  y"' 


reUtiva  tììm  defiDicione  più  geneiale  di  potenH   fattoriale  eunesima   (a 
difforenia  A)  : 

x"'''  =  x(x  +  A)(a;  +  2h)  .  . .  (x  +  (n-  l)h) , 
i  casi  particolari  A  =  1  ed  A  =  0.  Del  reato  la  formala  di  Vandermoude  si 
deduce  immediataineDte  dalla  (6)  oaiiKÌ^»<lo  x  ed  g  riap.  in  -  ed    ti  e  mol- 
tiplicando poi  entrambi  i  membri  per  A". 

2.  Come  analoga  geueraliEzazions  della  formola  dell'art.  218  sì  ha  l'i- 
dentità : 

(x,  +  y  +  1)  (a;,  +  y  +  2)  . . .  (X,  +  y  -I-  n)  =  y" -t- ì/'^^(»(  +  1) 

i— I 

+  ir*'^{''i+m='j  +  2)  +J/^5](a;*  +  l)(av  +  2)(x^  +  3) 
+  .  . .  -I-  (a;,  +  l)(a::,  +  2)  .  .  .  (a;„  +  «) 
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(Ofr.  Sopra  etrli  tvthtppi  di  tUlgt^ninamii,  sei  ReBdi«<niti   della   B.'   Àoeà- 
domia  delle  Soienxn  di  Napoli.  Marco,  1889). 

8.  Se  ne)]'  idanlità  dell'  art.  220,  oltre  a  porre  snoces Divamente  a;  =  1  , 
2  ,  .  .  .  ,n  e  poi  Bommare  1  rÌBaltati,  si  ponga  poi  anche  saoceBaiTamente 
z~  —  1,  — 2,...,~n  e  8i  sommino  del  pari  i  rianltati  membro  a  mem- 
bro, ai  ottengono  le  dne  ngnaK'ì&nKe  i 

(-l,V"=.-('+'),.,.+('J').„.-  .  ..+(-!)>('«)».,. 
dalle  quali  si  dedavoDo  per  via  di  Bomma  e  sottrasione  le  seguenti  : 

4['-<-..']cr>... 

che  Bono  evidentemente  preferibili  alla  formola  dell'art.  220  per  il  calcolo 
BDcceMÌTO  delle  o,  ,  04  ,  o,  , . . ,  e  delle  o,  ,  1^  ,  Oj,  . , , . 

4.  S'immaginino  scritto  la  combinaiioni  t  -(- 1  a  jfc  +  1  degli  m  +  l  ele- 
menti a^  ,  0|  , . .  .  ,  Ogt+i  in  modo  ohe  ^li  indio!  si  eegaano  sempre  nel- 
V  ordine  uatnrale.  È  chiaro  ohe  ve  ne  saranno  ('?')  che  oomiDoiano  con 
""  C    *    )  ''^'  cominciano  oon  a, ,  e  cosi  via.  Si  ha  dnnqae  la  relaiione: 

che  moltiplicata  per  \k    pn<>  anche  s 


teiiL  =m'  +  (m-l)"-  +  .,.+  3-  +  2"-  +  l'. 

i  data  si  possa 


1«  +  2*  +  3»  +  . . .  +  m*  =  -^^— 

fc+1 

che  et  da  immedlàlamente  la  tomma  delle  potente  faitoriali  k*"    dei    primi    n 

6.  La  lomma  ajt ,  n  àtlle  jiotenze  ordinarie  k*"  dei  primi  n  numaH  naturali 
anmelte  la  ttguenle  «tpretnonei 
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i  é»  »  t  éiftmirmH  mOoI*  ^  k)  ek 

X*  =  X*  T  A,x*~'  +  A,x*^+  . . .  +  l»_tX  r  A». 

PouMtdo  in&Ui  •D«cea»ÌTUiimte  io  qnests  identità  s=I,  2, —  ,n.  ■ou- 
nando  poi  i  risaltati  ottenuti  membro  ■  membra  ed  mppUcuida  la  [ol- 
inola della  nota  precedente,  «i   ottiene   appunto   reepiaaeione   di  coi  si 

7.  Si  rJeoiMe««,  mediante  qneat'nJiiina  eepreeeione  di  «t  <  ■>  'ka: 

,.     1*  +  2'  +  , . .  +  «*  I 


Qaeat'  ogiUKliania  aiueista  del  reato  per  0|[ni  valore  reale  di  k ,  eccetto 
i^-l.  (Cfr.  il  Mt4Menga- e/ mtOkcwMtiet,  XU,  87-88). 

8.  Sì  dinoatrì  la  formola  :  . 

©''-(;>'+©»'—■*(:>'=<' 

per  i  intero  e  poeitivo  minore  di  «. 

f,  Qnalnnqae  eia  l'intero  poBÌtÌTO  t,  ai  ha  : 

(?)--©^^H"3)'^--("y=(-'>-L-'(»:!) 

U'At.  V  anolUi  algibriea  e  r  ìnterpretatùmt  fattoriale   dtUe   poloni,   %   VjI. 
Oiortiale  di  Hatematicbe.  Yol.  XXXI). 
IO.  Dimostrare  l'identità  : 

«v=.--^-(T)(^).--^.a(?)(?>--==-.... 

8t  (ìunfcerà  facilmente  al  rianltato  ponendo  il  prodotta  x^x"  aotto  H 
forma  «"[(z  +  m)-»]",  evilapp&ndo  quindi  col  teorema  di  Tandennonde 
0  tenendo  poi  presente  V  identità  : 

a!'"(a;  +  m)*=  a;"**. 

%  7.°  —  Legge  di  derlvasione  —  Sviluppo  di  Taylor. 

fiOl.  Sia  : 

f{x)  =  OffX"  +  a^x""^  +  a^x""*  +  .  . .  -I  a«_,!>!  +  a„  (0 

una  funziono  Intera,  di  grado  n,  dell'unica  variabile  a*. 

Dando  ad  a:  un  incremento  (positivo  o  negativo)  k,  si  avrà: 

/•(a:+h)--ao(xi-ft)''+a,(a:+A)"-'+  . .  .  ^a„_i(x+h)+a„.  (3) 

Sviluppando  ora  le  potenze  contenute  nel  secondo  membro  col 
teorema  del  binomio  ed  ordinando  il  risaltato  secondo  le  potenze 
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crescenti  di  h  si  trova  : 

f(x+h)=(a^"+ajaf-*+  . .  .  +a„_jX+a„) 

+  [naoa;"-*+C»-l)aia;"*'»+(n-2)agx"->+  . . .  +o„_,]A 
+[ Jft' 


Si  vede  danqae  che  la  parte  del  secondo  membro  che  non  con- 
tiene h  altro  Don  b  che  la  stessa  f{x);  e  che  il  coefOciente  della 
prima  potenza  di  A  è  dato  dalla  funzione,  di  grado  n— 1  in  x,  ohe 
Et  deduce  da  f[x)  portando  in  ogni  termine  di  f{x)  I'  esponente 
di  £c  a  coefficiente  e  diminnendo  ai  tempo  stesso  1'  esponente  di 
un'anità.  La  funzione  dedotta  cosi  da  f{x)  con  questa  legge,  che 
chiameremo  legge  di  derivazione,  fil  suole  designare  con  f'{x)  e  si 
chiama  derivata  di  f{x).  Cosicché^  se  la  f{x)  è  definita  dalla  (1) , 
si  ha: 

f'{x)=nagX"-^(n-l)aiX"-'+  .  .  .  +2a„_^+o„_i.  (8) 

Applicando  la  legge  di  derivazione  al  termine  a„  ,  ossia  in  ge- 
nerale ad  ona  costante,  si  ottiene  lo  zero,  poiché  scrivendo  a„=a^-XQ 
si  ottiene  appunto  come  risultato  0-a„x~^,  cioè  zero. 

502.  Applicando  alla  nuova  funzione  f'(x)  la  stessa  legge  di  de- 
rivazione si  otterrà  una  funzione  di  grado  n— 2  In  x,  che  si  chiama 
la  ieconda  derivata  di  f(x)  e  si  designa  conseguentemente  con 
f'\x).  Essa  6  data  da  : 

f"(x)=n(n-Ì)a^'^*+in-l)in-2)aiX''-'+  .  .  . 

+3-2o„_,a+2o„_,.  {4) 

In  generale  si  indica  con  /''*)(x)  la  finzione,  di  grado  n-ifc,  che 
si  ottiene  applicando  k  volte  snccessivamente  ad  f{x)  la  legge  di 
derivazione. 

Si  avrà  dnnque  : 

/■'*'(«)="("-»)  .  •  •  {n~k+l)a„x"-'' 

+(n-l)(n-2)  .  . .  (n-fc)a,a;— *-'+  . .  . 

dove  ogni  coe£Dciente  numerico  6  il  prodotto  di  k  Interi  conaeca- 
tivi ;  onde,  dividendo  entrambi  ì  membri  per  [k,  ai  pvtò  scrìvere 
piti  comodamente  : 

+  ("7')a^-— +....  (6) 

Per  k-=n  sì  ha  nna  semplice  costante  : 

/''"'{»)  =  »•"-!■" -2  . .  .  2fl,  =  ln-a(,, 
onde  per  k>n  sarà  pò!  sempre  f^\x)  =  0. 

CAfXLLi.  —  Iitituxioni  di  analiti  algtbrica,  8.*  ediz.  80 
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503.  Vediamo  ora  quale  sia  In  generale  il  coefficiente  di  h  nello 
BTÌlnppo  di  f(,x+  h)  secondo  le  potenze  di  h.  Svilappando  ciascuna 
potenza  nel  secondo  membro  della  (2)  col  teorema  del  binomio 
BÌ  trova  subito  come  coefficiente  di  A*  l'eapreBsione  : 

(?)°.^+ ("»>."^-"  +  ("l')"-'-"*+ - 

cioè,  per  la  (5),  precisamente  .  Questo  sviluppo   (detto  ari- 

luppo  di  Taylor)  sarà  dunque  : 

Il  La 

504.  Se  nell'eguaglianza  (6),  che  vale  qualunque  siano  i  valori 
di  a;  e  di  h,  scambiamo  x  con  A,  il  che  non  attera  evidentemente 
il  primo  membro,  si  deduce  altrcBl  : 

n.t!,)^mwmy-^\^  ^+ ...  +^^     ot 

L±  Li  L5 

e  facendo  ora  A  =  0  : 

■1(0).  (8) 

50&.  Finalmente,  se  nella  eguaglianza  (7),  cbe  vale  qualunque 
sia  X ,  Bostitniamo  a;  —  &  in  luogo  di  x ,  easa  ci  dà  (poiché 
f[(x-h)  +  h]=f(x): 

Ax)=rtA)+C«-fc)/"(h)+(«-ft)'TF+-+C"-*)''T^^  <3> 

Li  L2 


formola  di  cai  in  seguito  avremo  a  far  uso  piti  di  una  volta. 

506.  Supponiamo  al  voglia  calcolare  la  somma  dei  valori  cbe 
assume  una  certa  funzione  intera  f(x)  per  gli  n  valori:  x=t+li 
t+2,  t+3,  ■  < . ,  t+n,  cioè  il  valore  di  : 

Per  il  teorema  di  Taylor  bI  ha  : 

se  ft  è  il  grado  della  funzione  f(x).  Se  ora  in  questa  identità  po- 
niamo BUCO esBiv amen  te  x=l,  2,  . .  . ,  n,  e  sommiamo  poi  i  risul- 
tati membro  a  membro,  otteniamo  : 
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dove  le  Oj,^  Bono  le  stesse  somme  delle  potenze  ("'dei  primi  n 
nQuiei'i  natarali,  della  cui  valutazione  ci  siamo  occapati  (all'art.220). 

507.  Esempio.  —  SI  voglia  valatare  la  somma  S„  dei  primi  n  ter- 
mini della  serie  : 

11-13  4-1517-'  19-11  + 

Si  scriverà  ; 

S„=V  (7  +  4x)(9  +  iiB)  =  63-71  +  64o, ,  „  +  16  0, ,  , 

onde: 

S„  =  63-»4-32-w(n  +  l)+-w(n  +  l)(2»+  1). 

Voto  «d  BsvroisL 

1.  Dkta  la  faniìono  /(«)=a^-&E*i-2x'-t-10,  oaloolace  ì  valori  di 

Ao) ,  AO) ,  no) , . . .  ;  ra),rw ,  ra)  ,•■•:  n-i) ,  a-i)  ,  rc-D,.- 

2.  Calcolale  i  valori  delle  Eomme  ; 

l-3t'2. 4+3. 5+4. 6+5-7+  .  .  .  +n(n+2) 
1.3+3-5+6.7+7-9+  .  .  .  +(2»-l}(2«+l) 
l-3-5f3-5.7+5.7.9+  . .  .  +(2n-l)(2n+lX2n+3). 

3.  Se,  come  già  ai  è  fatto  altre  volte,  si  ponga  par  brevità  ; 

«(a:  +  l)(a:  +  2) . .  .  (a;  +  n  -  1)  =  ìb" 

e  una   fnncione  intera  di  g,  del  grado  n,  aia  data  (eoma  del  resto  è  sempre 

lecito  EQpporre)  sotto  la  forma  ; 

f(x)  =  Agx"  +  Aiaj'*^+  . .  .  +  A„_,a:  +  A„  («) 

ove  le  A  sono  coefficienti  costanti,  si  potrà  definire  nna  nuova  finzione 
f'i.x)  (derirala  faUoriale)  come  segue  : 

fi^)  =  nA^yc'^  +  (»  -  l)Aia;"^  +  . .  .  +  A^,. 

inaloga  all'  ordinaria  di 

AxtA)=Ax)+A/^+A'^+vQ^>+  ...  +  A"^  (P) 

che  si  dimostrerà  con  procedimento  identico  a  quello  tenuto  per  la  for- 
inola di  Taylor,  colla  sola  differenza  cbe  in  Inoxo  dello  sviluppo  bino- 
miale  di  Newton,  si  dovrà  far  uso  di  quello  di  Vandermonde  (cl^.  la  No- 
ta t*  del  §  piecedents). 

i.  11  problema  dell'art.  506  si  risolve  in  inodo^ molto  più  semplice, 
quando  ai  parta  dalla  fnnaioue  /(x)  ordinata,  come  nella   (a)   dalla   nota 
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prAceduite  : 

f(x)  =  AfliC*'  +  Aja:^^+  . . .  +  A*,,»;  +  A». 

Bi  tTOTorà  infatti,  applicando  la  (^)  e  la  formola  data  nella  noU  7*  del 
S  precedente; 

Introdocendo  la  nnova  fìinsìone  : 

F(a)  =  A„  J^  +  A,  -  +  .  .  .  +  A,_,  j  +  A»a: 
per  la  quale  si  ha  evidentemente  (ott.  la  nota  S*): 

fW>=m ,  F^=Aì).«^^-rw 

si  potrà  Miobe  ecrivere! 

onde  ai  eonolndorà  per  la  (p)  : 

J]/'(i  +  Ì)  =  F(*  +  n)-F((). 


§  8.0  — NaoTn  dlmoitraxlone  della  formola 
per  la  potenia  di  an  polinoinio 

508.  Le  cose  dette  al  §  6°  si  estendono  senza  difficoltà  in  modo 
da  condurre  a  dimostrazioni  affatto  analoghe  per  la  potenza  n"""*, 
ordinaria  o  fattoriale,  di  un  polinomio. 

Invero,  il  numero  delle  combinazioni  n  ad  n  di  a:,+ij+ ...  +a;^ 
oggetti  : 

A, ,  A, , . .  . ,  A„_  ;  B,  ,  B, ,  . .  . ,  B^^  ; .  . .  ;  Di ,  D,  ,  .  . . ,  D,^ 

(easeudo  per  ora  x,  ,  a^  ,...,,  x„  nameri  interi  positivi)  st  pub  ot- 
tenere riunendo  tn  un  sol  gruppo  tutte  quelle  combinazioni  clie 
contengono  Io  stesso  numero  a^  di  oggetti  A,  lo  stesso  nnmero  a^ 
di  oggetti  B,  ... ,  lo  stesso  nnmero  a„  di  oggetti  D,  il  cui  numero 
è  evidentemente  : 


(«■.)(^)-(::) 
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e  sommando  i  namfirì  delle  eombinazionl  di  ogni  grappo.  Poiché 
i  nameri  a,  ,  ce,  , .  .  . ,  a^  che  definiscono  ogni  singolo  gruppo  sono 
Holtanto  Boggetti  alla  condizione  : 

si  nvctk  evidentemente  : 

r"^:-'-)=sfe)te)--&)-     (') 

Qnesta  formola,  BOBsistendo  gift  per  tatti  gl'infiniti  valori  Interi 
e  positivi  delle  x^, , . .  ,x„,  non  può  essere,  analogamente  a  qaanto 
bì  è  osservato  al  §  6o),  ohe  un'identità  rispetto  alle  stesse  sc,,...,a;„ 
considerate  come  variabili  aBFatto  arbitrarie. 

509.  Se  nella  (1)  si  cangiano  le  x,  ,  x,  , .  .  . ,  ic„  risp.  In  -  x,  , 
-  a-, ,...,—  a;„  e  si  tlen  presente,  come  al  §  6<»  che  : 


{-:)- 


(-')"&. 


se  ne  dedace,  moltiplicandone  1  due  membri  per  (-  !)"[»  : 

cioè  la  formola  per  lo  svilappo  della  potenza  fattoriale  n*"""  del 
polinomio  Xi  + x^+  .  .  .  +  x„. 

Uguagliando  poi,  dei  due  membri  dell'  identità  (2),  le  parti  di 
svilappo  contenenti  l&  x,  ,  x^  , . .  . ,  x„  alla  massima  dimensione 
(cioè  n)  se  ne  trae  immediatamente  l'altra: 

{x,  +  x,+...+ x„r  =S|-rT^ --lt ^''' '^»'' •  ■  •-=^"""  '2^' 

cioè  la  formola  (cfr.  art.  224)  per  lo  sviluppo  della  potenza  r'""" 
ordinaria  del  polinomio. 


—  Derlvailone  parziale  —  8vllnp|K>  di  Taylor 
per  fanslonl  Intere  di  plb  variabili. 


510.  Sia  f{x,y-,z)  una  funzione  razionale  intera  di  più  varia* 
bili,  per  es.  di  tre  variabili  indipendenti  x  ,y  ,z.  Se  per  an  mo- 
mento si  imagini  che  di  queste  tre  variabili  una  sola  si  faccia  va- 
riare effettivamente  mantenendo  invece  costanti  le  altre,  6  chiaro 
che  la  f(x  ,y  ,z)  bì  presenterà  allora  come  funzione  intera  di  una 
sola  variabile,  quella  ohe  varia  effettivamente,  e  potrà  derivarsi 
colla  regola  ordinaria  rispetto  a  tale  variabile  considerando  le  al- 
tre come  incorporate  nei  coefBcienti  costanti.  Si  ottengono  cosi 
delle  tunzionl  derivate  parziali  della  funzione  f\x  ,y,z)  rispetto 
alla  qaale   si  fa  la  derivazione. 
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Tali  derivate  8ì  soglioDO  designare  risp.  con  f^. ,  f'^  ,  f,  od  an- 
che con  D^/- ,  D/ ,  D/. 

Questa  seconda  notazione,  nella  qaale  D,, ,  D„  ,  \3,  ei  possono 
considerare  come  timboU  operatioi  (cioè  come  simboli  di  opera- 
zioni speciali  da  applicarsi  alle  funzioni  cui  si  premettano)  è  spe- 
cialmente rantaggiosa  qnando  occorra  di  rappresentare  il  risultato 
di  più  derivazioni  parziali  esegnite  snccessivamente  Biille/(x,y,  2) 
ora  rispetto  ad  ana,  ora  rispetto  ad  altra  variabile. 

Cosi,  ad  esempio,  con 

o,  piii  brevemente,  con 

verr&  a  significarsi  quella  funzione  che  si  deduce  da  f  derivando 
qneeta  parzialmente,  prima  due  volte  rispetto  alla  b,  poi  tre  volle 
rispetto  ad  y  e  finalmente  due  volte  rispetto  ad  x. 

Es:  se  f{x  ,y  ,s)=.  3x*i/  —  ix^y'z* -  3aV  +  4, 

si  avr&: 

D/  =  3x'  -  Sar'i/e*  -  Zz* 

D/--  8x»ì;*2  -  Gzff 

DJ)^r  -  DV  -  6y  -  24a:y V 

Bjyj'  =  &e  —  24x'yz*,  ecc. 

Ali.  La  fumioae  dedotta  da  f  mediante  un  numero  qualtinqve 
di  luceetsioe  derivazioni  parziali  rimane  la  stessa  benché  si  cangi 
in  un  modo  qualunque  l'ordine  delle  derivazioni.  Per  dimostrare 
cift  basterà  evidentemente  di  far  vedere  che 

Invero,  se 
se  ne  deduce  primieramente  : 

V  =  2^A„p^V->zT 
onde  appunto  : 

512.  Teorema  di  Eulero.— 5fi  f  è  una  funzione  intera  omogenea 
di  grado  m  di  piU  variabili,  la  somma  delle  sue  derivate  parziali 
rispetto  alle  variabili,  moltiplicate  per  le  variabili  stesse,  coincide 
colla  primitiva  funzione  f  moltiplicata  per  m. 

Sia  infatti  per  fissare  le  idee: 

f=  ^A^!,ht 
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una  fauztone  omogenea  del  grado  m  di  tre  variHbili  x  ,y  ,z\  co- 
sicché gli  esponenti  a  ,  ^  ,  f  sono  soggetti  ia  ogni  ano  termine  alla 
condizione  : 

a  +  P  +  Tf  =  m.  (1) 

Si  ha  come  eopra  : 

e  quindi  moltiplicando  qaeste  espressioni  risp.  per  Xfy,z,  e 
sommando  : 

osala  appauto  per  la  (1): 

513.  Ci  proponiamo  ora  di  estenderò  il  teorema  di  Taylor,  già 
stabilito  (art.  503)  per  funzioni  intere  di  una  variabile,  ad  una  fan- 
zione  intera  /(X|  ,  x^  ,  .  .  . ,  x„)  di  an  numero  qaalunqne  n  di  va- 
riabili Xj  ,  X]  ,  .  .  .  ,  a;„. 

SI  tratta,  cioè,  di  sviluppare  /'(se,  +  71,  t  x^  ^  h^ ,  ■  ■ .  ,x„  +  h„)  se- 
condo le  potenze  e  i  prodotti  degli  incrementi  h,,hf,,..,k„. 

Noi  giungeremo  al  risultato  in  modo  assai  semplice  applicando 
più  volto  di  seguite  il  teorema  di  Taylor  pel  caso  di  una  sola  va- 
riabile. A  tale  oggetto  però,  in  luogo  di  scrivere  : 

5(x  +  A)  =  fix)  +  hif'ix)  +  rgf "(a:)  +  . . , 

ci  gioverft  scrivere,  secondo  la  nuova  notazione  : 

I        ftD„     A»D»        ft»D»  1 

^Ca:+A)  =  |l+^  +  -^-"  +  -^+...|if(a:). 

Se  *n  6  il  grado  di  if{x)  rispetto  ad  x ,  il  numero  dei  termini 
contenuti  nella  parentesi  sarebbe  m-4-1;  nulla  però  ci  impedisce 
di  coneiderare  una  serie  indefinita  di  termini,  polche  : 

D»"+'?(a:)  =  D„"+*(F(x)  =  .  . .  =  0. 

Possiamo  anche  scrivere  : 

514.  Sia  primieramente  una  funzione  razionale  intera  di  due  sole 
variabili  ^(aij  ,  x^),  il  cui  grado  complessivo  in  x^  ed  x^  sia  m. 
Si  ha  per  1'  articolo  precedente  : 
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ed 

d'  onde  segae  : 

e  indicando  con  A^  l'insieme  di  tutti  quei  terniini  dello  sviluppo 
del  prodotto  delle  due  parentesi  che  sono  di  uno  stesso  grado  k 
di  derivazione  complessiva  rispetto  ad  x^  e  ad  x,  : 

/■(x,  +  fti  ,  !c,  +  A.)  =  11  +  4,  +  A,  +  . . .  t  A„!/^aH  ,  x,). 

Ha  evidentemente  si  ha  : 

*  11"  •  it-2    +---  +  -5~ 

+  (^)((.,D,)*"(ft,D,)'+...+  (»,D.)'j 

Posto  per  brevità  :  h^Dx^  +  AjDjt,  =  D^  ,  resta  cosi  dimostrato 
che: 

615.  Passando  ora  ad  ana  funzione  /(se,  ,  a,  ,  a:,)  di  tre  vari»- 
bili,  si  avrà  primieramente,  per  quanto  si  è  ora  dimostrato,  (detto 
m  U  grado  di  /in  x, ,  a:,  ,  x,)  : 

/K  +  \,x,  +  ft.,Xs)  =  jl+^  +  ...  +  5^[AXt,x,,ag 
e  per  l'art  513: 

1  I  -«    1    ■•»  >  i-S  T  "S  I  —  I    ■i  T-         

onde: 


Aa:i+'ii,ar.  +  A,,Xs  +  ft,ì  =  [l+T^  +  -.-]r(a'i  +  \.ai  +  An=^ 


.A»,  +  fti ,  «1  +  h» ,  Xj  +  A,)  = 


=  il  +  4,  +  A,  +  . . .  +  i.lfta,,  ,  ic,  ,  a,,) 
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dove,  coD  procedimento  ideotico  a  qnello  tenato  sopra  b!  troverà: 

cioè: 

Se  danqne  pooiamo,  analogamente  a  qoanto  si  è  fatto  nel  pre- 
cedente articolo  : 

si  ha  il  risaltato  di  forma  affatto  simile  : 


li  "  12   "■■•"  L? 

516.  Cosi  procedendo  si  giungerà  evidentemente  alla  formola 
generale ,  per  una  funzione  intera ,  del  grado  m ,  di  n  variabili 
aTj  ^  Xj ,  . .  . ,  x„  : 

(2) 


essendo  l'operatore  D^»  definito  dall'aguaglianza  : 
D^  =  AiD«,  +  hfi^  +  ...  +  hj)„^ 

517.  La  formola  (2)  ci  da  lo  sviluppo  di  f(x,  +  h^  , ... ,  x„  +  A„) 
gìk  ordinato  secondo  i  gruppi  di  termini  omogenei  rispetto  alle 
Al ,  fi,  , .  .  .  ,  ft„. 

Si  ha  infatti,  considerando,  per  fissare  le  idee,  tre  sole  variabili 

Xi  ,Xt,X,. 


(3) 


=  r+  [hfi^r+h^:^f+h^D^f]  + 


+  Tj  ['i'.D V  +  3A»,fiìDVD«/  +  . . .] 


Richiamando  la  formola  che  da  lo  sviluppo  della  potenza  di  no 

ClpiUiI.  —  /(fttiuioni  di  analiii  alfftbrica,  S.*  edix.  81 
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polinomio  (art.  224),  bÌ  ha  in  generale  : 

(4) 

^  liSi  L?t  [?3 

SoBtitaendo  per  ogni  termine  dì  (3)  la  corrispondente  espres- 
sione (4),  8i  ottiene  dunque  il  completo  sviluppo  di  /"(se,  +  Ai  , 
sBj  +  ft, ,  ai,  +  ftj)  rappresentato  come  segue  : 

dove  ora  non  è  necessario  imporre  alcuna  restrizione  alla  varia- 
bilità degli  esponenti  a^  ,  a^ ,  ff,.  Bensì ,  se  m  è  il  grado  di 
/{a;,  ,  Xf ,  a:,)  nelle  x,  ,  a;,  ,  x,  ,  basterà  estendere  la  sommatoria  ai 
sistemi  di  valori  delle  «i  >  a^  ,  a,  soddisfacenti  la  condizione  : 

«1+0,  +  o,§m. 

618.  Se  f{Xi  ,  a;, ,  .  . .  ,  a:„)  é  omogenea,  del  grado  m,  nelle  x^  , 
Xj  ,  • .  . ,  x„,  si  ha,  come  b  facile  riconoscere  : 

1A,D.,  +  .  . .  +  ?i„D„^  rf(xj  ,...,x„)  =  jm- AAi ,  ■  •  • ,  K)- 

La  formola  (2)  ci  da  danque  in  particolare,  se /(x, ,  a^ , ... ,  ar„) 
è  una  funzione  intera  omogenea,  del   secondo    grado,   delle   ac^ , 


ftcc,  +  ft,  ,  .  .  .  ,  iC,  +  ft  J  = 

"ft«,,. 

■•,«J  +  D.»«i»,,  ■■•,».)+«'>, ".) 

=«»,,- 

•  1  »»)  +  V'«  +  V^  + ...  +  V,.  +«*,,.. 

§  10.0  —  Teoremi  aalle  fonslont  •Immetrlobe  Intere 
di  pia  T»ri»blll. 

519.  Una  funzione  ben  determinata  /{x,  ,  x, ,  .  .  , ,  a;„)  sì  dice 
timmetrica  rispetto  alle  variabili  x,  ,  . ,  . ,  a;„,  se  rimane  identi- 
camente uguale  a  se  stessa,  quando  si  eseguisca  fra  le  variabili 
una  qualsivoglia  sostituzione. 

Se 


(Xi       Xi    .   .   .  Xt\ 


è  una  sostituzione  qualunque  (cfr.  art.  228)  fra  le  a;^ ,  x, ,  .  . . ,  x, , 
il  risultato  dì  questa  sostituzione  eseguita  fì*a  gli  argomenti  della 
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fnnziono  f  si  saole  rappresentare  con  8/',  cosìccbè  si  potrà  scri- 
vere brevemente  : 

f{xt^  ,  «o  . . . ,  Xi^  =  SAa'i  ,  !Cj  ,  .  .  . ,  a:„). 

Se  la  fanzlone  /  è  simmetrica,  dovranno  dunqne  verificarsi  le 
\jt  identità  : 

A3:,  ,a:,  ,...,a:J  =  S/'(a:,  ,3!,  ,  ...,!„) 

corrispoodenli  alle  [n  possibili  sostltDzioni  S. 

520.  Sarà  però  safflciente  di  accertare  che  sono  soddisfatte  le 

■    -T-—  identità  corrispondenti   alle    -^-— trasposizioni    T, , 

Tj , .  . .  (cfr.  art.  238)  fra  le  a:,  ,  aij  , .  . . ,  x„  ;  poiché  noi  sappiamo 
(are.  238)  cbe  ogni  sostituzione  si  paò  sempre  riguardare  come  il 
risaltato  dì  Buccesaive  trasposizioni. 

521.  Del  resto  è  tacile  di  riconoscere  che  ogni  sostitazione  fra 

le  x, ,  oTj 3;„  si  paò  ottenere  come  risnltante  delle  sole  n-1 

trasposizioni  : 

(3:,£c,>  ,  (ir,a;j)  ,  .  .  .  ,  (a;,*») 

opportunamente  combinate.  Quiutìi,  per  esempio,  p»r  accertare 
che  f\x  ,  y  ,  z)  è  simmetrica,  basterà  accertare  cbe  essa  non  è  al- 
terata dailo  trasposizioni  {xy)  ed  («z),  cioè  basterà  veriflcare  cbe 
È  identicamente  : 

5'2^.  Fra  le  funzioni  simmetriche  intere  delle  n  variabili,  cbe 
designeremo  per  maggiore  comodità  con  a  ,  ^  ,  y  , .  .  . ,  X ,  le  più 
semplici  sono  quelle  del  tipo  : 

a*  +  g*  +  7*  +  .  .  .  +  X* 

dove  ft  è  un  esponente  inrero  e  positivo.  Esse  portano  appunto  il 
nome  di  funzioni  timmetriche  lempUci  o  di  »omme  lempHd.  Noi 
le  rappresenteremo  brevemente  con  Sj. 

Chiameremo  poi  somme  doppie,  triple,  ecc.  (ovvero  a  due,  tre 
indici,  ecc.)  le  somme  del  tipo  : 

S, , ,  =20"?'  =  0."^  +  f^a'  +  a'f  +  p'^U  . . . 


dove,  cioè,  8-,,  iodica  la  somma  degli  n{n~  \)  termini,  general- 
mente distinti,  che  si  ottengono  moltiplicando  la  potenza  p""  di 
una  variabile  qualunque  per  la  potenza  q"'"  di  un'ahra  variabile; 
cosi  Sp,,,r  '*  somma  degli  »(«  — l)(rt  — 2)  termini  che  si  otten- 
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gono  moltiplicando  la  potenza  /i""'  di  una  qualsivoglia  variabile  à 
per  la  potenza  7™*  di  una  qualsivoglia  variabile  p  diversa  daìln  a 
e  per  la  potenza  r""  di  una  qualsivoglia  variabile  f  diversa  da  a 
e  da  ^,  ecc. 

Cosi,  ad  esempio,  per  n  =  3,  si  avrà,  dette  a ,  ^,  ^  le  tre  vs- 
riabili  : 

ed  In  particolare  : 

Sp , ,  =  2(aPp'  +  «V  +  P^t')- 
Inoltre  : 

Sp , , ,  r  =  «"^'-r'"  +  ^''Y'a'' + /«'?'■  +  «"-r'?^  +  t"?'*''  +  P'^Y 

ed  in  particolare: 

623.  La  nozione  testé  data  di  somme  miiUiple  è  specialmente 
importante,  inquantochè:  ogni  funzione  simmetrica  intera  di  piU 
variabili  è  identicamente  uguale  ad  una  somma  di  somme  multi- 
ple rispettivamente  moltiplicate  per  dei  coefficienti  costanti. 

Infatti,  se  A-a*''fP'T;'^  sia  p,  es.  un  termine  qualnnque  deija  fìjn- 
zione  intera  F(j,  p,  -f,  S , ,  .  . ,  i)  di  cui  si  tratta,  essendo  P  per 
Bopposto  siipmetrica  rispetto  a  tutte  le  a,  ^,  -y  ,  ,  . . ,  X^  si  dovranno 
trovare,  fra  gli  altri  termini  distinti  di  F,  tatti  quel  termini  di- 
stinti che  GÌ  deducono  da  questo  permutando  in  un  modo  qualunque 
le  tre  variabili  a,  g,  \  fra  di  loro  e  colle  rimanenti  3  ,  .  .  , ,  1.  In 
altre  parole  l'insieme  di  tutti  quei  termini  di  F  clie  contengono 
tre  sole  variabili  elevate  agii  esponenti  p^  ,  p^  ,  p^  ,  altro  non  sa- 
rii  che  la  somma  tripla  8p,,p,.p,  moltiplicala  per  un  certo  coeffi- 
ciente costante.  Cancellati  per  un  momento  tutti  questi  termini,  i 
quali  già  costituiscono  una  funzione  simmetrica,  ciò  che  resia  suri 
ancora  evidentemente  una  funzione  simmetrica  intera,  da  cui  si 
potrà  similmente  separare  un'altra  somma  multipla  S,,,,,^,'-' 
moltiplicata  per  un  coefficiente  costante.  Cosi  procedendo  si  con- 
clude evidentemente  che  l'intera  funzione  F  non  è  che  una  somma 
di  somme  multiple  moltiplicate  per  dei  coefilclenti  costanti. 

524.  Ogni  funzione  simmetrica  intera  delle  variabili  o,  3,  f,—,^ 
ti  può  esprimere  identicamente  come  una  funzione  intera,  a  coef- 
ficienti costanti,  delle  somme  semplici  S,  ,  Sg ,  Sj ,  .  .  .  . 

Dopo  quanto  si  è  visto  testé,  è  chiaro  che  per  istabilire  questo 
teorema,  che  è  d'importanza  fondamentale  nella  teoria  delie  fnn- 
zionì  simmetriche,  basterà  considerare^  come  ora  faremo,  il  caso 
in  cui  la  funzione  simmetrica  data  sia  una  somma  multipla. 

525.  Una  somma  simmetrica  multipla  si  può  sempre  esprimere 
come  una  funzione  intera,  à  coefficienti  numerici  interi,  delle  sonuH« 
«empiici  81  ,  8j ,  Sg  , . . .  . 

Cominciamo  infatti  dal  considerare  le  somme  doppie  B.,^- 
Poiché  : 
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si  deduce  : 

SpS,={a'+g'"n''+-)(«'+^'+-r'+...)=«''^«+?''«+...+x''*'+ 

cioè  : 

e  di  qui  ai  cava  : 

onde  si  vede  che  la  eomina  doppia  %,q  bÌ  esprime  colie  somme 
Bemplicì  Sp ,  S,  ,  Sp^  Del  modo  indicato. 

526.  Venendo  ora  alle  somme  triple  S^ ,  , ,  ^  »  partiamo  slmit- 
menle  dall'  egnaglisnza  : 

Sp ,  ,8, = {«"p' + av + .  ■  -x^'  +  r + r"  +  .  ■  ■).        («) 

Facendo  lo  sviluppo  del  prodotto  dei  dae  polinomi  del  secondo 
membro,  si  otterranno  del  termini  cbe  appartengono  all'ano  o  al- 
l'altro dei  tre  tipi  distinti  seguenti  : 

Io)  termini  del  tipo  a^^^f'' ,  che  sì  ottengono  moltiplicando  un 
termine  qualunque  a.^^^  del  primo  polinomio  per  nn  termine  f*^ 
del  secondo  comprendente  una  variabile  diversa  da  a  e  da  ^. 

L'insieme  di  tatti  qaesti  termini  ci  dft  evidentemente  la  somma 
tripla  Sp , , ,  ^ 

2°!  termini  del  tipo  a''*''^^  ,  che  si  ottengono  moltiplicando  nn 
termine  qualunque  a''p  del  primo  fattore  per  11  termine  a''  del  se- 
condo cbe  contiene  la  stessa  variabile  cbe  sta  sotto  l'esponente  ji 
del  primo  fattore.  L'insieme  di  questi  termini  ci  d&  evidentemente 
la  somma  doppia  8^,.^,^. 

3")  termini  del  tipo  a''^''^'',  che  si  ottengono  moltiplicando  un 
termine  qualunque  a'fi'  del  primo  polinomio  per  il  termine  ^''  del 
secondo.  La  somma  di  questi  termini  sì   vede   similmente  essere 

Il  prodotto  dei  due  polinomi  sar&  dnnqne  ugnale  ad 

Sp  ,  j  ,  r  +  %^-r  )  j  +  Sp  ,  ,  +,  , 
onde  la  (a)  ci  dà  : 

s„A  =  s,,,,r  +  s„„,  +  s„,.,, 

e  di  qtil  si  dednce  ora 

Questa  formola  ci  esprime  la  somma  tripla  8p , , ,  ^  pei'  mezzo 
di  somme  doppie  e  di  somme  semplici.  Se  dtinqae  sostitaiamo  In 
luogo  delle  somme  doppie  te  loro  espressioni  già  trovate  : 

8p , ,  =  SpSj  -  Sp^ 

Sp+r  )  ,  =  %tr%  -  Spt,*r  .  ^p  '  q*r  =  ^,^q*r  "  Sp,,+r  , 
otteaiamo  appunto  la  seguente  espressiono  di  8p , ,  ,  ^  in  funzione 
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delle  Bomme  semplici  : 

527.  Ed  ora  e!  potrà  procedere  in  modo  affatto  analogo  per  cal- 
colare la  somma  quadrupla  Sp,^,^,^. 
Cioè,  partendo  dall'  eguaglianza  : 

s,,,,A  =  KfV  +  ---)(«'  +  f  +  ...) 

ai  dedurrà  primieramente: 

s,,,,A=s,,,,,,,  +  s,,,,,,,  +  s,,„.,,  +  s,,,,,„ 

d'onde  si  conclnde  cbe  S^ , , ,  ^  >  ■  si  esprime  per  mezzo  di  somme 
con  tre  indici  e  di  somme  semplici;  onde,  sostituendo  per  le  somme 
con  tre  indici  le  espressioni  gift  trovate,  si  avrà  appunto  un'espres- 
sione, della  forma  rolnta,  dì  Sp,,,,,,  in  fanzione  dette  somme 
Bomplicf. 

E  cosi  procedendo  si  stabilirà  il  teorema  per  qualsiasi  somma 
mnltipin. 

5'28.  È  importante  di  notare  che  in  tolte  le  uguaglianze  tesiè 
scritto  la  somma  di  tutti  gli  indici  delle  S  in  ogni  termine  del 
primo  o  del  secondo  membro  di  una  stessa  eguaglianza  è  co»tantt. 
Di  qui  segue  che  snelle  l'espressione  finale  di  una  somma  multipla 
qualunque 

Sp , , ,  r  » .  >  ■  •    =2A■S,"'S,''S,''S.^  . . 

si  comporrà  soltanto  di  termini  nei  quali  gli  esponenti  <ti  ,0^,0^  ,..• 
soddisfino  all'  uguaglianza  : 

0,  +  2rt,  4  Sa,  +  4!i4  +  . . .  =  />  +  3  +  r  -I-  •  4- .  . .  . 

La  somma  a,  +  23,  +  .^9,  +  ■ .  .  è  il  cosi  detto  peto  del  prodotto 

letterale  S,  'S,  S,  '  . . .  ,  definendosi  come  peso  di  un  unico  fat- 
tore Sj  t'indice  i  da  cui  è  afTetto  e,  come  peso  di  un  prodotto,  la 
somma  dei  pesi  dei  singoli  fattori. 

Possiamo  dunque  dire,  a  complemento  del  teorema  dell'art  bìh, 
che  i  termini  cfif  si  presentano  nell'  espreuioae  di  naa  aonma 
mnìtipln  ^^ .  ,  .  ^  •  •  -  ■  (>>  famiùne  luterà  deìlt  S,  ,  S,  ,  S^ , . .  ■ , 
tono  tutti  dello  stgsto  i>eso  p  +  q  -|-  r  r  •  •  •  • 


1    Si  applichi  1*  («ori»  «sposta  allk  fìusìon*  aiminetrica  dalie  quattro 
Tariabìli  a,  p,  *.  £  : 
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3.  Ci  riserviamo  di  dimostrare  in  luofio  più  opportuno,  cioè  al  Cap.  X 
quando  tratteremo  delle  funiioni  simmetriche  dplle  n  Tariafaili  oonside- 
r&ts  coma  le  n  soluzioni  di  un 'equa*  ione,  che  le  influita  somme  semplici 
S,  ,  S,  ,  .  .  .  si  possono  sempre  esprimere  come  funzioni  intera,  a  coefficienti 
costanti,  delle  8,  ,  8,  ,  .  .  .  ,  S„. 

4.  Per  acetrtare  che  t(x,  y,  i ,  .  .  .  ,  u>  *  itmmttri<!<i,  baila  verificare  (cfr, 
Cap.  Ili,  g  4",  Nota  4')  che  eita  non  i  alterala  dallt  due  iMliluxioiii  circolari 
(lyit  ...  u)  ed  (yit  ,  .  .  n). 

5.  Si    riconosca,    mercè   questo    criterio,   la    simmetria  della   fatuione 

dS— r6x«T-p5x«e-pTi. 


§  li."  —  FoDilonl  »  due  o  più  -valori. 


529.  Sia  f(x  ,y  ,  z , . .  .  ,u)  un»  fauzione  ben  determinata  delle 
n  varìsbili  x  ,  y  ,  z  ,  ,  .  .  ,  ti,  ed  S  una  qualunque  delle  [n  sostita- 
zioni  che  si  possono  eseguire  fra  le  medeBÌme.  Noi  diremo  che  la 
funzione  /  ammette  la  gottituzione  S  (oppure  anche  che  la  eostìtu- 
zione  Siasela Innlterato il  valore  algebrico  di /)  quando  la  finzione 
S/'(cioè  la  funzione  che  si  deduce  da  /  eseguendo  fra  i  suoi  argo- 
menti la  sostituzione  S)  è  identicamente  uguale  jid  ^  (cioè  prende 

10  stesso  valore  di  f  per  tutti  i  valori  delle  variabili). 

530.  È  facile  riconoscere  che  U  sostituzioni  ammesse  da  una 
data  funzione  f  costituiscono  un  gruppo  (art.  240),  che  si  dir&  11 
gruppo  appartenente  ad  f. 

Ulano  Infatti  H,  =  1  ,  H, ,  .  . . ,  H;^  quelle  sostitazloni  che  non 
alterano  il  valore  algebrico  di  f.  Avendosi,  per  supposto,  comun- 
que si  scelga  Hj,  L'identità:  H,f  =  f,  si  avr&  anche,  comunque  si 
scelga  poi  Hj ,  l'identità; 

poiché  è  evidente  che  se  due  funzioni  sono  identicamente  uguali, 
lOno  identicamente  uguali  anche  le  due  funzioni  che  si  deducono 
da  esse  mediante  una  stessa  sostituzione  (*). 
Ma  era  anche,  per  supposto,  Hj  =  f.  Quindi  : 

HXH/)  =  r 

11  prodotto  HjHj  (**)  delle  dne  sostituzioni  H^  ed  Hj  soddisfa  dun- 
que all' identitA  : 

epper6  la  sostituzione  da  esso  rappresentata  deve  far  parte  delle 


(*)  Questo  principio  non  è  più  voto  quando  in  lno|;D  dei  valori  alfta* 
brici  si  considerino  i  valori  nuni«ri«i  delle  fanzloni,  quando  cioè  le  x,  y, 
3  ,  .  .  . ,  u  non  rappresentino  delle  variabili  arbitrario,  ma  certi  determinati 
nani«rì.  Ed  invero  le  aostitniioni  che  lasciano  inalterato  il  valore  nume- 
rica cosi  definito,  «on  votfifuùcano,  jfsntrufnxnte  jiarlunJo,  un  gruppo. 

I**)  Per  m&figiore  oomodità  intenderemo  d'ora  innansi  ohe  le  sostitu- 
zioni di  Du  prodotto  si  esegnano  da  destra  verso  sinistra. 
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H,  , .  .  . ,  H^.  Si  avrà,  cioè,  per  un  certo  valore  di  r  : 

e.  d.  d. 

631.  Sia  (H)  il  grappo  ora  considerato  appartenente  alla  fun- 
zione f.  Il  sno  ordine  h  dovendo  essere  (art.  240  un  divisore  di 
[n,  esister&  un  intero  Ji:  (ciie  ai  chiama  l' indice  del  gruppo)  tale 
da  essere  AA:  =  [n,  e  tutte  le  |_n  sostituzioni  fra  le  x, ,  Xj ,  ■ . . ,  x. 
si  potranno  rappresentare  (art.  241)  col  quadro  : 

1  ,  H.  , .  .  .  ,  H* 

K,  ,  K,H,  ,  .  .  . ,  KjH;,  (1) 


Kj  ,  K^H,  ,  .  .  . ,  KiHft 


essendo  K,  ,  E, ,  .  . . ,  E,  certe  sostituzioni  opportunamente  scelte. 
Ora  nnii  qualunque  delle  (l)j  p.  es.  K;Hf,  applicata   alia  twv 
zione  f  d&  per  risultato  : 

8i  vede  dunque  come  tutte  le  possibili  funzioni ,  algebricameote 
distinte,  cbe  si  possono  dedurre  da  /'(x,  ,  a:, , . .  . ,  a;^)  mediante 
sostituzioni  fra  i  suoi  argomenti,  debbono  essere  comprese  fra  le 
h  funzioni  : 

/',E/,K,r,...,Kj,/'.  (2) 

D'  altra  parte  è  facile  riconoscere  cbe  le  funzioni  (2)  sono  tutte 
distinte  ;  poiché  se  fosse  p.  es.  : 

se  ne  dednrrebbe,  operando  sui  due  membri  con  Ej~'  (cft.  arti- 
colo 236): 

onde,  per  ud  certo  valore  dell'  indice  r  : 

Kf "  >K j  =  H, ,     cioè  :     Kj  =  EjH,. 

e  le  sostituzioni  del  quadro  (1)  non  sarebbero  tutte  distinte,  con- 
trariamente a  quanto  si  è  già  detto. 

Concludiamo  dunque  die:  il  numero  delle  funzioni  distinte,  die 
si  possono  dedurre  da  una  funzione  ben  determinata  f(Xj  ,  x,  ,..-,s„) 
mediante  sostituzioni  fra  i  suoi  argomenti,  si  ottiene  dividendo  [n 
per  l'ordine  del  gruppo  appartenente  ad  i. 

532.  Se  r(f,  ,  fg ,  .  .  ■  ,  fj)  è  una  funzione  simmetrica  ben  deter- 
minata dei  k  valori  algebricamente  distinti  che  può  prendere  la 
funzione  f  mediante  sostituzioni  fra  i  suoi  argomenti  s, ,  Xy,...,x„t 
p.  es.  se  T  è  la  somma  : 

f,+f,+...  tf. 
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tua  P  è  anche  una  funtione  eimmetrica  delle  z,  ,  Xj  ,  . .  . ,  x„. 
Inrattf,  se  S  è  nna  Bostitazione  qaalaoqao   fra   le  te,  ,  Xg , . . . ,  a:„ , 

S-Fft-,  ,/•, A)  =  F(3A  ,  S^,  , .    .,Sf,).  (3) 

Uà  le  Sfj ,  Sff  ,  •  ■  •  j  Sfk  sono  ancora  tatte  distinte  ;  poiché ,  se 
foBse  p.  es.  &fi  =  8ff,  se  ne  dedurrebbe  S~\Sfi)=B-\8fj) ,  cioè 
fi  =  fj.  £sse  coincidono  dunque,  fatia  astrazione  dall'ordine,  colle 
stesse  f,  ,  fi  ,  •  •  •  ,fì,-  Si  ha  dunque,   per   la  sapposta  simmetria 

Fisr,,sf,,...,sf,)=F{r,,r,,...,r,) 

e  per  conseguenza,  confrontando  con  (3)  : 

s-nf.,r, /»)=F(A,  A,  ■..,/.)• 

533.  Come  esempio  importante  per  ciò  cbe  seguirà,  notiamo  cbe: 
*^  U  I  ^»  >  ■  ■  •  ì^k  to^o  i  valori  algebricamente  distinti  che  può 
prendere  la  f(z,  >  x,  , .  .  .  ,  x^  mediante  sostituzioni  fra  i  tuoi  ar- 
gomenti, il  prodotto  : 

(z-f,X8-f,)...(z-f,),  '  (4) 

ove  z  è  una  nuova  variabile  indipendente  dalle  x,  ,  Xf  ,  . .  . ,  x„ , 
resterà  inalterato  da  ogni  sostituzione  fra  le  x,  ,  x, , .  .  . ,  x„. 
Saranno  del  pari  fuozionl  simmetriche  delle  x^  ,Xg  ,  .  . .  ,x^ìe 

somme  : 

fi+f»  +  -..+fH  ,  f,f,+fif»  +  ftr»+---  .  /'./Vj  +  --- 

che  si  presentano  fcfr.  art.  218)  come  coefficienti  del  prodotto  (4) 
sviluppato  secondo  le  potenze  di  z. 

534.  Se  H'i  =  1  ,  H  ,  , .  .  . ,  H  ^  ,  sono  le  tostituzioni  di  un  grup- 
po (W)  contenuto  nel  gruppo  iÈ) ,  appartenente  alla  funzione 
f(x,  ,  X,  ,  .  , .  ,  x„),  e  l'insieme  di  tutte  le  [n  sostituzioni  fra  le 
X,  ,  , .  .  ,  x„  si  rappresenti  col  quadro  : 

H',  ,  H',  , . .  .  ,  H';,. 


f  +  K',f  +  K'jf  +  .  .  .  +  K'j  f 


i>,  più  generalmente,  una  funzione  simmetrica  qualunque  di  queste 
k'  funzioni)  è  una  funzione  simmetrica  delle  x^ ,  x,  , .  . . ,  x„. 
Basterà  dimostrare  che  applicando  alle  k'  funzioni  : 

f,K'^,KV,...,-K\-  (7) 

una  stessa  sostituzione  qualunque  S,  lo  nuove   funzioni   ottenute 

non  differiscono  dalle  (7)  che  per  l'ordine.  Ora  ciò  sarà  senz'altro 

0*nLLi.  —  hlituxioHi  ili  analiti  alQtbrica,  8.'  odii.  82 
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'evidente,  qnando  arremo  dimostrato  che  le  k'  funeioni  (7)  altro 
non  sono  che  le  k  funzioni  algebricamente  distìnte  f j  ,  f^  ,  .  . . ,  f^ 
(dell'art.  531),  ognuna  però  ripetuta  lo  stesso  numero  di  volte. 

Invero,  se  le  sostitazioni  del  grappo  (H)  si  rappresentano,   col 
procedimento  dell'art.  241,  col  quadro  : 

1  ,  H', ,  . . .  ,  H'v 


ò  chiaro,  confrontando  col  qnad^o  (1),  che  le  k'h'  sostitazioni  (5) 
coincìderanno  colle  k-X-h'  sostituzioni  del  tipo: 

Ki-Lj-H-j,  (Kt=Li=H\=l) 

cosicché,  per  le  k'  sostitazioni:  E',  ,  K',  , ...  si  potranno  scegliere 
i  k'  prodotti  del  tipo  Ki-Lj,  Ora,  di  qnesti  kX  prodotti,  quelli  che 
hanno  per  primo  fattore  uno  stesso  Kj ,  cioè  : 

EfL|  ,  EjLg  f . .  . ,  EfL], 

applicati  alla  ftinzione  /,  danno   evidentemente   per  risaltato   la 
stessa  funzione  Kff,  giacché  le  L,  appartenendo  al  gruppo   (H), 
non  possono  alterare  la  f.  Concludiamo  dunque  appunto  ohe  le  (7) 
coincidono  colle  (2)  ripetute  ciascuna  X  volte. 
Nel  caso  speciale  della  somma  (6),  è  chiaro  che  sì  avril  : 

535.  Se  mediante  la  funzione  f(x^  ,  £Cj , .  . . ,  a;„)  si  formi  il  com- 
posto razionale: 

A^^  +  A^^-'  +  ...+Ax_,r+A), 
B/''  +  B/l^-i  +  . . .  +  B^„/+  B^ 

che  indicheremo  con  ¥{xi  ,  a;, , . .  .  ,  a;„),  in  cui  le  Ag ,  A,  ,  . .  . , 
Bo  ,  B,  ,  .  . .  sono  dello  semplici  costanti,  ovvero  delle  funzioni 
simmetriclie  ben  determinate  delle  x^  ,  x^  ,  .  . .  ,  x^  ,  è  senz'altro 
evidente  che  tutte  quelle  sostitazioni  fra  le  variabili  x,  ,ir,  ,...,Xh, 
che  lasciano  inalterata  la  f,  lascieranno  del  pari  inalterata  la  F. 
Per  conseguenza  il  gruppo  di  F  conterrà  come  eoo  sotto-gruppo 
il  gruppo  di  f  (che  potrebbe  anche  coincidere  collo  stesso  gruppo 
di  F). 

£  assai  importante  di  dimostrare,  come  appunto  passiamo  a 
fare,  la  verità  delia  proposiziono  reciproca. 

536.  Teorema  di  Lagrsnge.  —  Date  le  due  funzioni  F(x,  ,  . .  - ,  x„) 
ed  f(Xj  ,  ...  ,  x„),  affinchè  la  F  si  possa  esprimere  identicamente  come 
un  composto  razionale  della  f,  i  cut  coefficienti  siano  delle  funzioni 
timmetriche  delle  Xj,x,,...,  x^ ,  è  necessario  e  sufficiente  che  laFnon 
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ria  alterata  da  quelle  tosHtuzioni,  fra  le  variabili  x,  ,  x, , ...  ,  x„ , 
che  lasciano  inalterata  la  f. 

Si  è  TÌBto  or  ora  che  la  condiziono  ennnclata  è  necessaria.  Ci 
resta  a  far  vedere  che  essa  è  anche  sofflciente  ;  cioè  che  è  possi- 
bile un'espressione  di  F  sotto  la  forma  indicata,  quando  il  grappo 
di  F  contiene  tutte  le  sostittizionì  del  grappo  di  f. 

Siano  f  ,ff  ,f^  , . .  .  ,  f^ì  valori  algebricamente  distinti  che  paO 
prendere  la  f  mediante  sostitnzioni  fra  le  ìt^  ,  a^  , . .  . ,  x„  e  siano 
^1  )  ^»  j  Fg  ,  .  .  .  ,  F»  1  corrispondenti  valori  di  F  ;  con  che  inten- 
diamo di  dJre  che  F^  ò  quella  funzione  che  nasce  applicando  ad 
F  quella  stessa  Bostituzione  che  ha  servito  per  dedarre  da  f  la  fy 

Se  poniamo  per  brevità  : 

5W  =  t«  -  /■)(•  -/.)C«  -«•■■(»-  A)  (8) 

ove  e  è  noa  naova  variabile  indipendente  dalle  Xj  , .  . .  ,  x„  ,  il 
prodotto  : 

sarà  ana  finzione  delle  a:,  ,  x,  , .  .  . ,  a;„  il  cai  grappo  contiene 
evidentemente  il  grappo  di  /*;  cosicché  la  somma: 

t,,)  =  Fl(f'+F,J<!Ì  +  ...  +  F,-?^  (9) 

sarà  (art.  534)  una  funzione  simmetrica  rispetto  alle  a;,  ,  a:, , ... ,  x„. 
Sostituendo  in  questa  identità,  f  in  luogo  di  «  e  tenendo  pre- 
sente la  {8),  se  ne  ricava  : 

Intanto,  se  nell'identità  (8)  si  ponga  z  +  h  in  luogo  di  z,  si  svi- 
luppino i  due  membri  secondo  le  potenze  di  A  e  si  eguaglino 
quindi  i  coefficienti  di  h  nel  primo  e  secondo  membro,  si  ottiene 
(art.  501): 

,w=?aH.^+...+j<!L, 

t-fz  —  f^  2- A 

d'onde  si  dedace  per  z^f: 

t'(n  =  (.f-f,)(.r-f,)---(.f- ut- 
Se  dunque  introdaciamo  le  finzioni  Bìmmetriche  (cfr.  art.  533)  : 
*■  =  -(/■  +  /■.+  •■■+/.) 
*■=/,/'.  +  /'/.+ /■t/'.  +  --- 


cosicché  Is  (8)  8i  può  Bcrivere  ; 

f{c)  =  e"  +  A,e*-'+  A,«^+  . . .  +A,, 
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abbiamo  : 

{f-f^yr-fù  -  (/'-A)=*r'-'+('t-i)A,r*-»+ ...  +a._,. 

Sostitaendo  ciò  in  <10)  veniamo  cosi  a  consegaire  per  F  l'espres- 
BÌone  della  forma  desiderata,  cioè: 


II  teorema  resta  cosi  dimostrato. 

537.  Volendo  precisare  maggiormente  la  funzione  4*,  ei  svolgsno 
i  quozienti  della  formola  (9)  mediante  la  regola  di  BatBni,  che 
ci  d&: 

7^=^*-'  +  (fi  +  A,)2*-'  +  (A*  +  A^,  +  A.)^*''  +  . . . . 
Introducendo  le  funzioni  eimmetricbe  di  Xi  , . . .  ,!e„: 

^,  =  F/*  +  hY,'  +  F,/;*  +  .  .  •  +  FìAS  (12) 

si  otterrft  cosi: 

*{2)  =  4.,z*-'  +  (♦,  +  A,+o)b»-*  -j-  ((I«,  +  A,*,  +  A,4.>*-*  +  . . . , 
onde  la  (11)  si  potrà  scrivere: 

fc/ *-'+(i-l>A/»-'+(fc-2)A^» -»+... +Ai_, 

538.  Come  applicazione  della  teoria  esposta  ci  Decaperemo  ora 
della  ricerca  di  quelle  fanzioni  razionali  delle  variabili  a;, , z, ,■-,'>>' 
che  possono  prendere  due  soli  valori  per  tnlte  le  sostituzioni  fra 
le  variabili.  Ciò  eqtiivale  a  ricercare  (art.  531)  qnoUe  fanzioni  ra- 
zionali il  cai  grappo  ha  per  ordine  la  metà  di  [n. 

Conviene  dunque  iananzi  tutto  investigare  se,  oltre  al  grappo 
alternato  da  noi  già  conoeciuto  (art.  245),  che  6  appunto  di  or- 
dine *=■ ,  possano  esistere  altri  gruppi  di  qaestu   stesso  ordine , 

composti  con  Boetltuzioni  appartenenti  al  grappo  simmetrico  (G), 
formato  da  tutte  le  [n  sostituzioni  fra  le  a:, ,  ...  ,  x„.  La  rispcsw 
b  negativa. 
Siano  infatti  : 

n,  =  1  ,  H»  ,  Hj, , .  .  .  ,  Hh  (13) 

In 
le   eoBtitozioni  di  un  gruppo  (H) ,  di  ordine  N  =  = ,  contenuto 

nel  gruppo  Bimmetrico  (G). 

Esisterà  almeno  una  trasposizione  T  Tion  compresa  fi-a  te  (13): 
poiché  se  il  gruppo  (H)  contenesse  tutte  le  trasposizioni,  dovrebbe 
anche  contenerne  i  prodotti,  cioè  (art.  238)  tutte  le  [n  sostituzioni 
fra  le  (c, , . .  . ,  x^.  Per  conseguenza  il  gruppo  (O),  siirà  costiinito 
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(art.  241)  dalle  N  sostituzioni  (13)  e  dalle  N  sostituzioni: 

H,T  ,  HjT  ,  HjT  , .  .  .  ,  HnT  (14) 

0  anche  dalle  sostituzioBi  (13)  e  dalle  sostituziout  : 

THj  ,  TH, ,  TH,  , .  .  . ,  THs.  (H)' 

Di  qui  segue  evidentemente  clie  le  (14)  coincider  debbono,  fatta 
astrazione  dall'ordine,  colle  (14)',  sicché  sì  :ivrà  per  ogni  valore 
di  i  e  per  an  opportuno  valore  di  j  : 

H(T  =  THj.  (15) 

Si  vede  inoltre  che  il  prodotto  di  un  niininro  pari  di  sostituzioni 
scelte  fra  le  (14)  darà  sempre  una  sostituzione  appartenente  ad 
H  ;  poiché  se  una  qualunque  delle  (H),  p.  as.  H^'T,  si  moltiplichi 
per  un'altra  qualunque  delle  (14)',  che  sia  p.  os.  TH, ,  si  otterrà 
come  prodotto,  essendo  T'  =  1  : 

H^T-TH,  =  H,.T'H,  =  H^H,. 

Se  dunque  noi  dimostreremo  che  tutte  le  possibili  trasposizioni, 
fra  le  x^ , .  . .  ,a:„,  si  trovano  comprese  fra  le  (14) ,  ne  seguirà 
che  tutte  le  sostituzioni  equivalenti  ad  un  numero  pari  di  traspo- 
sizioni faranno  parte  del  gruppo  (H),  il  quale  dovrà  perciò  coin- 
ciderò (ai-t.  245)  col  gruppo  alternato,  come  si  ha  in  mira  di  di- 
mostrare. 

Se  sia  p.  es.  (x^x^)  la  trasposizione  T,  che  già,  per  ipotesi,  fa 
parte  delle  (14),  ci  basterà  dimostrare  die  fra  le  stesse  (14)  è  con- 
tenuta anche  la  (x^Xj)  ;  poiché  in  modo  simile  si  dedurrà  poi  suc- 
cessivamente che  si  trova  fra  esse  compresa  qnalaiasi  altra  tra- 
sposizione. 

Ora,  per  (a;^)  =  9,  si  pu6  scrivere  i 

(x.X3)  =  &T5.  (16) 

Ma,  se  -  appartiene  al  gruppo  fi,  e  sia  p.  es.  3  =  Hf ,  si  ha,  per 
quanto  si  é  già  notato  : 

5  Tà  =  Hi-TEj  =  Hj.HjT  =  H,.T , 

onde  la  (x^x,)  farà  appunto  parte  delle  (14).  8e  poi  5  appartiene 

alle  (14),  e  sia  p.  es.  5  =  H,T,  si  avrà  del  pari  : 

5  T5  =  H(T  ■  T .  H(T  =  H^T'H^T  =  Hj'T  =  H,.T 

Resta  cosi  dimostrato  quanto  sì  voleva,  cioè  che  esUte  un  unico 
gruppo  (il  gruppo  alternato),  che  aia  di  ordine  uguale  alla  metà 
dell'ordine  del  gruppo  simmetrico. 

639.  Ogni  funzione  razionale  delle  variabili  X[  ,  x,  ,  .  ,  .  ,  x„  che 
sia  tuicettibile  di  prendere  due  soli  valori  olgebricamente  distinti, 
per  tutte  le  sostituzioni  fra  ie  x, ,  .  .  .  ,  x„ ,  è  contenuta  nell'espres- 
sione f  -f  D({i,  in  cui  <t  e  >}/  sono  funzioni  razionali  e  simmetriche 
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1  le   variabili  combinale 

due  a  due. 

Sia  infatti  F  una  funziono  razionale,  a  dne  valori,  delle  varia- 
bili »] ,  . . 

coincÌder&  necessariamente  col  gruppo  alternato,  giacché  si  è  or 
ora  dimostrato  essere  questo  l' unico  gmppo  di  quest'  ordine  Ara 
le  X,  ,sCi  , . .  . ,  x„. 

D  altra  parte,  anche  la  funzione  D  sopra  definita  appartiene 
allo  stesso  groppo  alternato  ;  come  si  vede  chiaramente  prendendo 
per  D  l'altra  espressione  equivalente  (art.  481)  : 


(IT)' 


la  quale  resta  Inalterata  per  un  numero  pari  di  scambi  tt&  le  co- 
lonne, cio6  per  le  sostìtazioni  equivalenti  ad  an  numero  pari  di 
trasposizioni  fra  le  a^^  ,  ... ,  x„  (il  cui  Insieme  è  appunto  il  gruppo 
alternato)  e  cambia  invece  di  segno  per  un  numero  disparì  di 
scambi  fra  le  colonne,  cioè  per  le  sostiluzioni  di  classe  dispari 
fra  le  a;,  , ... ,  x„. 

La  ftinzlone  F  si  può  dunque  esprimere  (art.  536)  sotto  la  forma: 

A,D^-HA.D^-W...4A, 
"  BoD''  +  BjD"-'  -I- .  . .  -h  B^  ^    ^ 

essendo  le  Àg ,  Àj  ,  .  .  . ,  B^  ,  B, , . . .  funzioni  razionali  simmetri- 
che delle  Xi , .  . . ,  x„. 

Ma  la  potenza  D'  b  ancor  essa  una  funzione  simmetrica  delle 
se,  ,  .  . .  ,  a;„ ,  se  l'esponente  intero  i  è  pari  ;  e,  se  i  6  disparì,  per 
es.  i=^'-l-l,  si  può  scrivere  più  sempticemeate  : 

dove  A  è  finzione  razionale  e  simmetrica  delle  Xj  , .  . .  ,x^. 

Si  può,  per  conseguenza,  prendere  per  F,  in  luogo  della  (18) , 
l'espressione  più  semplice: 

B^  +  B, 
e  qaindl  anche  ; 

(A.D^A,)(B.D-j.) 

E,'D>-B,'  -»  +  "» 
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*         BoD»-B,»  ^        B(,D»-B,* 

sono  apponto  fanzioni  simmetriche  delle  a:,  ,  . .  . ,  a;„;  e.  d.  d. 

540.  Chiaderemo  qaesto  §  con  nna  proposizione  che  si  può  ri- 
ganrdftre  come  la  reciproca  di  qnella  dell'art.  530,  cioè:  te  E.  i 
un  gruppo  di  toatìtuzioni  fra  le  variabili  Xj  ,  x,  , .  . .  ,x„,  esiste 
sempre  una  funzione  intera  f(zj  ,  x,  , , .  . ,  x„)  i2  cut  valore  alge- 
brico resta  inalterato  per  le  sostituzioni  di  S.  ed  è  invece  alterato 
da  ogni  altra  sostituzione. 

Invero,  se  a^ ,  a,  ,  . .  .  ,  a„  sono  n  coefficienti  costanti  fra  loro 
tatti  distinti,  la  ftuizione: 

1?  =  a,X|  +  «jo,  +  .  . .  +  a„x„ 

prenderà  evidentemente  [n  valori  algebricamente  distinti  per  le  [n 
sostitazioni  tra  le  Xj  ,x,  , .  . .  ,x„. 

Ciò  posto,  se  <;,  ,  <fj  , . . . ,  if^  sono  i  valori  che  nascono  da  tp 
mediante  le  sostituzioni  di  B,  è  chiaro  che  la  funzione  : 

(P  -  9i){p  -9i)  ■•■{'?-  ?0     ■  (19) 

resterà  Inalterata  per  tntte  le  sostitazioni  di  H,  comunque  si  de- 
termini Il  parametro  costante  p. 

Perchè  la  (19)  sia  la  funzione  desiderata,  basterà  dunque  esclu* 
dere,  dagli  infiniti  valori  che  si  potrebbero  scegliere  per  p,  quel 
valori,  manifextamente  in  numero  finito  (cfr.  art.  460),  per  1  quali 
la  (19)  resterebbe  altresì  inalterata  da  qnalcnna  delle  [n  —  h  so- 
stituzioni che  non  appartengono  ad  H. 


§  12.0  —  Qaoslente  di  due  fnnstonl  Intere. 

&4 1 .  Siano  : 

f(x)=8oX*"+a,x"-»+...+a„ ,    e    <j(x)=boX»+bix"-'+...+b„ 

due  funzioni  intere  date  della  variabile  x  e  sia,  per  fissare  le  idee, 
m  5  D-  Si  possono  sempre  determinare,  ed  in  un  unico  modo,  due 
funzioni  intere,  l'una: 

Q(x)  =  qoX"-"  -)■  qix"-"-'  +  .  .  .  +  q„_„ 

del  grado  m  —  n,  l'altra  : 

H(x)  =  r^x""*  +  r,x""*  +  .  . .  +  r„_, 

del  grado  n  — 1,  tali  da  avere  identicamente: 

f(x)  =  Q(s)5{x)  +  R(x).  (1) 

Infatti,  posto  per  brevità  wi  —  n  =  A,  affinchè  sia  soddisfatta  la 
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Identità  (1),  cioè  : 

bisogna  cbe  stano  egaali  nei  due  membri  i  coefficienti  delle  ] 
tenze  simili  di  x,  cioè  cbe  si  Terificliino  le  relazioni  : 

l    do  -  bi,q,  =  0 

I  a,  -  big,  -  b,q^  =  0 


«A  -  h^i>  -  6ft-i?i  -  . . .  -  Mo  =  0 

«»+i  -  &A+i?o  -h9i~  ■  ■•-  ^ilh  -*■((  =  0 

«A+i  -  ''a+i9o  -  hi^i9t  -  ■■■  -  *i9*  -  «"i  =  0  (3j 

in  cut  s'intendono  avere  valore  nailo  qnei  coefficienti  b  il  cui  in- 
dice riaBcisse  Buperlore  ad  n. 

Ora  colle  (2)  si  possono  evidentemente  determinare  sncccBsiva- 
mente  ed  in  nn  vnico  modo  i  coefficienti  q, ,  <lx  •  ■  •  •  delia  fnn- 
zìone  Q(a;),  e  quindi  colle  (3)  si  determinano  dipoi,  del  pari  iann 
unico  modo  i  coefficienti  r^  ,  r,  ,  . .  .  della  R(x). 

Beata  cosi  dimostrato  che  si  possono  sempre  determinare  ed  in 
tin  sol  modo  le  due  funzioni  Q(a;)  ed  R(ir)  che  devono  soddiefare 
all'Identità  (I).  Esse  si  cliiamano  risp.  il  quoziente  ed  il  reeto  della 
divisione  della  funzione  f(x)  (dividendo)  per  la  funzione  if(a;)  [di- 
vidente). 

542.  Se  il  dividente  ?{a:)  è  una  funzione  di  primo  grado  (che 
potremo  supporre  ridotta  alla  forma  a:  — a),  il  resto  sari  nna  fun- 
zione di  grado  zero,  cioè  una  costante  ;  e  dall'identità  : 

si  vede,  ponendo  x  =  o,  clie  dev'essere  G  =  f(a). 

Confrontando  qucst'  identità  con  quella  ottenuta  al  §  4."  clie 
ci  Ila  condotto  nlla  regola  dì  Ruftini,  vediamo  che  1  coefficienti 
5ii  >  3i  1  •  ■  ■  T  ?m-i  '^^^  quoziente  ed  il  resto  C  si  ottengono  appunto 
con  quella  regola;  cioè  clie  : 

qa- 


fo 

,  ?■  = 

?«« 

=  »i 

,?. 

=  «i" 

'u. 

<?.- 

,a  + 

o,-, 

C  = 

-J- 

,0  + 

«« 

=  /•(')■ 

b4S.  Se  il  resto  R(x)  della  divisione  di  F{x)  per  ^{x)  è  identi- 
camenle  uguale  a  zero,  cioè  so  si  ba  identicamente  : 

F(x)  =  q(x).^x), 

&i  dice  che  *;a:)  è  un  divisore  di  F,!C),  o    ohe   F(x)    b    divisibile 
(esattamente)  per  ♦(x). 


lyCoOt^lc 


—  257  — 

Se  4(x]  b  nna  funzione  di  grado  zero ,  cioè  nna  costante ,  è 
cliiaro  che  essa  potrà  sempre  soddisfare  ad  un'eguaglianza  della 
forma  precedente  ;  cosicché  nella  teoria  della  divisibilità  delle  fan- 
zioni  intere  le  costanti  debbono  considerarsi  come  divisori  esatti 
di  qualsiasi  funzione  intera  F(x},  precisamente  come  nella  teoria 
l^ell^  divisibilità  dei  numeri  interi  l'unità  si  riguarda  come  divi- 
sore di  qualsiasi  numero. 

Ciò  posto,  due  funzioni  intere  si  dicono  prime  fra  loro  se  esse 
non  hanno  alcun  divisore  comune  variabile,  SI  è  detto  variabile 
per  escludere  il  caso,  che  sempre  ha  luogOj  di  divisori  comuni 
costanti.  Secondo  questa  definizione,  se  due  funzioni  intere  non 
sono  prime,  esse  avranno  un  divi»oro  comune  almeno  di  primo 
grado  in  x. 


1.  Trovare  il  qaoEÌant»  ed  il  resto  delU  diviiione  di  2x'— 7x*  f  8^-t-2«-f  8 
per  r*-2si  6  oelcolando  1  eoeffioienti  del  qaoEiente  e  del  reeto  col  metodo 
spiegato. 

2,  Verificare  come  questo  metodo  coincide  in  aostanEa  con  quello,  che 
si  tiene  nella  pratica,  fondato  ealla  coneidereaione  dei  eucoeMivì  dividendi 
parziali.  11  calcolo  bÌ  dispone  come  aeftne  ; 


2a^ 
-21» 

3^  + 
iaf- 

■l(te' 

+  2x48 

+  ?«' 

7i'- 

lOx*  +  2aj  +  8 

_ 

7aJ- 

■243:' 

'  +  37»;  +  8 
4  14X-3J 

-24a:»  +  5]a:  — 27 
Si  trova  cosi  Q  =  2*'-7a:  +  7  ,  R=:-24«*+ 51«-27. 

§  13.0  —  Uasslmo  ootniui  dlTlaoro  di  due  fonilonl  intere. 

544.  Date  due  fonzioni  intere  f(x)  ed  f,{x)  dei  gradi  rispettivi 
m  ed  n,  ci  proponiamo  di  trovare  un  procedimento  col  quale  sia 
possìbile  di  indagare  se  esse  abbiano  o  no  qualche  divisore  co- 
rnane, oltre  le  costanti  che  debbono  considerarsi  come  divisori  di 
qualsiasi  funzione. 

Suppongasi  che  nt  non  sia  inferiore  ad  n,  e  si  indichino  con  <f 
ed  fg  risp.  il  quoziente  ed  11  vesto  della  divisione  di  f  per  f^.  Si 
avrà,  identicamente  : 

f=<if,+fi    (1),        onder        f-ffi^fr  W 

Ora,  se  <Jf  è  una  funzione  intera  che  divide  slmnltaneamente  f 
ed  /",  ,  dev'  essere  : 

Capku.1.  —  Ittitunioni  di  analin  algebrica,  8,'   edi*.  8d 
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con  g  B  g^  ftuzionl  intere.  Si  dovrà  danque  avere ,  sostitnendo 
nella  (1)',  l'Identità: 

la  quale  dice  che  anche  /*,  è  divisibile  esattamente  per  ^,  essendo 
g  —  ^fff  nna  fanzione  intera  di  a:.  ■      « 

Similmente  sì  vede  dalla  (1)  che  ogni  fruizione  Intera  che  divida 
simultaneamente  /,  ed  /', ,  dovrà  divìdere  f.  Danqne  : 

Tutte  le  funzioni  intere,  divisori  comuni  di  due  fuìtzioni  t  ed 
fj ,  coincidono  eoi  divieori  comuni  di  f,  ed  f,  ;  essendo  f,  il  reste 
della  divisione  di  f  per  f,,  supposto  il  grado  di  f  non  inferiore 
a  quello  di  f,. 

545.  Essendo  ■>ra  f^  di  grado  inferiore  ad  f,  (al  piti  di  grado 
n  — 1),  al  indichino  con  9^  ed  /',  il  qaoziente  ed  il  resto  della  di- 
visione di  fi  per  fi  ;  onde  si  avrà  l' Identità  : 

dalla  qaale  risalta,  come  poco  fn,  che  tutti  i  divisori  comuni   di 
f,  ed  ff,  e  quindi  anche  i  divisori  comuni  di  fedfi,  coincidono 
coi  divisori  comuni  di  f^  ed  fy 
Cosi  procedendo  ei  possono  formare  saccesslvamente  le  Identità  : 

ri=<fifs+f» 


fr  =  9/r+I  +  fr»  ,  U,  =  C0St« 

nelle  quali,  poiché  le  nuove  fnuzioni  ottonate  ftifsìtti  •••  t  sono 
di  grado  contìnuamente  decrescente,  si  dovrà  certo  pervenire  ad 
nna  funzione  f^^  di  grado  nullo,  la  quale  si  ridurrà  quindi  ad 
una  semplice  costante. 

Importa  ora  distinguere  il  caso  In  cui  questa  costante  è  diversa 
da  zero  da  quello  in  cui  essa  è  uguale  a  zero. 

Nei  primo  caso  le  due  funzioni  date  f  ed  f^  non  possono  avere 
alcun  divisore  comune  vaviabile,  dovendo  tutù  i  divisori  comaui 


di  /  ed  f,  dividere  f^,^^ ,  che,  per  supposto,  è  una  costante  diversa 
da  zero.  Dunque  le  due  funzioni  date  sono  prime  fra  loro. 

Nel  caso  invece  che  la  costante  f^^^  sia  zero,  l'ultima  relazio- 
ne (2)  diventa: 

fr=tr-frH> 

la  quale  dice  che  ogni  divisore  di  Z*,.^,  è  anche  un  divisore  dìf^, 
e  quindi  è  un  divisore  comune  di  f  ed  /*,.  Recìprocamente,  ogni 
divisore  comune  dì  f  ed  f, ,  dovendo  essere  un  divisore  comune 
di  f^  e  di/^., ,  dividerà/",,^,.  Di  qui  segue  che  tutti  1  divisori  comuni 
di  /  ed  ff  coincideranno  col  divisore  della  f^^^.  Quest'ultima  fun- 
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zione,  ohe  non  è  ima  costante,  si  chiama  perciò  il  mattima  cornuti 
divitore  di  f  ed  fj.  la  ontr&mbf  i  casi  paò  dirsi  che  : 

Tutti  i  dioUori  comuni  di  f  ed  {^  coincidono  coi  diviiori  del 
massimo  comun  divisore  delle  etesae  f  ed  fj. 

546.  Se  una  funzione  intera  7  divide  il  prodotto  di  due  fun- 
tioni  F  e  ^  ed  è  prima  con  una  di  esse,  deve  divìdere  necessa- 
riamente l'altra. 

Infatti,  se  la  fanzioiie  V  è  prima  eoo  F,  sppllo&ndo  il  metodo 
ora  esposto  per  la  ricerca  del  masBimo  divisore  comune,  si  hanno 
delle  identità  della  forma  : 

F  =  9T  +  F, 
F,  =  ?^,  +  F, 


^r-l  =  9r^r  +  ^r* 


con  G  costante  diversa  da  zero.  Moltiplicando  ora  i  primi  ed  l  se- 
condi membri  di  queste  identità  per  ìf  si  hanno  le  identità  : 


n  +  tF, 

:,,.»r,  +  4F„, 

d'onde  segue,  poiché  V  divide  per  ipotesi  il  prodotto  OP,  che  V 
deve  dividere  i  prodotti  : 

*F,  ,  *Ps , .  . . ,  ♦Frtl  ,  C* 

r  ultimo  dei  qnalt,  fatta  astrazione  dal  fattore  costante  C,  è  ap- 
punto la  fnnzione  ^.  Dunque,  ecc. 


Hot*  «d  Bawoiai, 

1,  Trovare  il  maisimo  oomao  divisore  delle  due  funEÌoni  intere  : 

«■  +  2»«-*-2        ed        X*  +  2a»-8. 

2.  Nel  oaloolo  del  maaainio  coi 
importuisK  pmtioA  le  seg^nenti 
Lftre  i  nnmeri  frtuionftrii. 

1,")  Dd»  delle  due  faniioiii  di  cui  ai  cerea  il  maaiimo  oomnn  diviBore, 
li  pnfr  moltiplicare  per  un  fattore  costante  arbitrario  purché  divereo   d» 
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EOro.  CoD   ciò  il  niKaeimo  comun  divisore  non  si  viene  *d  «Iterare  che  di 
un  fattore  coetuite,'^il  ohe  aoa.hk  importanaft. 

2.°}  Sa  durante  1»  divisione  di  due  funzioni,  fatt»  eoi  motodo  dei  di- 
videndi paniali  (V.  Sìsercixi  del  §  preo.)  si  moltiplica  un  dividendo  par- 
ziale per  un  fattore  ooRtante  arbitrario  diverso  da  lero  e  si  prosegue  la 
divisione,  il  qnoxieate  verrà  ad  «isere  alterato,  ma  il  resto  non  si  altererà 
che  di  an  fattore  costante.  Perciò  questa  modificaiione  dei  calcoli  6  sem- 
pre permessa  nella  ricerca  del  massimo  comnn  divisore. 

Dimostrare  tutto  ciò  e  riconoacere  sn  un  esempio  come,  con  queste  mo- 
difloaiionì,  si  posaano  eliminare  tutte  le  fraaioai  di  mano  in  mano  che  si 
preeentuio. 
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CAPITOLO  VII. 

OPERAZIONI   CON    NUMERI    REALI. 


§  l.o  —  Problemi  ohe  oondaoono  alla  latrodaiioae 
del  numeri  Irrasloonll. 

547.  Oltre  alle  quattro  operazioni  foodamentall  esistono  altre 
operazioni,  di  natura  eBsenzialmente  algebrica,  le  quali  non  si  po- 
trebbero sempre  effettuare  qualora  11  campo  degli  enti  aritmetici 
si  volesse  limitare  al  soli  numeri  razionali.  Cosi  p.  es.  l'operazione 
dell'  estrazione  di  radice  quadrata  da  un  numero  razionale  posi- 
tivo p,  espressa  dal  simbolo  -Jp ,  sarebbe  possibile  soltanto  nel 
caso  in  cui ,  messo  p  sotto  la  forma  —  con  m  ed  n  interi  posi- 
tivi primi  fVa  loro,  ciascuno  dei  numeri  interi  m  ed  n  fosse  un 
quadrato  esalto  ;  poicbè  nel  caso  contrario  (cfr.  art.  398)  non  esi 
sterà  alcun  numero  razionale  che  elevato  a  quadrato  riproduca  j;. 

Intanto,  se  indicblamo  con  A  il  complesso  di  tutti  i  numeri  ra- 
zionali 0^,0^,0^,...  il  cui  quadrato  è  minore  di  p,  e  con  A'  il 
complesso  dì  tutti  i  rimanenti  numeri  razionali  a',  ,  a\  ,  a\  ,  ,  .  . 
il  cai  quadrato  è  maggiore  di  p,  queste  duo  classi  di  uumeri  go- 
dono delle  due  proprietà  seguenti  : 

1.'  Ogni  numero  contenuto  nella  classe  A  è  minore  di  ogni 
numero  contenuto  nella  classe  A'. 

2.*  Data  una  quantità  positiva  e  scelta  piccola  ad  arbitrio , 
esisteranno  sempre  due  numeri  a^ ,  a'j ,  il  primo  della  classe  A  e 
il  secondo  della  classe  A',  tali  che  la  loro  differenza  a'j  —  ai  sia 
pifi  piccola  di  G. 

Di  queste  duo  proprietà  la  prima  è  senz'  altro  evidente.  Per  di- 
mostrare la  seconda  si  considerino  1  successivi  numeri  razionali 
positivi  : 

„    E      2s      3e      4e  tis     ,  ,  é 

"■v'^'^'ir ^>(«  +  i)t,,-..;  (1) 


c  sìH-^  il  primo  fra  essi  che  abbia  il  suo  quadrato  maggiore  di 

p.  Qnesto  oumero   ~  dovrà  trovarsi   necessariamente ,   polcliè   i 

saccesslvi  termini  della  progressione  aritmetica  (1)  diventano  sem- 
pre piti  grandi  flao.>a   superare    qualunque   numero    assegnabile 
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grande  quanto  si  voglia.  Poictiè  allora  il  numero  —    è   il   primo 
termine  per  11  quale  si  ha  : 


«)■> 


>P, 

è  cbiaro  che  il  termine  precedente  (n  — 1)-  darli 

[(»-l).|]'<y. 

Esisteraono  dnnqne  nelle  due  classi  A  ed  A'  rispettivamente  i 
due  nameri  a,-  =  (n  — !)■  -  ed   a'jsn*^  la  cnl  differenza  sari: 

a'i-ai  =  n---{n-\)^  =,^ 

cioè  appunto  più  piccola  di  e. 

La  seconda  delle  due  proprÌot&  ora  menzionate  si  pnb  anche 
enunciare  dicendo  che  fra  le  due  classi  A  ed  A',  benché  compo- 
ste di  elementi  differenti,  vi  può  essere  un  avvicinamento  indefi- 
nito. Ciò  nonostante  è  facile  di  riconoscere  che  non  esiete  alcun 
numero  razionale  determinato  il  quale  rappresenti,  per  cosi  dire, 
l'elemento  di  separazione  delle  due  classi,  cioè  un  numero  deter- 
minato il  qnale  possa  essere  avvicinato  indefinitamente  (*)  sia  cod 
numeri  della  classe  A  che  con  numeri  della  classe  A'. 

Supponiamo  infatti,  se  è  possibile,  che  esistesse  un  certo  numero 
razionale  a  il  quale  segnasse  la  separazione  precisa  delle  due 
classi  A  ed  A',  cosicché  allora  le  differenze  a-Of  ed  a'^— a  sì  po- 
trebbero rendere  piccole  a  piacere  scegliendo  opportunamente  gli 
elementi  a,-  ed  a'j.  Il  numero  a'  non' potendo  essere  uguale  a  p, 
ammettiamo  p.  es.,  per  fissare  le  Idee,  che  sia  maggiore  di  ;>,  cioè 
che  sia: 

a*=p  +  È  (2) 

dove  E  indichi  un  certo  numero  positivo  diverso  da  zero.  Se  ora 
prendiamo  un  numero  qualunque  a  della  classe  A,  sarà  per  sap- 
posto a*  <  p  e  quindi  sostituendo  In  (2)  al  arri  : 

a'>  a'  +  e 
à' onde  : 

e  polcbi  : 

a»  -  a*  =  (a  +  o)(a  —  a), 

si  potrà  scrivere  anche  : 

(a  +  a)(o  -  a)  >  e 

(*j  Ove  nn  siffatto  nnniero  Mìateaae,  è  chiaro  ehe  eiao  dovrabbe  ••- 
■ere  p  di  tatti  i  nnineri  d{  A  ed  ;^  di  tatti  quelli  di  A'. 
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e  dÌTidendo  per  (a  +  a)  : 

e 
a  -■  a> , 

a  +  a 

Se  ora  nel  denominatore  dei  eecondo  membro  soBtitaiamo  in 
laogo  di  a  il  numero  maggiore  a ,    esso    crescerà   e   per   conse- 

gnenza  diminnirà  il  valore  della  frazione ridocendoslalTa- 

a  +  a 

lore  più  piccolo  — .  Si  avrà  danqae  a  fortiort  ; 


Qal  il  Beeondo  membro  rappresenta  aoa  qnantìtft  determinata, 
indipendente  dalla  scelta  del  numero  a;  perciò  questa  diengaa- 
gliasza  ci  dice  che,  comunque  eì  scelgali  nnmero a,  la  differenza 

a—a  non  potrà  rendersi  mai  più  piccola  del  ntimero  ~.  Questo  nu- 
mero rappresenta  dunque  un  limite  inferiore  dell' avvIclDamento 
fra  a  e  gli  elementi  della  classe  A.  È  dunque  assurdo  l'avere  sup- 
posto che  a  potesse  essere  avvicinato  indefinitamenre  dai  numeri 
di  ciascuna  delle  due  classi  (*). 

Se  invece  si  potesse  ammettere  l' esistenza  di  un  nuovo  ente 
aritmetico  a  il  cui  quadrato  fosse  precisamente  p,  è  chiaro  che  a 
dovrebbe  definirsi  come  un  numero  maggiore  di  tutti  i  numeri 
di  A  e  minore  di  tutti  i  numeri  di  A'  ;  esso  sarebbe  allora  l'ele- 
mento di  separazione  delle  due  classi. 

La  necessità  algebrica  di  introdurre  un  nuovo  ento  ii  cui  qua- 
drato sia  p  si  viene  cosi  a  confonderò  con  quella  di  introdurre 
un  nuovo  ente  che  sia  l'elemento  di  separazione  delle  due  classi 


(•)  Beitcrebbe  a  eonaiderare  il  caao  di  o'  <  p.  In  questo  caao  ai   potrà 
porre  a*  =  p  — e  essendo  i  positivo,  e  ai  troverà  con   procedimento   affatto 

"■->—■  <■) 

fitio  scollo  a  piacere 


Ciò  6  evidente  ae  a  <  S.  Se  poi  sia  a  >  S,  la   (_!)    darà   ponendo   > 
Inogo  di  a'  : 


\  la  (2)  a  /«rliori,  eaaendo  per  supposto  : 
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A  ed  A'.  Ora  noi  prenderemo  come  panto  di  partenza  precisa- 
mente queat'  nllimo  concetto,  che  ci  permetterà  di  inlrodarre  «d- 
dirittnra  nel  calcolo  i  nnmeri  Irrazionali  in  tutta  la  loro  genera- 
lità, anziché  introdurli  di  ranno  in  roano  che  occorra  di  rendere 
risolvibile  il  tale  o  il  tal  altro  problema  algebrico. 


§  2.0  —  DeflDlatone  d«t  nameri  In-aatookll. 

548.  Se  ùi  nn  modo  qualunque  siano  staio  determinate  due  classi 
di  nnmeri  razionali  A  ed  A',  lo  quali  godano  delle  due  proprietà 
fondamentali:  l")  che  ogni  numero  della  classe  A  sia  minore  (od  =) 
di  ogni  numero  della  classe  A',  2")  che,  presa  a  piacere  una  quan- 
tità positiva  E  (diversa  da  zero),  esistano  sempre  almeno  due  nu- 
meri, l'uno  appartenente  alla  classe  A  e  l'altro  alla  classe  A',  la 
cui  differenza  sia  minore  di  E,  sì  possono  presentare  due  casi. 

].°  Caso  ~  Esìste  un  numero  razioniile  determinato  a  maggiore 
(od  =)  di  tatti  i  numeri  della  prima  classe  A  e  minore  (od  =)  di 
tutti  i  numeri  di  A'.  In  tal  caso  noi  diremo  che  a  è  l'elemento  dì 
separazione  delle  due  classi  A  ed  A',  e  scriveremo  a:^(A,  A'ji 
cioè  col  sìmbolo  (A  ,  A')  designeremo  lo  stesso  numero  a  In  quanto 
è  individuato  dalle  due  classi  A  ed  A'. 

2."  Caso  —  Non  esiste  alcun  numero  razionale  a  maggiore  (od  =) 
di  tutti  i  numeri  di  A  e  minore  (od  =)  di  tutti  l  numeri  di  A'. 
Allora  noi  diremo  che  le  due  classi  sono  separate  l'una  dall'altra 
per  mezzo  di  un  numero  irrazionale  a  che  introdurremo  nel  cal- 
colo come  un  nuovo  ente  aritmetico,  por  il  quale  si  ammetterà 
per  definizione  che  sia  maggiore  dì  tutti  i  numeri  di  A  e  minore 
di  tutti  i  numeri  di  A',  o  scriveremo   analogamente   al    l^  caso  : 

a  =  (A  ,  AV 

È  chiaro  che  in  quest'ultimo  caso  l'affermare  Veaietema  del  mi- 
merò o  altro  non  significa  in  sostanza  che  affermare  Vesisfensa  di 
due  classi  A  ed  A'  che  godono  delle  due  proprietà  fondamentali. 

Prima  di  passare  oltre  gioverà  premettere  alcuni  esempi. 

549.  Fra  gli  infiniti  modi  che  si  potrebbero  escogitare  per  ri- 
guardare uno  stesso  numero  razionale  k  come  1'  elemento  di  se- 
parazione di  due  classi,  vanno  specialmente  notati  i  due  seguenti: 

a)  Si  formino  le  due  classi  A,  A'  mediante  un  unico  elemento 
eguale  ad  uno  stesso  numero  razionale  h.  Si  ottiene  cosi  come 
caso  specialissimo  il  simbolo  (h  ,  h),  il  quale  aitro  non  rappresenta 
se  non  che  lo  stesso  numero  razionale  h.  E  questo  evidentemente 
il  solo  caso  in  cui  ogni  numero  di  A  è  uguale  ad  ogni  numero  di  A'. 

b)  Si  pongano  nella  classe  A  tutti  i  numeri  rasionali  minori 
di  A  e  nella  classe  A'  tutti  i  numeri  razionali  maggiori  di  h.  Le 
due  classi  A  ed  A'  così  ottenute  soddisfano  evidentemente  alla 
prima  proprietà  fondamentale.  Ma  esse  soddisfano  anche  alla  se- 
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conda,  polche,  preso  an  numero  e  piccolo   a  piacere,   bì   troverà 
certameate  fra  1  numeri  di  A  il  namero  A  -  -  e  fra  i  unmcri  di 

A  '  il  numero  A  +  -  ',  la  differenza  di  questi  due  numeri  è  -  ,  cioè 
È  più  piccola  di  E.  Si  potrà  dunque  scrivere  :  h  =  {A  ,  A'). 

550.  Per  avere  un  altro  esempio  semplice ,  si  potrà  procedere 
come  segue.  Dato  il  numero  razionale  h,  si  formi  la  classe  A  coi 
numeri  : 

»-i,*-i;»4'.-i,... 

e  la  classe  A'  coi  numeri: 

ciob  si  pongano  in  A  tatti  i  numeri  della  forma  h ed   in    A' 

tutti  quelli  della  forma  A+  -,  dove  n  può  essere  un  intero  posi- 
tivo qualunque.  È  facile  vedere  che  le  due  elassi  così  formate 
soddisfano  alle  due  proprietà  fondamentali.  Infatti  gli  inBuitì  nu- 
meri contenuti  iu  A  sono  tutti  minori  di  A  e  quelli  dì  A'  tutti  mag- 

glori  di  h.  Inoltre,  se  consideriamo  nella  classe  A  11  numero  h  -  ~ 

n 

1  2 

ed  in  A'  il  numero  fc  f  -,  vediamo  che  la  loro  differenza  è  -  ,  quan- 

n  n' 

tità  che  può  rendersi  piccola  a  piacere,  purché  si  scelga  n  abba- 
stanza grande.  81  potrà  dunque  scrivere  : 

551.  Come  ultimo  esempio,  indichiamo  con  À  il  complesso  di 
tatti  i  numeri  razionali  li  cui  quadrato  è  minore  di  2,  e  con  A' 
il  complesso  di  tutti  quelli  il  cui  quadrato  è  maggiore  di  2;  le 
(lae  classi  A  ed  A'  soddisferanno,  come  già  si  è  notato  (art.  547) 
alle  due  proprietà  fondamentali.  In  questo  caso  però  il  numero 
a  =  (A  ,  A')  sarà  irrazionale,  poiché  abbiamo  dimostrato  sopra  {ar- 
ticolo 547)  non  esistere  alcun  numero  razionale  determinato  >  di 
tutti  1  numeri  di  A  ed  ^  di  ttitti  i  numeri  ài  A'.  Finora  non  pos- 
siamo affermare  che  il  quadrato  di  o  sia  proprio  eguale  a  2.  Ciò 
si  verrà  a  riconoscere  soltanto  in  seguito,  dopo  che  avremo  ve- 
dato  in  qoai  modo  si  debbano  definire  le  operazioni  fondamentali 
con   numeri  razionali  ed  irrazionali. 

552.  Appena  introdotto  nel  calcolo  un  numero  Irrazionale  a=(A,A') 
per  mezzo  di  due  classi  A,  A',  resta  con  ciò  stesso  definito  senza 

Capcu.1.  — /ttt'lKJÌo»!  di  attatiii  algebrica,  8.'   udii.  64 


^yCoOt^lc 


—  266  — 

ambigaità  qaali  siano  i  nnmeri  razioniili  da  rltenerBÌ  minori  di  a 
e  quali  siano  quelli  da  rìtcnerai  maggiori  di  a.  Sia  infatti  cnn  du- 
mero  razionale  qualunque.  81  verificherà  Decessarlamente  nno  dì 
qaesti  due  casi:  o  esisterà  in  A  un  numero  a  maggiore  di  e,  oc- 
vero  esisterà  in  A'  un  nuinero  a'  minore  di  e  ;  poiché,  ee  non  si 
verificasse  d6  l'uno  né  l'altro  di  questi  due  essi,  ciò  significherebbe 
essere  e  ^  di  tutti  i  numeri  di  A  ed  <  di  tolti  i  ntimeri  di  A',  ed 
allora  sarebbe  lo  stesso  e  il  numero  di  separazione  delle  dae  classi 
A  ed  A',  ed  il  simbolo  (A  ,  A')  rappresenterebbe  nn  numero  ra- 
zionale contrariamente  al  supposto.  Se  ora  esiste  in  A  un  numero 
a  maggiore  di  e,  essendo  già  a  per  delinìziODe  maggiore  di  a,  il 
Domerò  a  dovrà  a  fortiori  definirsi  maggiore  di  e  ;  e  similmente, 
se  esiste  in  A'  un  nomerò  a'  minore  di  e,  il  numero  a,  che  per 
definizione  è  minore  dì  a',  dovrìk  definirsi  a  fortiori  minore  di  e. 

fiSS.  COROLLAKIO  1.0  —  Se  un  numero  razionale  e  è  minore  (mag- 
giore)  di  un  numero  irrazionale  a,  ogni  numero  razionale  minore 
{maggiore)  di  a  sarà  del  pari  minore  di  a.  Sia  infatti  il  nomerò 
razionale  e  minore  dell'  irrazionale  (A  ,  A').  Esisterà,  per  i'  ari. 
prec,  in  A  almeno  on  numero  razionale  a  maggiore  di  e.  Ogni 
numero  razionale  minore  di  ,c  sarà  allora  minore  di  a  e  quindi, 
per  lo  stesso  art.  prec,  minore  di  (A  ,  A';,  e.  d.  d. 

554.  Corollario  2.°  —  Se  un  numero  razionale  e  é  minore  ^mag- 
giore) di  un  numero  irrazionale  a,  ogni  numero  razionale  mag- 
giore (minore)  di  a  sarà  anche  maggiore  (minore)  di  e.  Sia  infatti 
e  <  a  e  sopponiamo,  se  è  possibile,  che  un  nomerò  razionale  c'>i 
non  fosse  maggiore  di  e.  Sarebbe  allora  c'^c  e  quindi  per  l'arL 
prec.  minore  di  a,  contro  il  supposto. 

555.  Dopo  aver  cosi  definito  quali  siano  i  numeri  razionali  mag- 
giori 0  minori  di  un  dato  irrazionale  a,  ci  resta  ancora  a  stabilire 
il  criterio  per  ii  paragone  del  numeri  irrazionali  fra  loro  stessi. 
Si  presenta  cioè  la  segifente  questione:  definiti  per  mezzo  di  classi 
doe  nomeri  irrazionali; 

a={A,A')     e     p  =  CB,B'j, 

quale  di  essi  dovrà  definirsi  maggiore  dell'altro  ed  io  quali  casi 
dovremo  ritenerli  eguali  fra  loro  ?  Jfoi  partiremo  dalla  scgneote 
definizione:  due  numeri  irrazionali  sono  uguali  tutte  le  voUe  che 
ogni  nuntero  razionale  minore  dell'uno  è  anche  minore  dell'altro. 

Questa  definizione  equivale  evidentemente  a  quest'altra:  due  nu- 
meri irrazionali  sono  uguali  tutte  le  volte  che  ogni  numero  razio- 
nale maggiore  dell'uno  è  anche  maggiore  delVaìtro. 

Come  terza  definizione  equivalente  ad  entrambe  si  potrebbe  poi 
anche  dire  pih  BcmplìceiaeDte:  due  numei-i  irrazionali  sono  uguali, 
semprechè  non  esista  alcun  numero  razionale  compreso  fra  essi 
(cioè  maggiore  dell'uno  e  minore  dell'altro). 

556.  Due  numeri  irrazionali  uguali  ad  un  terzo  sono  uguali  fra 
loro.  Siano  infatti  i  tre  numeri  irrazionali  a,  ^,  f>  ^  EUppooiamo 
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sia  a=T  e  ^=1;.  Poiché  a=-f ,  ogni  nnmero  razionale  minore  di  a 
sarà  anche  minore  di  y  ("".  5551,  e,  poiché  7=p,  ogni  nuiuttro 
razionale  minoro  di  t  sarà  anche  minore  di  f  ;  quindi  ogni  nu- 
mero razionalo  minore  di  a  sarà  anche  minore  di  §,  e  similmente 
si  dimostrerà  che  ogni  nnmero  razionale  minore  di  g  è  anche  mi- 
nore di  a.  I  dae  numeri  a  e  ^  sono  dunque  agaalì,  e.  d.  d. 

557.  Se  due  numeri  irTazionali  a  e  '}  sono  disuguali,  esisterà 
(art.  555)  almeno  un  numero  razionale  compreso  fra  essi.  Allora, 
se  ti  è  un  cosiffatto  numero  razionale ,  e  sia  p.  es.  e  >  a ,  e  <  ?  , 
o^i  altro  numero  razionale  compreso  fra  a  e  ^  sarà  del  pari 
maggiore  di  a  e  minore  di  ^.  Supponiamo  infatti,  se  è  possibile, 
che  an  altro  numero  razionale  e'  compreso  fra  iz  e  ^  fosse  minore 
di  a.  Essendo  e'  <  a  ed  a  <  e,  sarà  allora  {arr.  bòi)  e'  <  e  ;  ed  es- 
sendo e'  <  e  e  e  <  p,  sarà  poi  (art,  553J  e'  <  p.  Il  numero  e'  sarebbe 
dunque  simultaneamente  minore  di  a  e  ^  ;  epperò  non  sarebbe 
compreso  f^a  oc  e  ^,  contro  il  supposto. 

In  base  a  questo  teorema  ci  è  ora  evidentemente  lecito  di  porre 
la  segnenie  definizione:  di'  due  numeri  irrazionali  disuguali  si  dirà 
che  il  primo  i  maggiore  del  secondo  (e  quindi  il  secondo  minore 
del  primo)  tutte  le  volte  che  esista  un  numero  razionale  minore 
del  primo  e  maggiore  del  secondo. 

556.  I  numeri  razionali  ed  irrazionali,  cioè  In  generale  tutti  i 
numeri  deflnibili  per  mezzo  di  classi,  verranno  d'ora  innanzi  de- 
sìgoati  complessivamente  col  nome  di  numeri  reali. 

Dagli  articoli  òò2  e  557  emerge  chiaramente  che:  se  a  e^  sono 
due  numeri  reali  e  sia  a  <  ^,  esiste  sempre  qualche  numero  raeio- 
naie  maggiore  di  a  e  minore  di  ^,  e  reciprocamente. 

559.  CoBOLLASio  1.0  —  Due  numeri  reali  sono  uguali,  se  non  esi- 
ste alcun  numero  razionale  compreso  fra  essi. 

560.  Corollario  2."—  Se  a.  e  ^  sono  due  numeri  reali  disu- 
gucUi,  esistono  sempre  infiniti  numeri  razionali  compresi  fra  essi. 

561.  Se  fra  tre  numeri  reali  hanno   luogo   le   disuguaglianze:    • 
a  <  ^  e  ^  <  y,  ne  segue  che  a  <  y.  Infatti  dalle  due  prime  dieugaa- 
glianze  segue  (art.  558)  l'esisteoza  di  due  numeri  razionati  eoe' 
pei  quali  si  abbia  : 

o<c<p    ,     p<c'<Y. 

Ma  dall'essere  e  <  ^  e  ^  <  e'  segue  (art.  554):  c<  e',  e  dall'essere 
a.  <  e  e  e  <  e'  segue  (art.  553)  :  a<  e'.  SI  ha  dunque  a  <  e'  <  -y , 
onde  (art.  558)  sarà  appnnlo  (x<f. 
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Hot«  ed  Eserotsi. 

1.  DimostTftre  che  (A,  À')  è  certameote  rasion*1e,  se  fra  ì  namerì  di  A 
ve  ne  eia  uno  vtaiiimo  (maggiore  di  tutti  gli  altri),  ovvero  fra  i  numeri 
di  A'  uno  minimo  (minore  di  tutti  gli  altri). 

2.  Dedurne  come  corollario  che  il  ninnerò  (A,  A')  è    oertamente   raiio- 

Dalo,  se  une  delle  due  claBsi  A,  A'  si  compone  di  an  numero  finito  di  ele- 


n  (A,  A')  b  un  nomerò  irrazionale,  la  due  classi   A 
d'individuare  lo  «teBSo  numero  quand'anche  »i  tolga 

da  esse  no  numero  qualunque,  purché  finito,  di  elementi.  Sotto  qaali  con- 

ditioni  6  lecito  fare  cid  anche  per  (A,  A')  rationale? 
4    BioonosoerB  che  : 


Va'     8'    4' 


1    1 


=  0 


§  3.0— Orlterll  per  rloonoaoere  l'agnairllansa  o  disagaagUftOB» 
di  due  namerl  definiti  per  meszo  di  claBii. 

562.  Dalle  definizioni  e  proprietà  stabilite  net  §  prec.  circn  la 
aguaglIanzA  e  dìsagaaglianza  dei  numeri  reali  dedurremo  ora  un 
criterio  affatto  generale  per  riconoscere  bo  due  numeri  qnalnnqae 
(A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  Bguali  o  disuguali,  senza  che  sia  neces- 
sario fare  alcuna  distinzione  di  razionalità  od  irrazionalità,  e  senza 
che  si  abbiano  a  prendere  in  considerazione  altri  numeri,  all'in- 
fuori  di  qneili  che  compongono  lo  classi  A  ,  A' ,  B  ,  B'. 

Premettiamo  a  tale  oggetto  il  seguente  lemma:  affinchè  un  nu- 
mero razionale  e  sia  minore  del  numero  reale  (A  ,  A'),  è  neces- 
sario e  eufficiente  che  e  sia  minore  di  qtialcke  numero  della  elasse 
A  ;  e  similmente:  affinchè  il  numero  razionale  e  eia  maggiore  di 
(A  ,  À'),  è  necessario  e  sufficiente  che  esso  sia  maggiore  di  qualche 
numero  di  A'. 

Invero,  nel  caso  che  (A  ,  A'}  sia  irrazionale,  il  lemma  ora  enan- 
ciato  non  è  che  una  ripetizione  di  quanto  s!  è  già  stabilito,  per 
deflnizione,  all'art.  552.  Sia  dunque  (A  ,  A')  uguale  ad  un  numero 
razionate  a,  e  snpponiamo,  per  fissare  le  idee,  e  <  (A  ,  A').  Poiché 
fra  i  nnmeri  di  A  deve  sempre  esisterne  qualchednno  che  diffe- 
risca da  a  per  meno  di  una  quantità  assegnata  ad  arbitrio,  vi  sarà 
fra  essi  un  numero  a  che  difforisca  da  st  per  meno  di  quanto  ne 
difTerisce  e.  Tale  numero  essendo  allora  compreso  fra  e  ed  a  sarft 
appunto  maggiore  di  e,  come  d.  d. 

563.  Affinchè  due  numeri  reali  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  uguali, 
è  necessario  e  sufficiente  che  ogni  numero  di  A  sia  ^  di  ogni  nu- 
mero di  B'  ed  ogni  numero  di  B  sta  3  di  ogni  numero  di  A.'. 

Supponiamo  infatti  che  i  due  nameri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  Bia.no 
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ngnali,  cosicché  (art.  559)  ogni  namero  razionale  minore  dell'ano 
sar&  anche  minore  dell'altro.  Ogni  numero  a,  appartenente  ad  A, 
essendo  <  di  (A  ,  A'),  sarà  allora  anche  g  di  (B  ,  B')  e  qaind!  an- 
che S  di  ogni  numero  di  B',  giacché  (B  ,  B')  è  <  dì  ogni  numero 
di  B'.  Similmente  si  dimostrerà  che  ogni  uamero  di  B  deve  essere 
g  di  ogni  numero  di  A'. 

Beci  prò  Cam  ente,  se  sono  soddisfatte  le  condizioni  ennnciato  nel 
teorema,  dico  che  i  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  sono  ugnali. 
Ammettiamo  Infatti,  se  è  possibile,  che  ciò  non  fosse;  cioè  che  esi- 
stesse (art.  559)  un  numero  razionale  e  che  fosse  p.  ca.  maggiore 
dt  (A  ,  A')  e  minore  di  (B  ,  W).  Allora,  poiché  fi  è  maggiore  di 
(A  ,  A'),  esisterà  in  A',  secondo  il  lemma  premesso,  almeno  un  nu- 
mero a'  minore  di  e.  Ma,  per  supposto  è  a'>  di  ogni  numero  di 
B;  onde  sarà  anche  c>  di  ogni  numero  di  B.  Ora  ciò  è  in  con- 
traddizione coll'ipotesi  fatta  che  e  sia  minore  di  (B ,  B'J;  giacché, 
se  e  è  minore  di  (B  ,  B*),  deve  e  essere  minore  di  qualche  namero 
di  B,  come  si  è  visto  nel  lemma. 

564.  Affinchè  (A  ,  A')  tia  maggiore  di  (B  ,  B'),  è  necettario  e  suf- 
ficiente che  un  numero  di  A  ita  maggiore  di  un  numero  di  B'. 
Invero,  se  (A  ,  A')  >  [B  ,  B'),  dovrà  esistere  {art.  658i  un  namero 
razionale  e  minore  dì  {A  ,  A')  e  maggiore  di  (B  ,  B').  D'altra  parte, 
essendo  e  <  (A  ,  A'),  deve  esistere  (art.  562)  in  A  un  numero  a 
maggiore  di  e,  ed,  essendo  e  >  (B  ,  B'),  deve  esistere  in  B'  un  nu- 
mero b'  <  e.  8i  avrà  dunque  a  >  b',  cioè  appunto  un  numero  di  A 
maggiore  di  un  numero  di  B'.  Beciprocamente,  se  eBisCono  in  A 
e  B'  liap.  i  due  numeri  a  e  b' ,  pei  quali  sia  a>b',  essendo 
(A  ,  &.')  ^  a,  sarà,  a  fortiori  (A  ,  A')  >  b'.  D'altra  parte  b'^(B  ,  B'j, 
Harà  dunque  (A  ,  A'j  >  (B  ,  B'j. 

XTote  ed  Xìaeroizi. 

I.  Affineh»  i  dut  numeri  irraxionali  a  =  (A  ,  A')  «  ^  ^  (B  ,  B']  nano  usuali, 
è  neeeiiario  e  tvfficienlt  cha  ogni  numera  di  A  tia  mperalo  da  guaCeha  nu- 
mero di  B.  ed  ogni  numero  di  B  tia  luperato  da  gualche  nunisro  di  A. 

Cominciamo  dal  supporre  che  ì  due  numeri  a  e  ^  siano  v^anli  e  oodsÌ- 
deriamo  un  numero  qualunque  a  della  clasae  A.  Poiché  a  è  per  definizione 
inferiore  ad  a  e  quindi  anche  a  p,  dovrfr  esistere  an  numero  6  della  classe 
B  che  superi  a.  Similmente  ai  vede  che,  preso  ad  arbitrio  un  numero  di 
B,   ne  dovrb  esistere  uno  più  grande  in  A. 

STipponiamo.  lecì prò cam ente,  che  per  ogni  numero  di  A.  (e  di  B)  ne  e- 
eÌBta  eenipre  uno  più  grande  in  B  (od  in  A),  Se  e  è  uno  qualunque  dei 
nameri  rn^ionali  minori  di  a,  esisterà  in  A  un  numero  a  ma^KÌora  di  e; 
e  poiché  a  è  a  Bua  volta  superato  per  supposto  da  un  numero  b  di  B,  sarà 
a  Jrorliori  e  <  b,  onde  e  sarà  minoro  di  p.  Similmente  si  dimostrerà  che 
ogni  numero  ragionale  minoro  di  p  è  anche  minore  di  a.  I  due  numeri  a 
e  p  sono  dunque  agrnali,  poiché  tutti  i  numeri  razionali  minori  dell'  uno 
aono  anche  minori  dell'altro  (art.  65&). 

Z.  Riconoscere  come  questo  criterio  sia  anche  necessario  e  sufficiente 
per  l'uguagli  ansa  di  due  numeri  qualisi  vogliano  (A  ,  A']  e  (B  ,  B'),  sem- 
prechè  però  fra  i  numeri  di  A  e  di  B  non  ve  ne  sia  duo  maetimo. 

Se  a. 6  un  massimo  di  A,  è  chiaro  che  sarà  (A  ,  A')  =  a,  e  allora  il  cri- 
terio per  l'uguaglianca  di  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  consiste  semplicemente  in  cìo 
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che  il  nnmero  a  dav'esBen  ^  di  tutti  i  numeri  di  B  ed  §  di  tutti  t  na- 
ni ori  di  B'. 

3.  Dimoetrare  che:  affiachi  dvt  numeri  rtaìi  (A  ,  A')  t  (B  ,  B'}  liaso  n- 
guali,  i  neeaiario  e  tuffieienle  che  ogni  numarc  raiioaale  minore  di  guaUht 
numera  di  A  eia  anche  minore  di  qaalchi  numero  di  B,  ed  ogni  numero  ra- 
tionaU  minore  di  qualfke  numero  di  B  ria  anche  minare  di  qaatehe  numero  dì  A. 

i.  Enunciare  i  tre  teoremi  antloghi  «i  tre  preoedeuti,  ohe  si  ottenguno 
in  modo  affatto  simile,  considerando  però  le  eeconde  elaeai  A',  B'  in  luogo 
della  prime. 

5.  Sia  dato  un  oumero  reale  (A  ,  A')  pel  quale  bì  aappotif;a  non  esistere 
né  nn  massimo  det^li  elementi  di  A,  nb  un  miuìmo  degli  elementi  di  A'. 
Sia  B  la  classe  formata  dai  numeri  ottenibili  come  medie  aritmetiche  Co 
geometriche)  degli  elementi  di  A  combinati  due  a  due  (ovvero  tre  a  tre,  ecc.); 
U'  la  classe  dedotta  analogamente  da  A'.  Bi  dimostri  che  (A,  A'j=(H,  H). 
Sì  riconoscerà  dapprima  che  le  due  classi  R  ,  IT  individuano  un  numero; 
e  si  farà  poi  vedere  come  questo  numero  coincida  con  (A  ,  A'i  applicoudo 
il  criterio  dell'art.  56S. 

Ne  seguirà  poi  senz'altro  che  sarà  anche  :   (A  ,  A')  =  (H  ,  A')  =  (A  ,  B'J- 

tì.  Nella  nozione  di  claeie  non  è  affatto  presupposto  che  gli  elementi 
"i  >  "■  I  <*■  )  -  ■  •  '^^^  I*^  compongono  vengano  dati  ««conila  tin  ordine  determi- 
nato. Accadrà  però  spesso  di  definire  A  mediante  una  laooeseione  di  infi' 
niti  elementi  (positiTÌ)  ; 

a,<a,<a^<a^ 

In  tale  presupposto,  riconoscere  che  : 

(a,,«,,a.,...iA)=(^-^,    __    .    __    ;AJ 

=  (  •Ja,»,  1    "J/h"*  .    ^°ifle  .  ■  ■  ■  ;  A'K 

§  i.o  —  OpersBlonI  foDdamentali  eoa  namerl  reali. 

£65.  Dobbiamo  ora  vedere  in  qnal  modo  le  quattro  operazioni 
fondamentali  di  addizione,  Bottrazione,  moltiplicazione  e  divisione, 
delle  quali  ci  sono  già  note  le  deflDizìoni  e  le  regole  per  il  caso 
di  numeri  razionati,  si  possano  estendere  mediante  opportane  de- 
finizioni al  campo  più  vasto  dei  numeri  reali,  cioè  (art.  556)  al 
campo  formato  da  tutti  i  numeri  razionali  ed  irrazionali.  In  ciò 
che  segne  noi  non  considereremo  che  numeri  defluiti  per  mezzo 
di  classi;  giacché  ove  occorra  considerare  dei  numeri  razionali, 
questi  si  possono  sempre,  al  pari  degli  irrazionali,  rappreseniat'a 
col  simbolo  (A  ,  A'),  p.  es.  col  simbolo  (a  ,  a)  in  cai  in  entrambe 
le  classi  A  ,  A'  non  sì  ha  che  un  unico  e  medeeimo  numero  ra- 
zionale a  (cfr.  art,  549). 

Dopo  aver  definito  l'operazione  di  somma  o  di  prodotto  fra  dne 
numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B'),  converrà  accertare,  affincbb  la  defini- 
zione data  possa  litenersi  come  utile  e  legittima: 

IO)  che  il  risultato  dell'operazione  resta  invariato,  se  in  luogo 
lidie  due  classi  A  ,  A'  si  assumano  altre  due  classi  B  ,  E',  tali  che 
sia  (E  ,  E')  =  (A  ,  A')  ;  e  similmente  per  le  classi  B  ,  fi'. 

2°)  che,  se  1  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  entrambi  ra- 
zionali, il  risultato  è  quello  stesso  che  già  è  dato  nella  teorìa  dei 
numeri  razionali. 
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3°)  che  per  le  operazioni,  cosi  estese  al  campo  dei  ] 
reali,  Hejru'teranDO  a  sassislere  inalterate  qnelle  proprietà  fonda- 
mentali che  già  BÌ  avevano  nel  campo  dei  namerì  razionali;  come, 
p.  es.,  che  il  risultato  di  un  prodotto  è  indipendente  dall'  ordine 
dei  fattori,  ecc. 

5S6.  ADDIZIONA.  ~  Incominciamo  dal  vedere  che  cosa  si  debba 
Intendere  in  ogni  caso  per  eomina  di  due  numeri: 

a  =  (A,A')     ,     p  =  (B,B') 

definiti  per  mezzo  di  classi.  Noi  designeremo  i  numeri  della  classe 
A  con  ct^  ,  a^ ,  Og,  a^  ,,..  (*)  e  quelli  di  A'  con  a\  ,  a', ,  a'j ,  o'^ ,...; 
similmente  con  b,  ,  b^ ,  b^ ,  b^ ,  .  .  .  I  numeri  della  classe  B  e  con 
6'i  ,  &'j ,  6'j ,  6\ ,  . .  .  quelli  della  classe  B'.  Poiché  i  numeri  di  A 
e  B  sono  razionali,  noi  giii  sappiamo  che  cosa  significano  le  somme 

a,  +  6,  ,  o,  f  6,  ,  a,  -t-  6j  ,  Oj  +  fc,  ,  a,  +  [ig ,  .  . . 

che  si  ottengono  aggiungendo  ad  un  numero  qualunque  a,  di  A 
un  numero  qualunque  bj  di  B.  L'insieme  di  tutti  questi  numeri 
deìla  forma  a,-  +  bj  sarà  da  noi  considerato  come  una  nuova  classe 
di  numeri  che  dinoteremo  brevemente  con  A  +  B.  Similmente  de- 
noteremo con  A'  +  B'  l'insieme  di  tutti  i  numeri  che  si  ottengono 
come  somma  di  un  numero  deila  classe  A'  con  un  numero  della 
classe  B',  cioè  il  complesso  di  tutti  i  numeri  della  forma  a'^  +  b\. 

Ciò  premesso,  è  facile  riconoscere  che  le  due  classi  A+B   ed 
A'  +  B'  sono  atte  a  deflaire  un  nuovo  numero  ; 

(A  +  B  ,  A'  +  B-) 

cioè  che  anche  le  due  classi  A  -<-  B  ed  A'  +  B'  soddisfano  alle  due 
proprietà  fondamentali.  Invero  dalle  disuguaglianze: 

«i  §  o\     .     h  <  ^'* 
che  sassistono  per  ipotesi  qualunque  siano  gli  indici  i,  j,  h,  ft,   si 
deduce  : 

Oi+bj^ a\  +  6'i  , 

cioè  che  ogni  numero  della  classe  A+B  è  ^  di  ogni  numero  della 
classe  A'  +  B'.  Se  poi  facciamo  la  differenza  : 

fra  un  numero  qualunque  a\  +  b\  della  classe  A'  +  B'  ed  un  nu- 
mero qualunque  a{-\-bj  della  classe  A  +  B,  vediamo  che  essa  può 
anche  scriversi  identicamente  cosi  : 

(a'h  -  a,)  +  {b'x  -  bj). 

Ha,  per  ipotesi,  la  differenza  a'^  -  aj  può  rendersi  piccola  a  pla- 

ciò  non  intendiamo  «tabilire  fra 
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cere  scegliendo  opportunamente  gli  indici  h  ed  i,  e  lo  stesso  di- 
casi della  differenza  b\  —  bj;  quindi  anche  ia  loro  somma,  cioè  la 
difTerenza  (1),  può  rendersi  piccola  a  piacere  scegliendo  opportu- 
namente gli  indici  1,  j,  A,  k.  Pertanto  le  due  classi  A+B  ed  A'-t-B' 
soddisfano  anche  alla  seconda  proprietà  Tondamentale. 

Il  simbolo  (A  +  B  ,  A'  -f  B')  rappresenta  dunque  un  numero  che 
noi  definiremo  come  somma  dei  due  numeri  se  e  p,  scrivendo: 

(A  ,  A')  -KB  ,  B')  =  (A  -*-  B  ,  A'  +  B').  (2) 

567.  Per  legittimare  questa  deSnizìoue  dobbiamo  Inoanzi  tutlo 
dimostrare,  secondo  quanto  si  è  gi&  osservato  all'art,  prec,  che,  ee 

(E,E')  =  CA,A'),  (3) 

sarà  anche  : 

(E  +  B  ,  K'  ■*•  B")  =  (A  +  B  ,  A'  ■^  B').  {i) 

Ciò  si  riconosce  immediatamente  applicando  il  criterio  dell' ar- 
ticolo 563.  Indicando  infatti  risp.  con  e{ ,  e',  numeri  di  E  ed  E', 
segue  dalla  (3)  : 

«(  Z  a'i     ,     Or  <  <'i  . 
d'onde  evidentemente,  qualunque  siano  i,  j,  r,  a,  fi,  fc; 

et  +  b/,^ a',  -t-  6'i     ,     a,+  b^^ e'  +  b\  , 
e.  d.  d. 

568.  In  secondo  luogo  dobbiamo  verificare  che,  se  (A  ,  A*)  e 
(B  ,  B')  sono  rispettivamente  uguali  a  duo  numeri  razionali  atf, 
lì  risultato  della  somma  espresso  dalla  (2)  coincide  con  a+^.  In- 
vero, potendosi  scrìvere  : 

(A,A')  =  («.a)     ,     CB,B')  =  (p,p), 

si.  ha  appunto  per  l'art,  prec.  : 

(A  ,  A')  +  (B  ,  B')  =  (a  ,  a)  +  (p  ,  p)  =  (a  f  P  ,  a  +  p)  =  a  +  ?. 

Finalmente  è  senz'altro  evidente  che ,  posta  per  l'addizione  U 
definizione  (2),  seguiterà  a  sussistere  per  tutti  i  numeri  reali  la 
proprietà  fondamentale  cbe  la  somma  di  piti  addendi  6  indipen- 
dente dall'ordine  di  sommazione,  ecc. 

569.  Sottrazione.  —  Dato  un  numero  qualunque  (A,  A'),  se  in- 
dichiamo con  —  A  e  con  —  A'  le  stesse  classi  di  numeri  che  for- 
mano A  ed  A',  presi  però  con  segno  contrario,  al  vede  subito  che 
le  dne  classi  —  A  e  —  A'  soddisfano  del  pari  alle  due  proprleUi 
fondamentali,  cosicché  esisterà  il  numero  {—A',  -  A).  Sommando 
questo  numero  col  precedente,  si  avrà  per  la  regola  di  addizione 

(A  ,  A")  -f  (-  A'  ,  -  A)  =  (A  -  A' ,  A'  -  A). 

Ma  ogni  numero  della  prima  classe  A  — A',  essendo  della  forma 
a,-  —  a'j  ,  sarà  negativo,  ed  ogni  numero  dì  A'  —  A  sarà  invece  po- 
sitivo. Il  numero  0  fe  dunque  maggioro    di    tutti    J   numeri  della 
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(A-A',  A'-A)  =  0, 
epperò : 

{A  ,  A')  +  {-  A' ,  -  A)  =  0. 

Esiste  duuqae  un  numero  che  sommato  con  (A  ,  A')  produce 
zero.  Qnesto  numero  si  Indicherà  anche  con  —  (A ,  A'),  ed  il  suo 
valore  è  dato  da  (—A',— A). 

Ciò  premesso,  se  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  sono  due  numeri  qualunque, 
eeisterà  anche  il  numero  : 

8  =  (A  ,  A')  +  [-  (B  ,  B*)]  (5) 

che  sommato  con  (B  ,  B')  darà  evidentemente  (A  ,  A").  Questo  no- 
merò risolve  dnnqne  il  problema  di  BoUrarre  da  (A  ,  A*)  il  numero 
(B  ,  B"),  e  si  scriverà: 

(A,A')-CB,B')  =  5. 

Ma  la  (5)  pa6  anche  scriversi  : 

8  =  (A  ,  A')  +  (-  B' ,  -  B) 

e  per  la  regola  di  addizione: 

S  =  (A-B',A'-B). 

II  problema  della  sottrazione  è  dunque  risoluto  in  ogni  caso 
dalla  formola: 

(A  ,  AO  -  (B  ,  B')  =  (A  -  B'  ,  A'  -  B).  (6) 

570.  Moltiplicazione.  —  Vediamo  ora  che  cosa  si  debba  inten- 
dere per  prodotto  di  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B').  Cominceremo 
dui  supporre  che  questi  due  numeri  siano  entrambi  positivi  e 
quindi  anche,  come  è  sempre  lecito,  che  le  classi  A  ,  A' ,  B  ,  B' 
ai  compongano  di  soli  namerì  positivi. 

Se  indichiamo  con  A>B  l'insieme  di  tutti  i  numeri  della  forma 
afbj ,  che  si  ottengono  moltiplicando  un  numero  di  A  per  nn  nu- 
mero di  B,  0  similmente  con  A'-B'  il  complesso  di  tutti  i  numeri 
della  forma  a\-  b\ ,  si  riconosce  facilmente  che  le  due  classi  A  B, 
ed  A'-B'  individuano  un  nuovo  numero. 

Invero  dalle  disuguaglianze  : 

»,  <  <■■, ,  h  <  V, 


cioè  un  numero  della  classe  À-B  è  minore  di  ogni 
classe  A'-B'.  Se  poi  formiamo  la  differenza: 


vediamo  die,  scegliendo  oppoitunamenle  gli  indici  ft,  A-,  t',j',  potrà 
rendersi  piccola  a  piacere;  poiché  essa  pud  anche  scriversi  iden- 
CapbUiI.  —  /((ttuiioiti  di  aitttlUi  algebrica,  S.*  adii.  86 
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ticamente  sotto  ]a  forma: 

<{f>\  -  h)  +  H^'h  -  %) 
e  questa  quantità  è  evidenMmente  minore  di 

dove  ciascuno  dei  fattori  ft'^  —  bj  ed  a\  —  a,  pn6  renderai  piccolo 
a  piacere  per  Bnppoato,  senza  aumentare,  ma  soltanto  diminuendo, 
ove  occorra,  i  valori  degli  altri  due  fattori  a\  e  b\. 

Esiste  dunque  il  numero  (AB  ,  A'B'),  che  noi  definiremo  come 
prodotto  dei  due  numeri  (A  ,  A'j  e  (B  ,  B'),  scrivendo  : 

(A  ,  A'>.(B  ,  B')  =  fAB  ,  A'B').  (T) 

571.  Anche  qui  dobbiamo  legittimare  questa  definizione  mo- 
strando primieramente  come  dall'uguaglianza: 

(E  ,  E')  =  (A  ,  A')  (8) 

segna  neceeeariaiuente  I'  ngnaglianza  : 

(EB  ,  E'B')  =  (AB  ,  A'B').  (9) 

Invero  si  ha  (art.  663)  per  la  (8)  : 

ej<o',-     ,     Or  5  e', 

d'onde  segue,  qualunque  siano  gli  indici  i,  ;',  r,  t,  h,  k: 

efii^  ^  0,'ih'jf    ,     «r^ft  <  ^  «^  *  j 
e.  d.  d. 

572.  Nel  caso  particolare  in  cui  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  rispet- 
tivamente uguali  a  due  numeri  razionali  a  e  ^,  si  potrft  dunqae 
scrivere  : 

(A  ,  A')-(B  ,  B')  =  (a  ,  a).(?4)  =  (a?  ,  «f)  =  ap 

d'onde  appare  che  il  prodotto  dei  due  numeri  secondo  la  defini- 
zione (7)  è  precisamente  il  numero  razionale  a^. 

573.  Dalla  definizione  data  di  prodotto  segne  senz'  altro  che  il 
prodotto  di  due  o  più  numeri  reali  è  indipendente  dall'ordine  di 
moltiplicazione  dei  fattori. 

Si  vede  inoltre  che  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  per  la 
unità  è  il  numero  atesso,  poiché  si  ha  : 

(A,  A')-(1,1)  =  (AX1  ,  A'X1)  =  (A,  A') 

e  che  li  prodotto  di  un  numero  qualunque  per  lo  zero  è  uguale  a 
zero,  poiché 

(A,  A'j.(0  ,0)  =  (AX0,  A'X0)  =  (0,O)  =0. 
Reciprocamente  si  vede   che:    se   un   prodotto   di   due  numeri 
(A  ,  A*)  e  {B  ,  B')  è  nullo,  dovrà  essere  tale  almeno  uno  dei  fat- 
tori. Infatti  dall'  uguaglianza  : 


(A  ,  A').CB  ,  BO  =  (AB  ,  A'B')  =  0 
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si  deduce  evidentemente  che  gli  elementi  di  AB ,  per  supposto 
tutti  positivi,  dovranno  essere  tntti  nulli.  Ma  a  tale  oggetto  bì  ri- 
chiede necessariamente  che  siano  nnlli  tutti  gli  elememi  dell'una 
0  dell'altra  delle  due  classi  A  e  B,  cioè,  che  è  lo  stesso,  che  sia 
nullo  l'uno  o  l'altro  dei  due  numeri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B'). 

574.  Finalmente  è  facile  riconoscere  che  anche  la  proprietà  di- 
stì-ibutiva  della  moltiplicazione  seguita  a  aUBsistere  del  pari  inal- 
terata nel  campo  dei  numeri  reali.  Si  ha  infatti  : 

[{A  ,  A')  +  (B  ,  B')](0  ,  C')=  (A  +  B  ,  A'  +  B-j-CC  ,  C) 

-  (AC  +  BC  ,  A'C  +  B'C)  =  (AC  ,  A'C)  +  (BC  ,  B'C) , 

cioè  appunto  : 

[(A  ,  AO  +  (B ,  B'}](C  ,  C)  =  (A  ,  A'XC  ,  C)  +  (B  ,  B')(C  ,  C). 

575.  Se  i  due  nameri  (A  ,  A')  e  (B  ,  B')  non  sono  entrambi 
positivi,  sarà  sempre  lecito  supporre  che  ognuno  di  essi  sia  defi- 
nito per  mezzo  di  numeri  tutti  positivi  ovvero  tutti  negativi,  do- 
podictiè  non  bì  avrà  che  estendere  ai  numeri  reali  la  nota  regola 
dei  segni  per  ricondurre  la  definizione  di  prodotto  dei  due  numeri 
a  quella,  data  pocaozi,  di  prodotto  di  due  numeri  positivi. 

576.  Divisione.  —  Dati  due  numeri  reali  positivi  qualisivogliano 
a  e  p,  dividere  il  primo  per  il  secondo  significa  cercare  un  terzo 
numero  x  che  moltiplicato  per  il  secondo  riproduca  il  primo.  Do- 
vendo soddisfarei  all'  uguaglianza  : 


si  vede  primieramente  che,  se  II  numero  p  6  zero  senza  che  sia 
zero  a,  non  può  esìstere  alcun  valore  finito  dì  x  che  rappresenti 
il  quoziente  di  a  per  f,  e  cbo,  se  a  e  p  sono  entrambi  nulli,  ogni 
numero  sostituito  per  x  soddisferà  all'uguaglianza,  e  potrà  quindi 
considerarsi  come  quoziente  di  a  per  ^. 

577.  Noi  supporremo  dunque  che  dei  due  numeri: 
a  =  (A  ,  A')  ,  P  =  (B  ,  B') 
il   secondo  (B  ,  B')  sia  diverso  da  zero;  cosicché,  se  indichiamo  con 

&.  ,  6,  ,  6,  , . .  . 
e 

6',  ,  &', ,  b'j  ,  .  .  . 

gii  elementi  di  B  e  di  B',  potremo  ritenere  che  le  bj  ,  b^  ,  b^, ...  sìan 
lotte  positive  e  maggiori  dì  un  certo  numero  8  diverso   da  zero, 

Deaigniamo  ora  con  -^  la  classe  formata  dai  ntimerì  t-  ,— ,  — . . .  e 
con  ^  quella  formata  dai  nameri  rj-  ,  jTì'-- 
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È  facile  riconoscere  che  qaeste  due  classi  individuano  an  nuovo 
numero  (^,  ,  -5-).  Infatti  dalla  disuguaglianza: 

si  deduce: 


cioè  ogni  numero  di   ^  6  minore  di  ogoi  numero  di  ~.    laoltro 
la  differenza: 


i_  _  "  A  -  ' 


^  b\  -  ftj 


può  rendersi  piccola  quanto  si   vuole,   rendendo  snfHcientemente 
piccola  la  differenza  b\  —  &,- ,  poiché  il  denominatore  6'  è  un  nu- 
mero fisso  diverso  da  zero. 
Se  ora  facciamo  il  prodotto  di  ^  pel  nuovo  numero  : 

oiteniamo  per  la  regola  dì  moltiplicazione  (art.  570)  : 

poiché  i  numeri  della  prima  classe,  essendo  essi  della  forma  —  ,    ed 

essendo  per  supposto  &(  <  b\ ,  saranno  tutti  minori  di  1  e   simil- 
mente quelli  della  seconda  tutti  maggiori   di    1.   Il   numero   ^'  6 
dunque  il  cosi  detto  reciproco  di  ^. 
Sia  ora  x  il  quoziente  cercato  di  a  per  ^  ;  si  dovrà  avere  : 

p-a:^a  (11) 

e  quindi  anche  : 

ossia  per  la  (10)  : 

x  =  ^'-a, 

e  questo  numero  soddisferJi  evidentemente  alla  (U),  cio6  sarti   il 
qaozìenle  cercato. 

Esso  può  esprimersi  più  semplicemente.  Si  ha  infatti  per  la  re- 
gola del  prodotto  : 

dove  =7;  è  il  complesso  di  tutti  i  numeri  -/-  che  si  ottengono  di- 
li  bx 
videndo  un  elemento  qualunque  di  A  per  uno  qualunque  di    B' , 

e  similmente  per  ■^. 
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Il  quoziente  della  divisione  di  a  per  p,  che  abbiamo  dimostrato 
esistere  ed  essere  perfettamente  determinato,  si  ìndica  col  simbolo 

r.  Il  problema  della  divisione  è  duDqae  risolato   dalla  formola  : 

(1717- U"   B>  f'^' 

578.  Dalla  formola  che  definiva  il  aimbolo  ^  : 

P 

f-Q)'"  (13) 

si  deduce  moltìplicaDdo  i  dae  membri  per  y  '• 


^K?)=^ 


Seguita  dunque  a  sussistere,  anche  pei  numeri  reali,  la  formola: 

(U) 


Se  poi  si  somma  la  (13)  membro  a  membro  con  1'  analoga  : 


'■(!)= 


si  ottiene  (art.  574)  : 

d' onde  I'  altra  formola  fondamentale  : 


Por  mezzo  delle  (14)  e  (15)  si  ha  poi  : 


(15) 


(16) 


£  dnnqce  ormai  chiaro  che  tutte  le  regole  e  proprietà  fondamen- 
tali del  calcolo  colle  prime  qoattro  operazioni  si  mantengono  inal- 
terate, quando  dai  numeri  razionali  si  paesi  al  campo  piti  esteso 
dei  numeri  reali. 

579.  Estrazione  di  radice  ad  indice  intero  e  positivo.  —  Es- 
tendo p  un  qualsiasi  numero  reale  e  positivo,  il  numero  (A ,  A') 
che  ha  per  seconda  classe  tutti  i  numeri  razionali  la  cui  potenza 
n""  (n  intero  e  positivo)  è  superiore  a  p,  e  per  prima  classe  tutti 
i  rimanenti,  soddisfa  all'equazione; 

x"  =  p.  (17) 
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Invero^  scrivendo  come  al  eolito  : 

(A  ,  A')  ^  («i  ,  «ì  1  Ofl  ■  ■  •  ;  o'i  ,  a't  j  a's  ■  ■  0 
si  ha,  sapponendo  per  fissare  le  ideo  n  =  3  : 

(A  ,  AO'  =  (. . . ,  Oja,a,  ,...;...,  a\a'^a'j  ,...)■        (ISJ 
Ma  dalle  disagnaglianze  presupposte  : 

si  deduce  : 

{ai •  Oj •  a,)' ^ p'    ed    a^ay  a^  <p. 

Il  numero  p  è  dunque  ^  di  tatti  i  numeri  che  compongono  t> 
prima  classe  del  simbolo  (18),  e  similmente  si  riconoscerebbe  es- 
sere <  di  tutti  i  prodotti  a\-a\-a'j.  È  dunque  ji  il  numero  che 
separa  le  due  classi,  cioè  si  ha  appunto  : 

(A,A')''  =  p. 

580.  Non  aiate  alcun  altro  numero  reale  positivo   cJie  toddhfi 

alla  stessa  equastone  (17)  \  cosicché  il  simbolo  Vp  ha,  nel  campo 
dei  numeri  reali  positivi,  il  significato  di  un  unico  numero  (w« 
determinato,  che  si  chiamerà  la  radice  a"'"  aritmetica  di  p. 

Infatti,  se  a;  ed  ^  siano  due  soluzioni  della  (17),  si  avrà  eviden- 
temente x"  =  y".  Ora  quest'eguaglianza  è  inconciliabile  coU'ipoteaì 
che  i  due  numeri  positivi  x  ed  y  siano  differenti,  poiché,  ae  fosse 
p.  es.  a;  <  y,  ne  seguirebbe,  «  fortiori,  elevando  alla  potenza  en- 
nesima :  a:"  <  y", 

581.  Dopo  quanto  si  è  visto,  non  vi  è  ora  alcuna  dieScoltk  a 
stabilire  il  signlflcato  del  eimbolo  ft",  qualunque  sia  il  nomerò  reaU 
positivo  h  e  qualunque  sia  il  numero  razionale  a. 

Partendo  dal  concetto  che  il  significato  di  A"  debba  stabilirsi 
In  modo  da  far  sussistere  poi  senza  eccezione  la  regala  fonda- 
mentale espressa  dalla  formola: 

A«.A«'  =  A«*»'  (19) 

si  scorgerà  facilmente  che  il  significato  aritmetico  di  A*  non  può 
definirsi  che  in  un  unico  modo.  Cioè,  se  a  è  dapprima  un  nnmero 

razionale  positivo,  vale  a  dire  della  foma   — ,  dove  m  ed  n  sono 

interi  e  positivi,  si  dovrà  porre  come  definizione  di  A": 

A"  =  VA^  (ai 

e,  se  a  è  un  numero  razionale  negativo  : 
_■        1  1 

h  "  =  -ir  =ii — .  't) 

A"      ^ir 

Foste  queste  definizioni,  alte  quali  deve  aggiungersi  ancora  il 
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caso  particolare  : 

l-=l,  (e) 

è  facile  verifleare  ctie  la  forinola  fondamentale  (19)   Begaiter&  a 
SQssìstere  per  tatti  i  valori  razionali  degli  esponenti  a  ed  a', 

582.  evaderemo  qaeeto  §  con  alcnne  proprletìi  fondamentali 
delle  die  uguaglianze  fra  nameri  reali. 

Si  ha  primieramente  che:  dalle  disuguaglianza i 

o  <  ^    ed     o'  §  p' 
fra  qaattro  numeH  reali  positivi,  segue  necessariamente  : 
«  +  «'§?  +  ?'       ,        aa'^P?'. 
Questo  principio  (di  cui  abbiamo  implicitamente  fatto  uso  all'ar- 
tìcolo &80j,  è  nn  corollario  Immediato  dei  criteri!  di  eguaglianza 
e  di  disuguaglianza  dati  agli  articoli  563  e  564. 

583.  Dalla  definizione  (a)  segue  che:  se  a.  è  un  esponente  posi- 
tivo (per  ora  anche  razionale),  la  potenza  h"  avrà  un  valore  mag- 
giore, uguale  o  minore  di  l,  secondoché  sia  maggiore  eguale  o  mi- 
nore di  1,  i7  numero  h. 

Sia  infatti,  per  fissare  le  idee,  k>l;  &  supponiamo,  se  è  pos- 
sibile, che  si  avesse  (m  ed  n  essendo  interi  e  positivi)  : 


Elevando  alta  potenza  n.""  se  ne  dedurrebbe  (art.  582): 

Ora  ciò  è  assurdo,  poiché  dal  supposto  /4>1  segue  (art.  582j  ft"> 

584.  Si  vede  invece  che;  se  a  è  un  esponente  negativo,  la  pò 
tema  h"  sarà  rispettivamente  minore,  uguale,  o  maggiore  di  1,  se- 
condoché h  sia  maggiore,  uguale  o  minore  di  1. 

È  questa  una  conseguenza  immediata  del  teorema  precedente, 
se  si  consideri  che,  per  la  definizione  i,b),  h~^  è  il  numero  reci- 
proco di  A". 

Vota  «d  EseroìsL 

1.  La  deflniiione  dì  somma  data  all'art.  566,  oltre  ad  essere,  come  si  6 
dimostrato,  legittima  ed  opportuna,  è  altresì  neeutario.  Non  sarebbe,  cioè, 
ptMsibile  di  darà  per  la  somma  un'altra  definieione  che  non  fosse  ad  essa 
equivalente. 

Sia  infatti  x  il  numero  che  si  voglia  de&nìre  come  somma  di  »  e  di  p. 
JJIalle  disnf^aglianze  : 

che  hanno  luogo  per  le  definizioni  date  di  a  e  di  p,  si  deve  poter  dedurre: 
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«i  +  i>j  =  x^  a\  +  b\. 

Il  nnmero  x  dovrà  dnoqne  «Bsere  ^  di  tutti  i  nnmeri  dell*  classe  A  4-  B 
e  ^  di  tatti  quelli  della  oloase  A'  +  B'.  £seo  rappreseotorà  dunque  11  no- 
merò di  aeparuione  delle  due  elusi,  cioè  sarà  appunto  x=(A-)-B,  A'-fB'). 

2.  Db' OHervasioue  affatto  analofta  si  deve  fare  a  propoaiio  della  defi- 
nizione di  prodotto  data  all'art.  570. 

Volendo  infatti  definire  un  certo  numero  reale  x  come  valore  del  pro- 
dotto 01^,  dalle  dieugnagliance  fondamentali: 

ei  dovrà  poter  dedurre  : 

Il  nnmero  a  dovrà  dunque  essere  maggiore  di  tutti  i  numeri  della  classe 
A .  B  e  minore  di  tutti  quelli  della  classe  A' .  B',  cioò  dovrà  essere  ap- 
puDto:  a:  =  (AB  .  A'  B'). 

S.  Essendo  dati  dne  numeri  positivi  : 

a=(a,  ,at,at ,...  ;  a\  ,  a\ ,  a', ,...),  p=(fr, ,  &, ,  6a ....  ;  b\ ,  &', ,  6',  ,...) 

e  supponendo  disposti,  ove  ciò  sia  possibile,  i  nameri  delle  prime  classi 
in  modo  da  formare  una  pro|;reBBÌane  ereieent»  ed  infittita  e  quelli  delle 
seconde  in  modo  da  formare  una  progressione  infimila  a  dtcrttanite,  dimo- 
strare che  : 

a  4  M  (a,  +  t,  ,  a,  +  6, ,  . .  .  ;  a'i  -f-  6'i  ,  a',  +  ft'j ,  .  . .) 
ed 

a^  =  (a,&i  ,  Gfbf  )  ■  ■  ■  i  <i'i^'i  t  <>'i^'t  ]••■)■ 

Ciò  ha  molta  importanaa  pratica,  poichà  in  questo  modo  le  classi  che 
definiscono  la  somma,  ovvero  il  prodotto,  assumono  forma  più  semplice  ; 
ottenendosi  i  loro  elementi  come  somme,  ovvero  prodotti,  d«i  *oIt  «Inanifi 
corri$pondeittÌ  delle  classi  corrispondenti. 


-  Limite  di  ana  aacoetslone  (profirresslone)  Inflnlta 
di  DDmerl  reali. 


585.  Consideriamo  una  successione  di  un  numero  infinito  di  nu- 
ineri  a,  ,  a^ ,  a^  ,  a^  ,  .  . . ,  a„  ,  .  .  .  tale  ctie  ad  ogni  valore  dell'in- 
dice n  corrisponda  un  valore  ben  determinato  di  a„.  Si  dice  che 
una  siffatta  successione  ammette  il  limite  a  (od  anche  che  tende 
al  limite  a  col  crescere  di  n  all'infinito)  quando  Ja  differenza  fra 
a  ed  Tino  qualunque  dei  termini  di  ìndice  abbastanza  grande  sia 
più  piccola  di  una  quantità  assegnata,  piccola  ad  arbitrio.  In  altri 
termini:  se  E  è  un  numero  positivo  piccolissimo  da  fissarsi  a  pia- 
cere, sì  .potrà  sempre  determinare  n  in  modo  ctie  tutti  ì  numeri 
della  successione  a  partire  da  a„  difTerìscano  da  a  per  meno  di  s. 
Cioè  si  dovrà  avere  in  valore  assoluto  i 


contemporaneamente  per  lo  stesso  valore  di  e. 
Si  dice  anche  talora,  con  locuzione  piti  semplice  ma  meno  ri- 
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porosa,  che  i  numeri  di  ana  sacceBsione  tendono  ad  a  qaando  col 
crescere  degli  indici  essi  ai  avvicinano  indefinitamente  ad  a. 
Se  una  saccessione  d' intlnitl  nnmeri: 


ammette  on  limite  a,  ciò  s' indica  colla  scritttixa  : 
lima.  =  9 


•  spesso  pib  Bempliciemejite  eoa  llma„=3,  sottinteudendo  per  n=co  . 
EsxHPio  1."  —  Poiché  col  oreacere  dell'  Indice  »  1  numeri  : 


diventano  sempre  piti  pìccoli,  fino  a  differire  dallo  zero  di  tanto 
poco  quanto  si  voglia,  si  avr&  : 


limi  = 

0. 

BHPIO  2.' 

-  -  Sia  la  1 

juecessiòne 

2      3 
8  '  4 

4      5 

'  5  '  6  •" 

1+» 

•Fmì 

r  questa 

successione  si  ha  : 

„     1  +  « 

=  1. 

Per  verificare  cib  formiamo  la  differenza  fra  il  limite  presunto  1 
ed  un  termine  qnalnnque  a„. 

Si  trova: 

l+»__2  +  n-(l  +  w)_         1_ 
2  +  ft~  2  +  n  "     2  +  n 

ed  è  evidente  che  la  fì*azlone  diviene  più  piccola  di  ogni 

quantità  assegnabile  col    creseére  indefinitamente  dell'  indice   n. 
Óanqae  eco. 

586.  Data  una  Buccessione  indefinita  di  numeri  : 


si  tratta  ora  di  stabilire  un  criterio  per  riconoscere  se  essa  am- 
metta, o  par  no,  un  limite  determinato. 

Noi  dimostreremo  a  tale  oggetto  il  segnante  : 

TsOBEUA.  —  La  condizione  necessaria  e  snfflciente  affinchè  una 

aucceaeione  di  infiniti  numeri  ammetta  un  limite,  si  è  che,  per  ogni 

CArMUA.  —  Iititutioni  di  analiti  algebrica,  3.*   edie.  86 
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quantità  piccola  quanto  ti  voglia  s,  eti$ta  un  valore  finito  dell'in- 
dice n  tale  che  la  differenza  fra  U  numero  s„  ed  uno  qualunque 
dei  sueceaiivi  eia,  in  valore  assoluto,  minore  di  e.  SI  deve  Cìob 
avere  {*): 

contemporaneamentn  per  £==1,2,3,.... 

Comìnolamo  col  dimostrare  obe  qaesta  condizione  è  necesBarìa. 
Invero,  ammettiamo  clie  della  saccessloDO  data  : 


fi  limite  ci  sia,  e  sia  A.  Presa  allora  ana  qaantit&  t  piccola  ad 
arbitrio,  si  potr&  sempre  prendere  poi  n  abbastanza  grande  percliè 


si  abbia: 

iA -«.!<;- 

id  inoltre  : 

|A-«»+*l<^    -    fc  =  l,2,3, 
)nde: 

|A  -  o„|  +  |A  -  a„„i  <  s 
)  ancora  a  fortiori  (•*)  : 

i(A -«-+*)- (A -«J|<!, 


Dunque,  se  la  saccesslone  ammetto  il  limite,  la  condizione  è  ve- 
rificata; epper&  6  necessaria  per  resistenza  del  limite. 

587.  Passiamo  ora  a  dimostrare  che  qaesta  condizione  è  anche 
BTtflScìeiite  ;  ammetteremo  dunque  ctie,  per  ogni  quantità  positiva  t, 
fissata  piccola  ad  arbitrio,  si  possa  sempre  determinare  n  in  modo 
da  avere: 

l«fl+»-o»l<e        t        fc  =  l,2,3,... 
e  dimostreremo  che  allora  esiste  necessariamente  an  limite  per 
la  saccessione  data. 

Immaginiamo  di  avere  ana  saccesslone  di  quantità  positive  di- 
verse da  zero  <i  >  <t ,  e,  , .  . .  ,  e„  , . .  .  tale  che  sia  limE,=iO.  Una 

siffatta  saccesslone  al  paò  sempre  costruire  in  infiniti  modi  ;  per 

esempio  basterà  prendere  s„=  -.  Presa  una  qualunque  di  queste 

quantità  e^ ,  si  potrà  sempre,  per  ipotesi,  determinare,  corrispon- 


(*j  D'ora  innaiiiEi,  per  deeignftre  il  valore  Maolato  di  una  quantità,  ria- 
chiuderemo  I&  quantità  itessa  fra  due  parentMÌ  quadre. 
(**)  Poicliè,  se  a  e  p  sono  dna  nameri  reati,  ai  ba  sempre  : 

i"±piaH+ipi- 
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denteifiente  ad  esaa,  on   certo  valore  Bj  dell'indice  n  tale  da  avere: 
l«n.^»  -  «„J  <  e( .  . .  .  (1) 

In  corrispondenza  delle  quantità  e,  ,  e,  ,  e,  ,  .  .  .  avremo  dnnqne 
altrettanti  Indici  n,  ,  «,  ,  n,  ,  . , .  per  1  qnali  saranno  verlflcate  Je 
disagnaglianze  : 

l«n,^j>  -  "«_!  <  «, 


Ciò  premesBo,  indicbiamo  con  A  la  classe  formata  dal  numeri: 

e  con  A'  quella  formata  dai  nameri: 

<V  +  e,  ,  a„+  e,  ,  . .  . ,  o„^  +  «( 

Dico  che  qtieste  due  claBsi  individuano  un  numero  (A,A')  =  a 
e  clic  questo  è  appunto  il  limite  della  succcbsìodo  data. 

Cor.BÌderiamo  infatti  nn  elemento  qualnnque  a„  —  Ej  della  classe 
A  ed  nno  qualunque  <i„.  +  (j  della  classe  A'. 

Dobbiamo  dimostrare'' primieramente  che: 

«n,  -  «(  <  ««j  +  ^J 

o  che  è  lo  stesso  : 

a„.—a„j  <  t|  +  e^. 

Ora  dò  riesce  manifesto  te  ài  riflette  che,  nel  caso  di  nj  >  n, ,  si 
ha  per  le  (1)  : 

e,  nel  caso  di  itj  <  iif,  si  ha  per  le  stesse  (1}  : 

|an,-%l<Sj 
onde  in  ogni  caso  sarà  : 

ed  a  fortiori  : 

a„,  -  a„^  <  e*  +  ej. 

Id  secondo  laogo  dobbiamo  dimostrare  che  la  difTerenza; 
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paò  reoderBl  piccola  a  piacere  Bceglieodo  opportunamente  gli  in- 
dici t  ed  /.  Ed  invero  a  tale  oggetto  basterà  prendere ^=i,  poiché 
allora  qaesta  differenza  sì  riduce  a  2Ef  che ,  per  supposto ,  può 
renderei  piccolo  a  piacere  prendendo  l'indice  i  abbastanza  grande. 
Ora  io  dico  che  il  numero  a  =  (A  ,  A*)  cosi  determinato,  è  ap- 
panto  il  limite  della  Boccessione  a,  ,  a, ,  a,  , .  . . .  Infatti,  poiché  i 
è  compreso  fì*a  i  numeri  di  A  e  qoelli  di  A',  si  ha: 

««,-=(<«<«»,  +  '( 

e  anche  cambiando  I  segni  a  tntti  1  membri  : 

Inoltre,  per  le  (1),  si  ba  : 

%  +  «(>««,+»>%-«(     ,     fc=l,2, (3) 

Se  ora  sommiamo  membro  a  membro  la  (2)  con  la  (3) ,  otte- 
niamo : 

26j>o    ,.,— «> -2ej       ,        fc=l,  2, ... 

cioè: 

I«-««.^»I<2e,         ,         fc  =  l,  2,....  (4) 

Basterà  dunque  prendere  l'indice  m  di  o„  maggiore  di  %  per- 
chè a^  differisca  da  a  per  meno  della  quantità  piccolissima  2Cf  ; 
e  ciò  esprìme  appunto  che: 


588.  Come  applicazione  del  teorema  ora  dimostrato  vogliamo  far 
vedere  che  :  una  aucceatione  infinita  di  numeri  pontivi  crescenti  : 

»i§*i<aj<«*-  ■•  (5) 

(f  cui  valori  non  divengono  infinitamente  grandi  col  creaure  del' 
Vindice  a)  tende  sempre  ad  un  limite  determinato. 

Dire  che  i  valori  (5)  non  possono  divenire  infinitamente  grand! 
col  crescere  dell'Indico  n  signlftca  esistere  un  numero  positivo  k 
tale  che  si  abbia  sempre  : 

a„<k 

comunque  grande  si  voglia  prendere  l' indice  n. 

Ciò  premesso,  si  immagini  fissata  a  piacere  ona  quantità  posi- 
tiva E,  anche  piccolissima  purché  non  nulla,  e  si  consideri  la  pro- 
gressione aritmetica  : 

0 ,  e  ,  2e  ,  Se  ,  4e  , .  .  .  . 

Per  mezzo  di  questi  termini  l'intervallo  compreso  Ara  0  e  fc  sì 
verrà  a  suddividere  in  un  numero  finito  di  intervalli  plb  piccoli 
(cioè  p.  ea.  da  0  ad  e,  da  e  a  2t, .  . .  da  me  a  £,  se  fc  è  compreso 
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fra  me  ed  (ìa  4- 1)  e).  SI  Immìigini  ora  conosciuto  qaello  di  qoesti 
intervalli  che  è  1'  nltimo  in  cai  possa  trovarsi  compreso  qualcbe 
namcFO  della  sapeeesione  (5).  Esso  potrà  essere  l'intervallo  estremo 
Ara  me  e  ib,  o  più  generahnente  nn  intervallo  qualunque  fra  ;ze  e 
(]i  +  l)£.  Sia  alloca  «(  un  elemento  di  (5)  compreso  in ,  esso,  per 
ipotesi  tutti  l' unmerl  della  successione  a,- ,  a^^.,  ,  .  .  .  saranno  la- 
feriori  a  ([*  +  l)s,  d'altra  parte  essi  sono  per  le  (5)  superiori  od  af 
più  eguali  ad  Oi;  quindi  essi  si  troveranno  tutti  compresi,  al  pari 
di  Oi ,  nell'  intervallo  f)*a  i^e  e  (^  -}-  i-)i.  Si  avr&  quindi  evideute- 
mente  : 

l«i-».+»l<e         ,         fc=l,  2,  3, 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  l'esistenza  del  limite 
resta  cosi  verificata. 

589.  Per  trovare  il  limite  di  una  successione  infinita  di  numeri, 
si  fa  spesso  uso  del  seguente  teorema  : 

iSe  a„  e  b,  tendono  ad  uno  stesso  limite  a  col  crescere  dell'  inr 
dice  a  e  c^  è  un  numero  sempre  compreso  fra  a„  e  b„ ,  esso  pure 
avrà  per  limite  a  col  crescere  di  n  all'infinito. 

Infatti,  poiché  e„  è  compreso  fra  a„  e  6„ ,  la  difi'erenza  c„  —  a 
sarà  compresa  fra  a„—  a  e  b„  —  a.  Ma ,  essendo  a  per  supposto 
limite  di  a„  e  di  6„,  ciascuna  delle  differenze  a„  —  a  e  b„  —  a, 
per  la  definizione  di  limite,  diventerà  piccola  a  piacere  purché  si 
prenda  l' indice  n  abbastanza  grande.  Lo  stesso  accadrà  dunque 
a  fortiori  della  differenza  c„—a  il  col  valore  algebrico  è  com- 
preso fra  quelli  di  queste  due  ;  cioè  c„  tenderà  del  pari  allo  stesso 
limite  a  col  crescere  di  n  all'  influito. 

Esempio:  Se  llmn,  =  I,  è  anche  limVa„=  1. 
Invero,  a  seconda  del  valore  dell'indiee  n;  il  numero  a„  potrà 
essere  maggiore  o  minore  di  1.  Ora  si  ha: 


per  à„  :<  1  :  1  >  \'<  >  o„ 

come  si  rìconoaoe  sobito  elevando  tutti  i  membri  alla  potenza  in- 
tera e  positiva  q.  In  ogni  caso  il  numero  •J'x^  b  dunque  compreso 
fra  i  due  numeri  1  ed  a„ ,  che  hanno  lo  stesso  limite  1  ;  come 
bastava  dimostrare. 

590.  Se  il  nnmero  a„  finisce  per  diventare,  in  valore  assoluto, 
più.  ^ande  di  qualsivoglia  quantità  assegnabile  col  crescere  infi- 
nitamente di  A,  si  dice  qualche  volta  che  a„  ha  per  limite  l'infi- 
nito e  si  scrive  : 

lima„  =  «I . 

Se  inoltre  col  crescere  dell'indice  n,  il  numero  n  finisce  per  a- 
vere  sempre  lo  stesso  segno  positivo  (o  negativo),  si  dice  più  spe- 
cificatamente che  a„  ha  per  limite  l'iofinito  positivo  ovvero  l'in- 


^yCoOt^lc 


Anito  negativo,  scrivendosi  a  seconda  che  ba  laogo  l'ano  o  l'altro 
caso  : 

yima„=  +  (x>,  ovvero:  ìima^  =  —  ai, 

A  schiarimento  di  queste  definizioni  si   considerino  i  segaenti 
esempi  : 

,.     2  +  )i 


K- !)"•»_ 


Ghinderemo  questo  paragrafo  con   alcani   altri   esempi  dì  fre- 
qnente  applicazione. 

591.  La  somma: 


(Itetene  infinitamente  grande  quando  n  cresce  all'infinito. 

Invero,  se  da  un  valore  qualunque  di  n  si  passa  al  valore  dop- 
pio 2n,  la  somma  (ti)  si  viene  ad  accrescere  della  quantità  : 

111  i-,\ 

^v-'i:^i^-'-¥n  t7) 

che  è  maggiore  di  -  ;  poiché,  sostituendo  in  luogo  di  ogni  termine 

di  (7)  il  più  piccolo,  cioè   —,  si  ha  evidentemente: 

1  1  J_      i_      1  +i,_    i._l 

«  +  1      »  +  2'*"'""*'2n^  2»      2»  2»~'*2»~2' 

É  dunque  chiaro  che  raddoppiando  successivamente  e  indefini- 
tamente il  valore  di  n,  la  somma  (6)  si  verrà  ad  accrescere  di 
un  numero  di  mezze  unità,  che  polrà  essere  grande  a  piacere; 
onde  la  somma  stessa  potrà  rendersi  grande  a  piacere. 

592.  Più  generalmente,  ai  ha,  qualunque  sia  il  numero  positivo  an 

limf T  +  - — 7.  +  .--  + ^  =  +  «J.  (8) 

■K=«\a  +  1      «+  2  a  +  Tt/ 

Infatti,  se  A  è  r  intero  immediatamente  superiore  ad  a,  si  ha  : 


a  +  1      a+2  a+n     A  +  l      A-l-2  ft  +  n 

ed  fe  chiaro  che  il  secondo  membro  cresce  indefinitamente  col  cre- 
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8««re  di  n,  polche  In  somma  : 

diviene,  per  l'art,  prec,  inflnilamente  grande  per  «  =  ao , 
593.  Se  a  e  ^  sono  due  numeri  positivi,  ai  ha,  per  a  <  ^ 
limi 


^(»  +  l)(a  +  2Xi»  +  a)  ■■■(«  +  ■■) 
.(f +  l)(f  +  2)(S+8)...(?+n)" 

Si  pad  8crirere  infatti  : 


(?+lX?t2).. .(?  +  «) 


(a  +  lXa  +  2)...(a  +  »)  "V  ■"'a  +  l/l' "*■  o  +  a)" 'l' 

la,  ritenendo  soltanto  nn 
alio  sviluppo  del  Becon<^ 

(,+t:?)(,+t|),.,(:H.fc-')>,^.? 


Ma,  ritenendo  soltanto  nna  parte   dei  termini   che  nascerebbero 
dallo  sviluppo  del  secondo  membro,  si  ha  evidentemente  : 

■2  a+»  ' 

onde: 

(3  +  iXP  +  2)...(g  +  H)  .    1     ._i_^    ^    1    1 

(a  +  l)(a  +  2) .  . .  (a  +  «)  ^  ^  "^  ^P     "M«  +  1      "  +  2  "*■  '"  "^  a  +  «1" 

L'asserto  è  cosi  dimostrato,  poiché  il   secondo  membro  diviene 
(art.  592)  infinitamente  grande  per  n  =  <x>. 

Vota  «d  Ss*roi*l. 

1.  Il  quosiento  — *  ai  chiuna,  come  6  noto.  In  mtdia  arilm»- 

.  _j  ,-,,...,  -a.  uw  »  =  ),  n-iiu  rìspattivamente  il  minimo 
fra  i  valori  algebrici  di  a,  ,  o,  ,  .  .  .  ,  a,  ,  dalle  uKak^Iianie: 


■i  dedaee  sommando  mambro  a  membro  e  dividando  per  n  : 

oioA:  Za  media  aritmetica  di  pib  nuntert  è  comprato /ra  il  valore  piò  piccolo 
ed   il  valor»  pii  grand*  dei  numeri  ileiti. 

2.  i9b  la  eueceetione  «,,&,,%,...  fenda  al  limile  finito  A,  ti  pub  tempre, 
data  wna  guanlttil  ]ic*t((t!(i  ■  piccola  a  piacere,  determinare  l'indice  d  in  modo 
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ekt  la  trttdia  arilmtHea  di  un  ntarttri)  quitt»ttqué  di  termini  dalla  tiiécMtMMM, 
$oelli  fra  quelli  ck»  vengono  dopo  a^  ,  difftrilna  da  A  per  meno  di  e. 

Bicordando  la  defluiiione  di  limite  si  vedrà  che  è  qnea'to  np  semplice 
corollario  del  teorema  precedente, 

S.  8e  la  àucceiiione  a,  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  .  tende  al  Untile  A,  anche  la  media  arit- 
metica, M„  ,  dei  primi  a- lermini  laide  allo  iteteo  liaiìtt. 

Buppouiamo  dapprima  A  =  0.  FiHeata  a  piaoere  i  bì  potrà,  pel  teorema 
precedente,  fiaiàre  [j.  in  modo  da  aTere  : 


Wt+---+'^> 


'm-» 


per  tatti  i  valori  di  n.  Potendoti  acrivere  r 


ei  avrà  dunque  : 

Ha,  per  valori  di  «  àbbastànca  grandi,  ai  ha  evidentemente  i 

k  +  o,  +  ... +(V|^  e. 

I  li  +  «  I      " 

Sarà  dnnqne  per  tnttì  i  valori  abbaatania  ffrandi  di  n  : 

^  .    .       I»l,«l<2'- 

Con  cid  resta  appnnto  dimostrato  che  : 
limUj  =  0. 

Se  A  6  diverso  da  aero,  la  sneeetsìoae  a,— A  ,  a,~A  , . .  .  avrà  ancor» 
per  limite  lero.  Si  ha  dunque  pel  eaao  precedente  : 

cioà  appnnto':  ... 

1-     (01  + «.  +  ...  + a  ) 

iSI  .    r"-A[=0. 

4.  8f,  per  n  =:  co ,  lim  a„  =  A  e  lini  b„  =  B,  ti  ha  anche  : 
..    "ibn  +  ajbn-i  +  .  ■ .  +  a„b,  _  .    „ 


(hh  +  <*|fr»-l  +  •  ■  ■  +  ClJ>l 


p^  ,  oosiooliè  limoL^  =  0 ,  lim^a  =  O, 
2(A  +  a,)(B  +  ?.J 
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Poiché  già  BsppiuDO  (Notft  8*)  ohe  ; 

ci  reata  solUnto  a  dìtnoatr&te  ohe  : 

lim^JJ  «(?„_,  =  0.  (1) 

Ora,  tendendo  a,  e  ^n  al  limite  aero,  i  loro  Talori  assolati  non  possono 
crescere  indefinitamente  ;  onde  esisterà  un  nnmero  pusitÌTO  Amo  Q  tale 
da  aversi  per  tvtti  i  ««lori  dì  i  : 

W  <  Q      ,      l?,l  <  0- 

Esisterà  inoltre,  per  ogni  namero  positivo  ■  fissato  a  piacere,  un  valore 
di  |i  tale  che  sia  : 

l«,l<«      .      IM<' 

ptr  tulli  I  valori  di  ì  tvperiori  a  [i.  Se  donqne  prendismo  n>2|t,  avremo: 

l«iP»-ll<«-T 
poiché,  se  i  sia  ^t^  sarà  invece  n— i>  |a.  Si  potrà  dnnqne  lorivere,  per 


-■  z]««Pf.-(<  -•neT  =  t.T 


cioè  che  la  ntcMMfoiM , ,  ■'  , ...  ha  per  limit»  1,  quando 

la  iHcuMWRe  X,  ,  X, ,  Xf  ,  . .  .  ha  per  limite  xero.  Serviranno  a  qnest'  aopo 
le  disegnaftlianze  : 

Bina:  <  a:  <  tga; 


(a+1  Xa+2)  ^^  (a+«)  ^ 1^ 


(H.xM)...(?.«)  (fc_v.)(t_%..)...(t_%.y 

In 
7.  Dimostrare  ehei  lìm  !=:  =  0. 
11=111  n" 

Oafslli.  —  lelituziimi  di  oaolut  a2f«frrica,  8.*  edii.  87 
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8.  Dimostrare  che  si  ha  anche,  più  generalmente  : 

limjn*-m=0 

comouquo  «i  fiEsL  l'esponente  Je. 

§  6.0  —  Operaslonl  fondsmentalt  sa  limiti  finiti. 


,194.  51s  a„  e  b„  tendono  rUpettioamente  ai  limiti  finiti  A  e  B, 
la  somma  a„  +  b,  auro  per  limite  A  +  B,  e  la  differenza  a„  -  b„ 
avrà  per  limite  A  —  B. 

Per  dimostrare  che  liin(a„  +  b„\  =  A  +  B,  basta  far  vedere  cbe 
per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di  n  si  può  avere  : 

|(A  +  B)-(a„-|-6J|<E, 

t  essendo  una  qnantltìi  positiva  piccolissima  fissata  ad  arbitrio. 
Ora  questa  disuguaglianza  può  anche  scriversi  : 

|(A-a„)  ^-(B-6„ll  <i 

e  sotto  questa  forma  si  vede  cliiaramento  che  essa  sarà  soddisfatta 
per  tutti  t  valori  abbastanza  grandi  dì  n  ;  poiché,  essendo  per  sup- 
posto lima,.  =  A  e  Iim6„^B,  ciascuna  delle  differenze  (A  — a„)  e 
(B  —  b„),  e  quindi  anche  la  loro  somma,  diventa  piccola  a  piacere 
per  n  abbastanza  grande. 

Per  dimostrare  poi  che  lim(a„  -b„)  =  A  -  B,  si  procede  in  modo 
aSìitto  simile  considerando  che  la  differenza  : 

(A  -  B)  -  (a„  -  b„) 

può  scriversi  identicamente  sotto  la  forma  : 

(A-fl„)-(B-6J. 

595.  Se  a„  e  b„  tendoìw  riap.  ai  limiti  finiti  A  e  3,  il  prodotto 
a„'b„  avrà  per  limite  il  prodotta  A-B. 

Come  sopra^  basta  dimostrare  che  la  differenza  : 

AB  -  o„6„ 

può  ridursi  piccola  a  piacere  per  n  abbastanza  grande.  Invera  si 
può  scrivere  identicamente  : 

AB  -  a„b„  =  (A  -  ajB  +  (B  -  ò„)a, 

ed  ora  è  facile  riconoscere  che  ciascnna  delle  due  parti  che  com- 
pongono il  secondo  membro  pu6  divenire  piccola  a  piacere  per  n 
abbastanza  grande.  Infatti,  te  differenze  (A  —  a„)  e  (B  — i„}  po- 
tendo per  ipotesi  rendersi  piccole  a  piacere,  lo  stesso  deve  dirsi 
del  prodotto  di  A  —  a„  per  la  cjuantUA  fissa  B  e  del  prodotto  di 
B-6„  per  il  fattore  a„;  poiché  quest'ultimo,  avendo  per  limita 
finito  A,  si  conserverà  sempre  finito,  cioè  inferiore  ad  una  quan- 
tità fissa  assegnabile. 
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596.  Se  a^  e  b„  tendono  risp.  ai  limiti  A  e  B,  e  a 
da  zero,  il  quoziente  r~  avrà  il  limite  finito  —. 

ComÌDClamo  dal  dimostrare  che  il  quoziente  —  ha  p< 
K 
Basterà  dimostrare  che  la  differenza: 

1        1  _  &„  -  B 
B       6„~  Bft„ 


'  =  {K~ 


può  rendersi  piccola  a  piacere  per  n  abbastanza  grande.  Ora  ciò 
è  Tero,  poiché  l'nltimo  membro  è  il  prodotto  di  dne  fattori,  dei 
quali  il  primo  6„  -  B  diviene  piccolissimo  per  ipotesi  ed  il  secondo 

resta  finirò.  Invero,  perchè  il  secondo  fattore  — —  potesse  dive- 
nire grande  qnanto  si  voglia  col  crescere  di  n,  bisognerebbe  che 
il  fattore  b„  del  denominatore  potesse  divenire  piccolo  a  piacere 
per  n  abbastanza  grande,  ossia  che  b„  avesse  per  limite  lo  zero, 
il  che  h  contrario  al  sappostu. 
Ciò  premesso,  poiché: 


I        1 
sì  ha  per  il  teorema  del  prodotto  dell'  art.  prec.  : 


lima„  =  A      e     lim -=-  , 

b„      B  ' 


■(-•è)  = 


ossia  appunto  : 


Come  applicazione  importante  proponiamoci  di  trovare  il  limite, 
per  n  infinito,  dell'espressione  ■ — '——•  ;  a,  b,  e,  d  essendo  quattro 

numeri  eostanti. 

Il  nnmeratore  a+bn  tendo  in  generale,  per  n  infinitamente 
grande,  ad  un  limite  infinito  e  lo  stesso  dicasi  del  denominatore. 
Volendo  quindi  applicare  il  teorema  del  quoziente,  converrà  prima 
trasformare  la  frazione  in  modo  che  tanto  il  numeratore  che  il 
denominatore  tendano  a  limiti  finiti. 

A  tale  oggetto  basterà  dividere  per  n  ì  duo  termini  della  fra- 
zione,  con  che  essa  non  cambia  di  valore  e  prende  la  forma  : 

--I-6 
« 

«-  +  *' 

n 
Ma,  se  n  cresce  indefinitamente,  -  e  -  tendono  evidentemente 
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a  zero,  onde  : 


liin(-+A  =  6    ,    lim(-  +  d)=d 


Epperò,  Rppllcando  ora  11  teorema  del  qaozlente,  b1  trova: 

lina-   .    .   =-. 

597.  Poiché  il  teorema  dell'art  &95  bI  estende  ImiEediat&ineiite, 
come  è  maniresto,  al  prodotto  di  no  nomerò  qualunque  di  fattori, 
ne  se^e,  per  p  Intero  e  positivo,  che  (a„)''  tenderà  al  limite  A', 
86  il  numero  positivo  a„  tende  al  limite  A. 

59B.  Piti  generalmente  :  se  a  è  un  numero  razionale  qualunque, 
la  potenza  a^"  tenderà  ad  A',  ae  a„  tende  ai  limite  finito  A. 

Sia  infatti  dapprima  a=  -  ,  essendo  p  a  q  interi  e  positivi.  Si 

può  BCrivere:  a 

a,"=«,'  =  A5.(j).  (1) 

Ha  dall'  essere  lim-^  =  1  segue  (art.  589)  ohe  è  anche  : 


dìY- 


I  quindi  anche  per  l' art  prec.': 
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Dalla  (1)  si  ha  dunque  appunto:  lima„'  =  A'. 

Il  caso  di  a  negativo  si  riconduce  evidentemente  a  quello  oro 
contemplato  mediante  il  teorema  del  quoziente. 

Voto  «d  B*»relsi. 

1.  Nella  dimoBtTMione  dell'art.  &98  li  è  Bnppoato  implioitameBte  cb«  A 
DOD  aia  egnale  a  cero.  Per  A  :=  0  il  lettore  rìoonoBoerà  inunedifttamentA 
la  validii&  del  teorema. 

a.  Trovare  il  limito  di  -: — „        .  . ,  di    — — ,      .    ^ ,    eoo.    per 

n  =  to. 

B.  Eaeendo  Um-"     =  A,  per  «  =  co ,  dlmoatrare  ohe  : 
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4.  Se  il  qnoBiaute  — ^  tende  ed  nn   limita   finito, 

lim-Szl  ^  i|  dimoatrore  ohe  lim  -Hi* ?  =  lim  —5, 

Si  kppliohi  1'  identità  : 


fi.  Dedorre  come  eoroll&rio  ohe:  so  -^  tende  ed  nn  limito  finito  di' 

vereo  dall'anità,  snohe  il  rapporto  -^ ~  tende  elio  eteeeo  limite. 

6.  Sa  Sj,  tolda,  par  n  =  ao  ,  od  un  finita  finito  e  diverto  da    zsro,    n    Aa  : 

lim?UL?!l±^ll±^-l  =  l. 

,=»    «!  +  «,+  ...  +  «„ 

Si  applichi  la  nota  8*  del  g  V,  dopo  aver  oMervato  ohe  ei  può  ecriTere; 

«i+gi-l-  .  .  .  +iln*i  _  "  +  1  jai_+''^+  •  ■  •+g«n      «!+«,-<•  .  ■  ■  +a„l 

Oi+aj+  .  . .  «„  ni  n  + 1  »  )' 

g  7.°  —  Limiti  di  alcune  eipreHlonl  e§pon«nslAlI. 
Poterne  eon  esponente  reale  e  logaritmi   del  nnmerl  reali. 

599.  Le  poterne  tucceiBive: 

h,h«,h»,...,h",... 

di  un  numero  positivo  h  tendono  all'infinito  positivo  quando  h>l, 
e  tendono  invece  a  zero  quando  h  <  I. 

Coiuiaciamo  dal  aapporre  cbe  h  sia  an  namero  positivo   mag- 
giore di  1.  Si  pn6  scrivere  : 

ft  =  1  -KA  - 1) 

k'-h  =  k(h-l)>h-l 

h'-h*  =  k'{h  -  1)  >  ft  -  l 


A''-A"-'  =  A''-»(ft-l)> 


Infatti,  polche  7t  >  1,  si  ha  a  fortiori  (art  583)  V  >  1^  e  molti- 
plicando i  due  membri  per  (A  -  1)  : 

A*(A-1)>&-1. 

Sommando  ora  membro  a  membro  le   n   Inegaaglianze    scritte 
sopra;,  e  consideraDdo  che  i  termini  ÌQ  A  ,  A' ,  A* , . . . ,  A"''  si  di- 
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struggono  nel  primo  membro,  perchè  uguali  a  due  a  dne  e  di  se- 
gno contrario,  ei  ottiene  : 

A">n(A-l)-f-l.  (1) 

Da  questa  diengiiaglìanza  si  vede  ora  che  il  valore  di  h"  pn6 
divenire  grande  quanto  si  vuole,  purché  ai  prenda  l'esponente  n 
abbastanza  grande  ;  poiché,  volendo  che  h"  superi  un  numero  po- 
sitivo K  scelto  grande  a  piacere,  bnstorJi,  in  virtù  della  (1),  di 
prendere  n  in  modo  che  si  abbia: 

n(A  -  1)  -1- 1  ^  K  , 

cioè  di  prendere: 


il  che  si  può  sempre  fare  prendendo  per  n  il 

K-1 
medialamente  superiore  a  - — -. 

Si  ha  dunque  : 

limA"  =  +  00    (ft  >  1).  ;2) 

Supponiamo  ora  che  h  sia  un    numero    positivo    minore   di   1. 
Poiché  allora  il  numero  reciproco   r  è  invece  maggiore  di  1,  si 

ha  per  quanto  precede  : 

sa)"-» 

0,  che  è  lo  stesso  : 


Ma  perchè  la  frazione  7;;  diventi  grande  quanto   si   vuole ,  col 

crescerò  di  n,  è  necessario  che  il  denominatore  h"  diventi  piccolo 
quanto  si  vuole,  cioè  appunto  che  si  abbia  : 

limft"  =  0     (ft  <  1).  (3) 

600.  La  formola  (2),  e  quindi  anche  la  (:}),  vale  anche  se  n  tende 
air  infinito  positivo  percorrendo  una  progressione  qualsiasi  di  valori 
razionali.  Infatti,  so  m  è  il  massimo  intero  contenuto  in  n  e  sia 
H  =  MI  +  [*,  si  ha  (cfr.  art.  581}  : 

h"  =  A"'+^'  =  h^h*"  >  ft". 

601.  Si  consideri  ora  una  Buccessioue  di  numeri: 
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avente  per  limite  lo  zero,  e  sì  formloo  le  potenze  : 
h*',h^,h^, 

Qnesta  nnova  successione  avrA  per  limite  l'unità. 

Snpponiamo  infatti,  per  fissare  le  idee,  A  >  1  e  le  e  positive,  e 
consideriamo  la  differenza  h  "—1  che  è  certamente  positiva  (ar- 
ticolo 583j.  Dobbiamo  dimostrare  che,  dato  un  numero  positivo  5, 
anche  piccolissimo,  si  può  sempre  determinare  n  in  modo  da  avere; 

il  che  equivale  a  scrìvere  : 

A'"  <  1  +  5 


(1  +  S)*»  >  h. 

Ora  è  manifesto  che  quest'ultima  disuguaglianza  sarà  soddisfatta 
dai  valori  abbastanza  grandi  di  n,  poiché,  essendo  per  supposto 

limc^  =  0,  la  reciproca  —  avrà  pei"  limite  +qd;  quindi  il  numero 

1  ■(-  5,  che  6  evidentemente  maggiore  di  1,  venendo  elevalo  ad  un 
esponente  positivo  grande  quanto  si  vuole  fluirà  per  superare  cer- 
tamente il  valore  di  A  (art.  599). 

602.  Il  risultato  dell'  articolo  precedente  viene  espresso  dalla 
scrittura  : 

limA"™  =  1. 

Per  esprimere  però  al  tempo  stesso  che  per  «=»  l'esponente  s„ 
tende  al  limite  zero,  sì  preferisce  di  scrivere  : 

limA'  =  1 . .  .  (4) 

e  si  dice  che  vn  numero  positivo  elevato  ad  un  esponente  picco- 
lissimo  tende  al  valore  1  quando  l'esponente  tende  al  valore  0. 

Se  nll'esponente  e  si  da  poi  precisamente  il  valore  zero,  si  ha 
h''=  1,  secondo  la  convenzione  già.  fatta  (art,  581). 

603.  Finora  si  è  dato  un  significato  a  quelle  sole  potenze  di  an 
nomerò  reale  e  positivo  a,  che  hanno  per  esponente  un  numero 
razionale. 

Siano  ora  duo  numeri  reali  e  positivi  qualisivogliano  : 

a  =  {A,A')  =  {a,,a,,...;a\,a',,...) 

P  =  (B  ,  B')  =  (&!  ,  l'i  ,  .  .  .  ;  ft'i ,  6',  ,  .  .  .)  , 

cosicché  le  a  ,  a'  ,b  ,b'  si  riterranno  essere  numeri  razionali  tutti 
positivi.  Supporremo  inoltre,  per  fissare  le  ideo,  a  >  ì. 

Col   simbolo  ai'  si  intenderà  quel  numero  reale  che  ha  per  prima 
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classe  tatti  1  namerì  del  tipo  (aj)  ^  e  per  seconda  clasBe  tnttt  qaellt 

V 

del  tipo  (a'jt)  ';  coeiccbè  la  definizione  generale  di  potenza  verrà 
espressa  dalla  Borittnra  (*)  : 

(a,A7'^'='  =  (a=,(a.,=) 

Per  legittimare  questa  definizione  dobbiamo  innanzi  tntto  dimo- 
{    B  B\ 

Strare  ohe  11  sìmbolo  \A     ,  (A')    }  rappresenta  effettivamente  un 
numero. 


tlcoli  583  e  584)  : 

DI  queste  due  disngnaglianze  la  prima  ci  dice  che  a^<a'^  e  la 
seconda  che  (a')*  g  (•*')■  ^  dunque  a'  ^  (<t'J*'i  do*  ogni  numero 
della  classe  A     Ò  ^  di  ogni  numero  della  classe  (A')    . 

Dobbiamo  ,  in  secondo  luogo  ,  dimostrare  che  la  differenza 
{a'f  —  a''  può  rendersi  piccola  a  piacere  scegliendo  opportuna- 
mente i  numeri  a,  b,  a',  b'  nelle  rispettivo  classi  A,  B,  A',  B'. 
Ora,  si  può  scrivere  identicamente  : 

{a'f  -0,"  =  o*Ca»-*  -  1)  +  ((a*)*'  -  a*')  +  (a*'  -  o»). 

Basterà  quindi  riconoscere  che  ognuna  delle  tre  differenze  scritte 
fra  parentesi  pu6  rendersi  piccola  a  piacere. 
Per  la  prima  si  ha  infatti,  scegliendo  a  ^  1  : 

ed  il  secondo  membro  si  potrà  impicciolire  a  piacere  (art.  602) 
prendendo ,  come  è  lecito ,  sutScientemente  piccola  Ja  differenza 
b'~b.  Quanto  alle  differenze  (a')*' —  a'',  al  osservi  che,  prendendo 
a'  sufflci  e n temente  vicino  ad  a,  sì  può  sempre  ottenere  (art.  598} 
che  anche  {a'f  si  avvicini  indefinitamente  ad  a^';  ed  analoga- 
mente per  la  terza  differenza. 


(*)  Se  a  <  I,  6  invece   ~  >  1.  Pertanto  il  cuo  di  ce  <  1  si  ricondurre  rI 
precedente  aerÌTendo: 


«3  = 


Sì  definirà  dunque 


')        (A) 
(A-)"). 
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604.  Ciò  premesso,  deve  poi  dimoBlrarsI. 
ì«)  ohe  se  (B  ,  B')  =  (C  ,  C),  è  anche  : 


U     ,{A')    )  =  ÌA    ,(A')    ). 


Invero  indicando  con  A,  A',  B,  B',  G,  C  numeri  tolti  dalle  corri- 
apondenll  classi,  si  ha  per  sapposto  (cfì*.  art.  563): 

A§A',B^C',C^B' 

d'onde  segno  appunto  : 

B  B  eoe  B' 

A    ^(A-)    s(A'>     ,  A    ^(A'>    §(A'J    . 

2o)  Che  se  (A  ,  AO  =  (E  ,  E%  è  anche 

U     ,(A')   )  =  \E    ,(E')    ). 

Ed  infatti  si  hanno  per  sapposto  le  disngnaglianze  : 

B^B',  A'>  1  ,E'>  1  ^  A^E'.E^A' 

dalle  quali  segue  immediatamente: 

B  B  B'       B  B  B' 

A    ?(£-)    ^(E'J     ,  E    ?(A'>    ^CA-)    . 

605.  In  particolare,  se  l'esponente  p=(B  ,B')  ò  razionale,   si 
potrà  scrivere  {B  ,  B'>  =  (8  ,  P)  ;  e  si  avrà  per  l' art.  prec.  : 


(A^(A^''■)=(A^(A.,'). 


Ora  il  nnmero  (A* ,  (A')^)  non  6  altro  che  VoTdinaria  potenza,  ad 
esponente  razionale,  a?,  poiché  dalle  disngnaglianze  A<a<A' 
se^e: 

aP^«^5(A')''. 

606.  Finalmente  è  facile  veriScare  la  validità  della  regola   ge< 
norale  espressa  dalla  formola  : 


Si  ba  infatti  per  le  regole  già  stabilite  : 

(B.B')  (O.C)      /    B  B'\  /    0  C\ 

(A,  A')'    '       .(A.AT    '     '  =  (a     ,(A')    ).U     ,{A'J    ) 

/    B    0  B'      C\      /    B+C  B'+C'i 

=  U    A     ,(A')    (A)    )  =  \&.  .(A*)  ) 


607.  Dalla  definizione  di  h"  data  all'  art.  603  segue  subito  che 
i  teoremi  degli  artieoli  563  e  584  sossiatono  anche  per  nn  espo- 
nente a  irrazionale. 

Oa» RLLi.  —  IUU»no»i  di  analiti  nlgràrico,  8.*  edii.  86 
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Siano  infatti  h  =  (H,H')  ed  a  =  (A,A')  e  snpponiaUK^  per  fla- 
sare  le  idee,  h  >  1  ed  a  >  0.  Poiché, (H  ,.H')  >  1,  esisterii  (art.  564) 
neila  classe  H  almeno  no  numero  &,  maggiore  di  1,  onde  (art.  563) 
aarà  anche  hf^  >  1.  H  nnmero  (h     ,  (H')    )  è  danqae  (art.  564) 


maggiore  di  (1  ,  1),  poiché  esiste  nella  classe  H     almeno  nn  Da- 
merò maggiore  di  1. 

608.  Corollario  1.°  —  Se  di  due  Humeri  reali  positivi  h  e  k  sia 
h  maggiore  di  k,  sarà  h"  maggiore  di  k'  qualunque  aia  V  ttpo- 
nente  oc,  purché  maggiore  di  zero. 

EsBendo  infatti  per  supposto  r  >  1,  ne  segue  per  l'art,  prec,  che 


Jt« 


>  1  ;  cioè  appunto  che  h*  >  k\ 


609.  Corollario  2."  —  Se  V  esponente  reale  x  varia  crescendo 
continuamente  dall'infinito  negativo  all'infinito  potitivo,  l'esponen- 
ziale h''  varia  dallo  zero  all'infinito  positivo  crescendo  pure  con- 
tinuamente, se  ti  >  1.  Varia  invece  da  +  tu  a  0  decrescendo  contt- 
nìiamente,  se  b  <  1. 

Sia  infatti,  per  fissare  le  idee,  h  >  l  \  e  supponiamo  che  all'espo- 
nente X  si  dia  un  accrescimento  positivo  y.  Si  avrà  allora  ft'+'sA'-A*. 
Ma,  per  quanto  si  è  già  dimostrato  all'art.  607,  è  &*>1.  Si  ha  dun- 
que evidentemente  h"*"  >  A''. 

610.  Dati  due  numeri  reali  e  positivi  !^  e  h,  il  primo  deiqwUi 
diverso  da  zero  e  da  I,  esiste  sempre  un  valore  reale  di  x.  soddi- 
sfacente all'equazione  esponenziale: 

a*  =  b.  (6J 

Questo  valore  dt  x  è  unico  e  ai  chiamerà  il  logaritmo,  in  base  a, 
del  numero  b  ;  scrivendosi: 

x  =  Iog,b.  (Sì- 

Supposto,  per  fissare  le  idee,  a  >  1,  sia  L  la  classe  formata  dai 
numeri  razionali  l  pei  quali  si  ha  a'  <  b,  ed  L'  quella  formata  dai 
rimanenti  V.  Per  l'avt.  609,  è  chiara  l'esistenza  dei  namero  (L,  L'), 
che  diciamo  essere  appunto  un  valore  di  x  soddisfacente  alla  (6). 
Se  a  =  (A  ,  A'),  si  ha  infatti  : 

(A,A-f'''''  =  (A\(A')''-) 
e  per  dimostrare  che  questo  numero  coincide  con  b,  basterfc  far 
vedere  che  6  è  ^  d!  tutti  1  numeri  della  classe  A     ed  <  di  tatti 
qaelll  di  (A')    .  Ora  si  ha  appunto,  indicando  con  A,  A',  L ,  L', 
numeri  qualunque  scelti  dalle  classi  omonime  : 

b>a    ^A     ,  b  <a     5  (A')    . 
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L'anicità  del  valore  di  x  Boddlsfkcente  alla  (6)  risalta  poi  evU 
dentemente  dall'art.  609. 

611.  Le  proprietà  fondamentali  dei  logaritmi  si  deducono  senza 
difficoltà  dalla  stessa  equazione  esponenziale  (ti),  cfae  ha  servito 
a  defloìrli.  Esse  si  riassamono  nelle  formolo  se^^enti  : 

log(oft)  =  Ioga  +  loft ,  log-  =  ioga  —  logb ,  Ioga*  =  bloga 

ìogjfìog^à—  1  ,  loga&logjC-log^a  =  1,  ecc. 

612.  Se  a„  e  b„  tendono  rispettivamente  ai  limiti  flniU  A  (po- 
sitivo e  diverso  da  zero)  e  B  col  crescere  indefinitamente  dell'  in- 
dice n,  in  potenza   a„  "  tenderà  al  limile  A  . 

Poiché  per  supposto:  lima„  =  A  e  limfr„-B,  se  poniamo: 

^=«„,  6„-B  =  p, 

si  avrà  (§  6.0): 

lim«„  =  1  ,  limg„  =  0. 

Intanto,  per  le  posizioni  fatte,  8i  ha: 

a„  =  A.a„  ,  6„  =  B  +  p„, 

onde  si  patì  scrìvere  : 

dove  l'ultimo  membro  è  il  prodotto  di  tre  fattori  ciascono  dei 
qaali  tende,  come  ora  vedremo,  ad  un  limite  finito,  cosicché  per 
il  teorema  del  prodotto  dei  limiti  (§  6.o)  il  limite  di  o„*n  altro  non 
sarà  che  li  prodotto  di  qnesti  tre  lìmiti. 

Invero  il  primo  fattore  A  non  dipendendo  da  n  conserva  sem- 
pre il  sno  valore,  cioè  ha  per  limite  se  stesso. 

Il  secondo  fattore  A  ' ,  poiché  la  base  A  resta  fissa  e  1'  espo- 
nente ^„  tende  al  limite  zero,  tenderà  come  già  sappiamo  (arti- 
colo 602)  al  limite  1. 

Qaanto  al  terzo  fattore  a„  '^"  ,  cominciamo  dal  notare  che,  es- 
sendo lim^„  =  0,  esisteranno  evidentemente  due  numeri  interi  fissi 
it  e  A  che  comprendono  la  somma  B  -i-  ^„  per  tutti  I  valori  abba- 
stanza grandi  dell'indice  n.  Ma  se  : 

fc  <  B  +  p„  <  fe  , 
si  ba  anche  (art.  609)  : 

On"  <  a     '^"  <  a„",  oppure  o^"  >  a     '^''  >  «„*. 

Poiché  ora  lima„=l,  si  ba,  pel  teorema  sol  prodotto  dei  limiti: 

lim«„*  =  lim«„-iima„  . . .  =  (lima„)''  =  1*  =  1 
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e  slmilmente  : 

lim«_''=l. 


tità  che  tendono  allo  stesBO  limite  1,  e  perciò  il  suo   limite   sarft. 
del  pari  l'anitli  (art.  589). 

Dalle  (7)  bI  conctade  pertanto  : 

limo„  "  =  A^X1X1=A^ 

come  dovevasi  dimostrare. 

Notiamo  espressamente  ctie  il  teorema  pud  cadere  in  difetto 
quando  fosse  A  =  0,  o  qnando  l'uno  o  l'altro  dei  limiti  A  e  B  fosse 

infinito.  Cosi  per  es.  il  limite  di  (  1  +  -  )     per  n  =  oc   non  è  gì& 

dato  da  1°°,  ovvero  sia  da  1,  come  parrebbe  a  prima  vista,  ma 
da,tutt'altro  numero,  come  vedremo  in  seguito. 

È  facile  di  riconoscere  che  il  teorema  seguita  a  sassistere  an- 
che quando  A  =  0  e  B  è  finito  e  diverso  da  zero. 

613.  Il  logaritmo  d*l  limite  di  un  numero  è  uguale  al  Umitt  del 
logaritmo  del  numero. 

La  base  dei  logaritmi ,  che  si  suppone  restare  invariabile,  sia, 
per  fissare  le  idee,  un  numero  maggiore  di  1,  che  indicheremo 
con  A. 

Se  llma„  -  a,  si  avrà  per  tutti  1  valori  abbastanza  grandi  di  n, 
comunque  sia  stato  fissato  il  valore  piccolissimo  di  e  : 

|a-a„!  <  o(l  —  A~*j 
d' onde  : 

|,_1.|<1_A-  („ 

e  a  maggiore  ragione  : 

l'-^|<A--..  (W 

Ora  dalle  (a)  e  (^)  segue  evidentemente  : 

A-*<^<  A* 
a 
o,  che  è  la  stessa  cosa  : 

a-<a'°'"--'°'"'<a« 

d'  onde  (art.  609}  : 

-  e  <  loga„  —  ioga  <  e. 

Si  ba  dunque  ,  per  tntU  i  valori  abbastanza  grandi  di  n  r 
|loga„  — loga|  <  E,  cioè  appunto  lìm(iogo„)  =  Ioga,  e.  d.  d. 
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1.  i$«  a,  ,  a,  ,  a,  ,  ■  .  .  ^  vna  lueeeiaione  inficila  di  num«i'i  patitivi,  tali  cht 
il  rapporto  "*'■  tenda  ad  un  limite  minore  di  1,  col  erucere  di  u  alFinfi~ 
nilo,  larà  liina„  =  0,  {Cfr.  g  9.'). 

2.  Applicare  il  teoiema  precedente  a  dimostrare  ohe; 

6" 
lim  p  =  0. 

3.  Essendo  A  >  1,  si  applichi  la  disaguaglianza  : 

&''>(&-l)'.n*-f  (A-l)(3-ft)-«  1-2 

A  trovare  un  valore  di  w,  più  conveniente  di  quello  dato  all'art,  599,  ohe 
soddisfi  alU  condisione  A"  >  E. 

"/ i  "^—  . 

4.  Calcolare  lim  UÀ +-    e    lim  \/A"' 

5.  Dimostrare   ohe  lim =  0.  Si  faccia  n  =  m*. 

_  6.  Si  è  dimostrato  all'art,  618  ohe:  le  ]ima„=a,  è  aneA«  limloKa„:=1oga. 
È  vera  anche  la  propositioDe  reciproca;  cioè;  te  limloga,  —ioga,  tara 
a„  =«.  Si  ha  infetti,  in  quest'ultimo  supposto  (art.  BI2),  detta  A  la  base 
dei  logaritmi  : 

7.  Applicare  questo  principio  al  calcolo  di  lim  \/n.  Tenendo  presente 
la  nota  &■  ei  troverà  per  limite  I'  unità.  Si  dimostri ,  più  ganeralmente  , 
ohe  lim  ^/«  +  'Ì  =  i. 


8.  Ba  lima^  =  a,  i  anekt  lim  v'a,a,H,  ,  .  .  .  a„  =  a. 

Questo  teorema  si  riconduce  immediatamente,  mediante  il  principio  ora 
menaionato,  a  quello  già  dimostrato,  al  §  h".  (Nota  8*). 

9.  Cambiando  nella  formola  della  nota  precedente  a„  in  — ^  se  ne  de- 
duca che  :  10  U  rapporto    "       tende,  per  n  =  co ,  ad  un  limite  finito  e  dtter- 

minato,  oncAe   x'*'»  tende  alla  eletto  Itmilt. 

10.  Be  lima„  =  a  e  lim5n=^,  sotto  quali   condiiioni  si  ha: 
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«  ~  Serie  •  termini  reali. 


614.  Fondandosi  sul  concetto  di  limite  si  paò  dare  un  signifi- 
cato a  certe  espressioni  die  impHcano  un  numero  infinito  di  ope- 
razioni. Le  piil  semplici  ed  importanti  espressioni  di  questo  ge- 
nere sono  le  cosi  dette  serie.  Uatu  una  saccessione  infinita  di  na- 
meri  : 


si  chijima  serie  V  algoritmo  : 

a, -1- a, -Kia  +  .  .  .  (I) 

che  si  ottiene  conginngendo  questi  numeri  col  segno  di  somma. 
A  primo  aspetto  sembra  impossìbile  che  l'algoritmo  (1)  possa 
esprimere  an  numero,  non  potendosi  concepire  la  somma  di  nn 
numero  influito  di  termini  ;  ma  soltanto  si  pud  concepire  il  signi- 
ficato delle  somme  parziali: 

a,  +  a,  ,  a^  +  a^  +  a^  ,  n,  -1-  o^  -l-  «g  -|-  a^  , .  . . , 

cioè  in  generale  della  somma  : 

S„  =  Oi  +  a,  -^  a,  +  .  .  .  -t-  a„,,  -|-  a^  (2) 

che  si  ottiene  considerando  soltanto  i  primi  n  termini   dell'  algo- 
ritmo (I). 

Intanto  però  queste  somme  parziali  : 

Si  ,  S,  ,  S,  ,  S,  ,  .  .  .  ,  S„  ,  .  .  .        ■  (3) 

formano  una  successione  infinita  (§  5.°)  di  numeri,  che,  in  molti 
casi,  potrà  avere  un  limite  finito. 

Supposto  ora  che  questo  limite  finito  esista  e  sia  A,  cioè  che  si 
abbia  : 

]i_m8„  =  A...,  (4) 

si  dice  che  lii  serie  infinita  (I)  ammette  per  somma  A  e  si  scrive: 

A=a^  +  as-^as■^■  ..     .  (5) 

In  tal  caso  si  dice  anche  che  la  serie  (1)  è  convergente.  Cioè: 
una  serie  si  dice  convergente  quando  la  somma  dei  suoi  primi  « 
termini  converge  ad  un  limite  finito  col  crescere  Indefinitapeote 
del  numero  n. 

So  invece  la  somma  del  pnmi  n  termini  finisce  per  divenire,  in 
valore  assoluto,  pib  grande  di  qualsiasi  quantità  assegnabile,  col 
crescere  dell'indice  n,  cioè  se: 

lÌmS,,=  «>, 
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si  dice  che  la  serie  (1)  è  divergente,  e  si  può  scrivere  : 
00  =  a,  +  Oj  +  Og  +  .  .  .  . 

Finalmente,  in  tntti  gli  altri  casi,  cioè  quando  la  S„  non  tende 
ad  alcnn  limite  determinato  col  creecere  di  »,  b\  dice  che  la  se- 
rio (1)  è  in  determinagli. 

Per  meglio  chiarire  queste  definizioni,  consideriamo  qaalche  e- 
sempio  di  ognuna  di  queste  tre  specie  di  serie. 

615.  Si  abbia  la  serie  : 

Si  ba: 


(n-1}» 
i)  che  si  può  anche  scrivere  : 

onde,  tralasciando  nel  secondo  membro  i  termini  che  si  elidono: 

I» 

DI  qal  segae  evidentemente  : 

IimS„-limr2   --)  =  2. 

La.  serie  (6)  è  donque  convergente  ed   ha  por  somma  2. 
Come  esempio  di  serie  divergenti  si  hanno  evidentemente  le  due 
segue  mi  : 

1  +  1  +  1  +  1  +  ... 

1  +  2+3  +  4  +  5... 

e  come  esempio  di  serie  indeterminata  basterà  citare  la  serie  : 

1-1  +  1-1  +  1-1  +  ..  . 

nellA  qoate  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  oscilla 
sempre  fra  il  valore  +  1  ed  il  valore  —1,  ma  non  tende  ad  on 
qdIco   valore  determinato. 

616.  Se  la  serie: 

a^+a^  +  a^  ^  . .  . 

ò  convergente  e  sia  3  la  sua  somma,  si  ha  : 

limS_  =  S 
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e  qnind!  anche,  che  è  soetanzialmentc  la  stessa  cosa, 
>ii"8„_,  =  8. 

Soltraendo  qneate  dae  uguaglianze  membro  a  membro  vleDc: 

llmS„-limS„_,^0 

od  anche  pel  teorema  sulla  differenza  dei  limiti  (art,  69i): 

lim(S„-S„_il  =  0. 
Uà 
S„  -  S„-i  =  (Oj  +  a,  +  .  .  .  a„_i  +  aj  -  («1  +  a,  +  . .  .  H-  a„.,)  =  a, 

onde  bì  conclude  che  : 

linia„  =  0, 

cioè  :  se  una  serie  è  convergente,  il  termine  generale  a^  deve  ten- 
dere al  limile  zero  col  crescere  indefinitamente  dell'indice  n. 

617.  La  condizione  lima„:^0,  che  abbiamo  visto  essere  necea- 
sarift  per  la  convergenza  della  serie  a,  +  n,  +  ct,  +  . . .  ,  non  è  però 
sufRcieute.  Infatti  è  agevole  il  trovare  esempi  di  serie  per  le  qnali 
b  soddisfatta  questa  condizione,  e  ciò  nondimeno  sono  divergen^ 
o  indeterminate. 

Sì  consideri  invero  ia  serie  : 


1      1      1 


= -,  onde  evidentemente  lima„  =  0. 


m 


Sappiamo  (art.  591)  che  la  e 

infinitamente  grande,  col  crescere  del  numero  dei  termini.  La  se- 
rie (7}  è  dnnquo  divergente. 
Se  consideriamo  invece  la  serie  : 

1_1      1      1      1_1_1_1_1  ,8) 

vediamo  che  essa  pure  soddisfa  alla  condizione  limti„  =  0,  M»  t 
facile  riconoscere  che  essa  non  è  né  convergente  né  divergeaie. 
m.i  bensì  indeterminata. 

618.  Teorema.  —  Affinchè  una  serie  aia  convergente,  è  necwwrw 
e  sufficiente  che ,  data  a  piacere  una  quantità  piccolissima  e,  »i 
possa  sempre  determinare  l'indice  n  tn  modo  che  la  somma  di  u» 
numero  qualunque  di  termini  della  serie  consecutivi  all'  n"*  »"" 
minore  di  t  in  valore  assoluto. 

Infatti  perchè  In  serie  (1}  : 


sia  convergente,  è  necessario  e  aofBoIente  (art.  614}  che  la  snc- 
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cessione  di  nuineri  (3)  : 

S,  ,  Sj  ,  Sj  ,  s. ,  . .  . 

lenda  ad  mi  limite  finito  col  crescere  indefinitamente  dell'indice  ii. 
Applicliianio  dunqne  it  teorema  dimostrato  al  g  b."  (art.  ó86)  che 
dà  la  condizione  necessaria  e  safBcientc  affinchè  una  successione 
infinita  di  numeri  ammetta  nn  limite  finito.  Applicando  questo  teo- 
rema vediamo  che,  data  a  piacere  una  quantità  piccolissima  e,  si 
deve  poter  determinare  n  in  modo  che  le  difTerenze  : 


siano  tutte  più  piccole  dì  e.  Bla  dalla  (:ì)  si  deduce  evidentemente: 


Si  dovrà  dnnque  avere  simultaneamente  per  lo  stesso  valore  di  s: 

l««^iÌ  <  E  7  Wn+i  +  ««mI  <  s  ,  |a„*i  +  a„+g  +  a„+sl  <  e  , 

Resta  cosi  dimostrato  il  teorema  eopra  enunciato. 
Ponendo  per  brevità  : 


cioè  indicando  con  ^a>t>  '^  somma  dei  p  termini  consecntivl  al- 
l' n*"",  possiamo  anche  esprimere  la  condizione  necessaria  e  sufil- 
ciente  per  )a  convergenza  sotto  la  forma  : 

iR„.pl<£    ,     P=h  2,  3,  4,...  {lOJ 

intendendo  che,  fissalo  a  piacere  e,  si  potrà  poi  fissare  opportu- 
namente il  valore  di  n.  Quanto  al  valore  Aìp,  esso  resia  poi  sem- 
pre arbitrario. 

619.  Come  applicazione  di  questo  criterio  generalo  di  conver- 
genza vogliamo  dimostrare  che  : 

Se  i  termini  di  una  serie  sono  alternativamente  positivi  e  nega- 
tivi, decrescenti  (o  almeno  non  crescenti)  in  valore  assoluto  e  col 
termine  generale  tendente  a  zero,  la  serie  è  convergente. 

Sia  infatti  la  serie  : 

W,  -  Mj  -i-  Uj  —  «4  i  %  . .  . 

dove  le  n  sono  numeri  positivi,  tati  che  si  abbia  : 

"l  >  Mj  5  «3  5  «1  .  . .  5  w„_i  >  w„  >  .  ■  . 
ed  inoltre  : 

limu„  =  0. 

Capku.1.  — /ililuitoTii  di  analiui   algebyieii,  S.*   udÌE.  89 
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Per  dimostrare  la  convergenza  di  qaeeta   serie    basterà  i 
strare  cbc  si  può  soddisfare  allo  condizioni  (10). 
Ora  nel  nostro  caso  si  ha  : 


Aggruppando  duo  a  due  ì  termini  del  secondo  membro  sì  puù 
Anche  scrìvere  : 

(-  1)"-R„p  =  (",.4.  -  «.,+ì)  +  («..+J  -  "«  m)  +  ■  -  ■ 

dove  le  differenze  m„.i  —  m„*ì  ,  «„«  —  i*„4.4,  ecc.  sono  tulle  posi- 
tive, poiché  per  supposto  w„^,  ^  u,,^.^  ,  «^^.j  >  u„^i ,  ecc.  Ciò  posto. 
se  /)  Ò  pari,  il  secondo  membro  sarà  composto  esclusivamente  di 
queste  differenze  positive;  se  invece  p  è  dispari,  si  avrà  nel  se- 
condo membro,  oltre  a  queste  differenze,  un  ultimo  termine  iso- 
lato M„^.p  evidentemente  positivo.  Pertanto,  in  entrambi  ì  casi  il 
secondo  membro,  come  composto  di  parti  lutt«  positive,  sarà  po- 
sitivo, cioè  : 

(-l)".R„p>0. 

Se  scriviamo  invece  R„p  sotto  la  forma  : 

(-  1/'-  Rnp  =  "«+,  -  {«n^i  -  «„.»)  -  ("«+4  '  «n-fs)  +  ■  ■  •  . 

vediamo  slmilmente  che  nel  secondo  membro,  dopo  il  primo  ter- 
mine positivo  tt„^j ,  si  hanno  soltanto  delle  parti  oegative,  onde: 

(-1)"E.,<»„,- 
RioDcndo  le  duo  diseguaglìanze  cosi  trovate  conchiadiamo  dun- 
que che: 

0<(-ir.R„p<?(„^, 

cioè  che  il  valore  assoluto  di  E„p  è  minore  di  «„+,. 

Ciò  posto,  si  immagini  data  a  piacere  una  quantità  positiva  pif- 
colissiroa  e.  Poiché  per  supposto  limw„  =  0,  si  potrà  fissare  «ab- 
bastanza grande  perchè  si  abbia  : 


Ma,  allora,  poiché  si  ha  per  qiianto  precode  : 

si  dedurrà  a  foHiori  : 

\Kp\  <  E     ,    J>=1,  2,  3, 

La  serie  proposta  a  segni  alternati  6  dunque  convergente. 

Dalla  discgunglianza  (Uj  emerge  inoltre  elle  prendendo  rùmf 
tomma  della  serie  infinita  la  somma  dei  soli  primi  n  termini,  ri 
commette  un  errore  non  superiore  al  valore  rfi  u„^, ,  poicM  la  (H) 
ci  dice  che  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  codbc- 
cuiivi  all' n"""  non  può  superare  m„„. 

620.  Es.  La  serie: 
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È  conTergente.  Volendo  calcolare  la  aaa  somma  a  meno   di    — 

100 
(ti  anità  basterà  prendere  In  somma  dei  primi  99  termini  : 


1  - 


3 


621.  Cliinderemo  questo  §  con  an'osserrazìone  che  ò  anche  as- 
sai importante  nella  pratica.  Se  ad  una  serie  si  aggiunge  o  si  to- 
glie un  numero  finito  di  tonuinì,  ciò  può  soltanto  alterare  la  sua 
somma,  ma  non  gìft  la  sua  natura;  cioè,  se  essa  era  convergente, 
resterà  ancora  convergente,  se  iodeterminata  o  divergente  resterà 
ancora  tale.  Per  persuaderai  di  ciò  basta  ritìettere  che,  indicando 
al  solito  con  S„  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  data  e 
con  S's  la  somma  dei  primi  ri  termini  della  serie  modificata,  se 
per  esempio  dalla  serie  data  sì  siano  soppressi  k  termini  la  cui 
somma  sia  A,  si  avrà  per  n  abbastanza  grande  : 

S'„  + A  =  St„,. 

Poiché  A  è  un  numero  costante  che  non  dipende  da  n,  è  chiaro 
che,  se  la  serie  data  k  convergente,  cioè  se  Sj+„  tende  ad  un  li- 
mite finito  per  »=ao,  si  dedurrà: 

limS'„  -^  A  =  limS,,+,.  =  lÌmS„ 
oudc  : 

limS'„  =  -  A  +  limS„. 

Da  questa  osservazione  segue  per  es.  che  la  serie  a  segni  misti 
considerata  all'art,  prec.  sarà  convergente  anche  se  le  condizioni 
imposte  ai  termini  non  siano  verificate  proprio  a  cominciare  dal 
primo  termine,  ma  soltanto  da  un  certo  termine  in  poi.  Lo  stesso 
dicasi  di  tutti  1  criterll  di  convergenza  che  daremo  nel  seguente  §, 

622.  Data  la  serie  convergente  : 

S  =  o,  -(■  a,  +  oj  +. .  ■  .  (a) 

segue  in  particolare  da  quanto  si  è  detto  all'art,  prec.  cho  è  con- 
vergente anche  la  sede  : 


che  è  ciò  che  resta  della  (a)  quando  si  trascuri  in  essa  la  somma 
8^  dei  primi  n  termini.  E  si  avrà  : 


Il  nnmero  H„  si  chiama  il  resto  della  serie   (i)   corrispondente 
alla  somma  S„. 
Polche  limS„  =  S,  seguo  evidentemente  dalla  (y)  che  limR„  =  0. 

623.  Se  sia  stato  determinato  il  valore  di  n  in  modo  che  la  di- 
seguaglianza : 

|B,  ,  ,1  <  « 
sia  soddisfatta  per  tutti  i  valori  di  p,  resterà  soddisfatta  anche  la 

DiqnzeanyGoO'^lc 


Por  la  definizione  di  R„  è  infatti:  R„  =  llniR„,p. 

Vota  «d  Btaroisl. 

1,  KCKinìHHro  1»  serie  «  terniiui  Jecresceuti: 
^      8      4       6,6. 


.  Diu)o»trftn'  U  «otiv«r^&tk  delJ*  serie: 

,-^^^L3_U+.... 
a«  *3'    i' 

.  Piui(>»lnir«  U  Jìverg^Dia  diel!a  s^rìe  : 


l        1        l        1        1        1        I        1        L       1 


-  "     ■  \,'x  -  *.=. 


A  -A,-A,+ ... 

.''1  ^=  K=a«ro  finito  di  volte,  t 

*^:z.:ì'..  ^«»m>  noinore  di  vo!'.(. 

.    *  1    ÌLfetifcoBo  solunio  p« 
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(4)  con   E„    o  ,  B'„  _  p  ,  U„  ,  p  ,  V„  _  p  le  somme  dei  p  termini   i 

tivt  air  n*!". 'Sata  a 'piacere 'la  quantità  poaitiva  piccolieainifL   e,  eaiaterà  , 

per  supposto,  un  valore  di  «  pel  qaale  sia  : 


Allora,  se  prendiamo  N  abbastaasa  grande  perchè  i  termini  di  (8)  e  (i) 
dì  indice  ^»  si  presentino  tutti  cosi  nella  somma  9^=1, -Ha, 4-  -  -  •  -fan  , 
come  nella  somma  8'k  =  A,  +  A,  -{-...  +  Ah  ,  ai  avrà  evidentemente  : 

\'^.,i<'    ,     !KV,pl<s     1    P  =  l,2,3 

Le  serie  (1)  e  <2)  sono  damane  convergenti.  8Ì  avrà  inoltre  ; 

|Stj-9'K;i<e, 

B  non  solo  pel  detto  valore  di  ti,  ma  anche  per  valori  •uperìori,  cosicché 

]im|S„-  S'„|  =  0, 

cioè  limS,  =  limS'n  ,  e.  d.  d. 

2°  Caso)  Delle  utU  (8)  «  (4)  l'uno  i  eontiergenl»  t  Polirà  è  divergente. 
Le  lerie  (1)  e  (2)  tono  allora  enlrambe  divergenti,  e  preciiamente  l»  loro 
iomma  tenderà  alVcD  potitivo  o  negativo  lecondoehi  lia  divergente  la  (8)  oc- 
vero  la  (t). 

Per  convincersi  di  ciò,  basta  considerare  che,  se  sia  p.  es.  diver^^nte 
la  {3),  si  potrà  prendere  N  abbastanza  grand»  perchè  i  termini  positivi  di 
Ss  formino  nna  somma  grande  ad  arbitrio,  nel  mentre  che  la  somma  dei 
termini  negativi  non  potrà  mai  superare  un  certo  lirnite. 

8°  Caso)  Le  urie  (8)  e  (4)  tono  entrambe  divergenti.  In  qaetlo  caio,  al- 
terando opportunamente  nella  (1)  l'ordine  dei  («miint,  <i  potrà  tempre  alterare 
a  piacere  il  valore  della  tua  tomma,  od  anche  renderla  divergente  o   indeter- 

Volendosi  p.  es.  ohe  la  nuova  serie  (2)  riesca  converijenta  ad  abbia  per 
aomm»  nn  certo  numero  h  assegnato  a  piacere,  ai  comincerà  dal  prendere 
dalla  serie  (8)  i  termini  u,  ,  u,  ,  .  .  .  ,  u,,  arrestandosi  appenachè  la  somma 
"i  +  "s  H*  •  ■  ■  +  <*a  ^bbia  superato  h,  dopodiché  si  aggiungeranno  i  termini 
'i  I  "i  I  '  '  - 1  "X  della  serie  (4)  arrestandosi  appenachè  si  abbia  : 


«,  +  «j  .  .  .  +  «j  +  t>,  +  Wj  +  .  .  .  +  «i  <  ft. 

Fatto  ciò,  si  aggiungeranno  i  nuovi  termini  u  ,    ,  u       , ...  della  se 
finché  ai  abbia  nuovamente  :                                    "+*       ""^* 

ie(3) 

«,  +  ...+  t*^  +  P,  +  ...  +  Bj,  +  W,.i  +  .  .  .  +  Up  >  h 

B  poi  nuovi  termini  r^^,  .  "i+j  .  ■  ■  ■  della  <4)  finché  si  abbia  : 

■  +»l  +  "a+l  +■     ■  .  +  Wp  +  Vx+,  +  .  .  .  + 
I  questo  procedimento,   il   lettore  i 


^oatraìta  con  questa  legge  è  convergente  ed  ha  precisamente  per  si 


Lasciamo  poi  per  esercizio  al  lettore  di  trovare  i  procedimenti,  d 
dola  affatto  analoga,  mediante  i  quali  si  potrà  ottenere  ohe  la  seri 
riesca  indeterminata  ovvero  divergente  (verso  -f- so    o  verso  — coj. 
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7.  Dalla  sintesi  dei  tre  casi  ora  svolti  se^us  immediatamente  che  affin- 
rhi  una  terie  a  Itrmmi  rrali  lia  convergtnte  indipendtntementt  dalVordint  dn 
termini,  i  ntetiiario  e  tuffieienl»  che  la  lerie  dei  calori  atiolulì  dei  tuoi  ter- 
mini lia  convergenle, 

§  D.o  — Serie  a  termini  reali  e  positivi. 

fi24.  Una  serte  a  termini  tutti  positivi,  O  almeno  tiitti  po»itÌri 
a  partire  da  un  certo  termine  in  poi  (ari.  621),  non  può  mai  es- 
sere indeterminata.  Sia  infatti  8„  la  somma  dei  primi  n  termini. 
Poiché  i  teiminì  sono,  come  6  Jecito  ritenere,  tutti  positivi,  le  S„ 
saranno  tutte  positive  e  si  avrà  : 

S,  <  S,  <  Sj  .  .  .  <  S„_i  <  S„  < 

Quindi  se  la  S„  non  diviene  infiniiamente  grande  col  crescere  di 
n,  cioè  se  la  serie  non  è  divergente,  la  successione  S,  ,S,  ,Sj,... 
dovrà  tendere  ad  un  limite  Anito,  secondo  quanto  si  è  gU  dimo- 
strato al  §  30  (art.  588),  cioè  la  serie  proposta  sarft  convergenle. 

625.  Una  aei-ìe  che  abbia  i  termini  rispettivamente  non  maggiori 
dei  termini  corrispondenti  di  una  ierie  convergente,  è  aacht  con- 
vergente. 

Avveniamo  una  volia  per  sempre  che  in  questo  paragrafo  con- 
sideriamo soltanto  serie  a  termini  positivi. 

Siene  infatti  le  due  serie  : 


Ih  prima  delle  quali  si  sappia  essere  convergente,  e  supponiamo 
die  si  abbia,  per  ogni  valore  di  i,  Dì<«,-. 
Posto  allora  ; 


si  avrà  evidentemente  : 

s',.<s«. 

Poiché  ora  la  prima  serie  è  convergente,  cioè  la  B^  resta  finita 
col  crescere  di  n,  a  fortiori  resterà  finita  la  S'„  che  è  minore  di 
8„ ,  cioè  per  quanto  si  è  notato  all'  art.  prec.  anche  la  seconda 
serie  sarà  convergente.  È  poi  manifesto  che  la  somma  della  se- 
conda serie  non  potrà  superare  quella  della  prima. 

Una  serie  che  abbia  i  termini  rispettivamente  non  minori  dei 
termini  corrispondenti  di  una  serie  divergente,  è  del  pari  diver- 
gante. 

Omettiamo  la  dimostrazione  che  è  aifatto  analoga  alla  prece- 
dente, 

626.  Cerchiamo  di  applicare  questi  teoremi  a  riconoscere  la  na- 
tura della  serie  : 
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confrontando  i  suoi  termini  coi  termini  della  serie  : 

che  già  abbiamo  dimostrato  essere   convergente,    od    avere   per 
somma  il  valore  2.  I  termini  »""'  delie  dao  eerie   (1)   e   (2)   sono 

dati  rÌBp,  da  -;  e  da  ~ :-. 

«  (n  -  l)n 

Poiché  ora  : 

segue  dal  teorema  dell'art,  prec,  elle  la  serie  (1)  è  anche  conver- 
gente ;  e  si  avrà  certamente  ; 


(i+^+i^+^  +  --)<2- 


627.  Una  serie  convergente  a  termini  positivi  resta  convergente 
ancorché  si  moltiplichino  i  suoi  termini  per  nurneH  arbitrari,  po- 
sitivi o  negativi,  inferiori  in  valore  assoluto  ad  un  certo  numero 

Sìa  infatti  : 

«i  +  flg  +  a,  +  . .  .  (a) 

ana  Eerie  convergente  a  termini  positivi,  e  si  dedaca  da  essa  la 
noova  serie: 

o,ai  +  agdj  +  «gOg  +  .  .  .  (fc) 

moltiplicandone  i  termini  pei  coefflcienti  a,  ,  a^ ,  a^ ,  .  .  .  che  sup- 
porremo tntti  inferiori  in  valore  assolato  ad  un  certo  numero  A, 
Indicando  con  S.„p  la  somma  dei  p  termini  consecntivi  all'»'"" 
per  la  serie  (a)  e  con  E'„p  la  stessa  somma  per  la  serie  [b),  si  ha 
evidentemente  : 

<  A-a„^,  -i-  A-a„+g  +  .  . .  +  A-a„^j, 

cioè  : 

|K'..,,ISA.|E„,,1. 

Ma,  essendo  la  (a)  convergente,  la  IR,,    ^\  può  rendersi  minore 

di  —- ,  per  n  abbastanza  grande  e  per   qualunque    valore    di    p. 

Allora  si  avrà: 

A-'iR„,p|<s 

e   quindi  a  fortiori,  !n  virtii  della  d ì segnagli an za   precedente,    si 
avrà: 

|K'»,,I<« 
il    che  dimostra  appunto  la  convergenza  della  nuova  serie  {b). 
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CoROLLAlliO.  —  Una  serie  convergenfe  a  termini  positivi  resta 
convergente  anche  se  ti  prendano  negativamente  quanti  termini  si 
vogliano. 

Poiché  ciò  equivale  infatti  a  moltiplicare  quei  termini  pel  nn- 
niero  finito  (~  1). 

628.  Volendo  determinare  la  natura  di  nna  serie,  è  special  mente 
importante  di  paragonaria  colla  serie,  i  cui  termini  crescono  in 
progressione  geometrica  : 

1  +  ft  +  A»  +  A'  +  . .  .  +  A"  +  ft"+'  + (3) 

Cominciamo  dunque  dal  vedere  per  quali  valori  di  h  questa 
serie  sia  convergente  e  per  quali  divergente.  È  facile  di  verili- 
care  che  : 

(1 1  A  +  A»  +  .  . .  -h  A"-  >)(1  -  A)  =  1  -  A" 
onde: 

S„  =  1  +  A  H-  A»  +  . . .  +  A""'  =  ~^- 
il  che  si  può  anche  scrivere: 

Ci6  posto,  se  A  <  1,  la  potenza  A"  tenderà  a  zero  col  crescere 
di  «  (art.  5^9),  onde  anche  il  quoziente  ■■  _  tenderà  a  zero  e 
dalla  (4)  si  dedurrà: 

La  serie  (3)  sarà  dunque  convergente  ed  avrà  per  somma  - — -• 

Se  A  =  1,  la  serie  (3)  si  riduce  ad  l  ■»•  l  +  1  4-  .  . .  che  è  eviden- 
temente divergente,  ed  a  maggior  ragione  sarà  divergente  por 
A>I. 

Concludiamo  dunque  che  la  serie  (3)  converge  soltanto  gitandn 

li  <  1  ed  allora  ha  per  somma -. 

629.  Se  A  <  1,  affinchè  una  serie  «„  t  «,  +  m,  +  ■  .  .  sia  conver- 
gente, sarà  dunque  sufficiente  che  (almeno  da  un  certo  punto  in 
poi)  i  suoi  termini  sieno  minori  dei  (ermini  corrispondenti  dell» 
serie  1  +  A  +  A"  +  ... ,  la  quale  è  convergente  per  l'art,  prcc.  Cioè 

basterà  che  si  abbia  i»„<A"  o,  che  è  lo  stesso,  Vm„  <  A.  Pertan- 
to: se  una  serie  gode  della  proprietà  che  le  radici  dei  suoi  ter- 
mini, d'indice  uguale  all'indice  del  termine,  non  superino  un  certo 
numero  fisso  h  minore   di  1,  essa  sarà  certamente  convergente. 

Nelle  applicazioni  riesce  però  piii  comodo  di  stabilire  il  para- 
gone fra  una  data  serie  ed  una  serie  in  progressione  geometrica 
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sotto  una  forma  alquanto  diversa  che  conduce  ai  criteni  degli  ar- 
ticoli segnenii. 

630.  Teorema.  —  Se  per  una  data  serie  si  verifichi  che  il  rap- 
porto di  un  termine  al  precedente,  almeno  a  partire  da  un  ter- 
mine di  posto  abbastanza  avanzato,  sia  sempre  minore  (od  uguale) 
a  una  quantità  fiìsa  h  minore  dell'unità,  la  serie  data  sarà  eer- 
tamente convergente. 

Sia  infatti  u^  -h  %  +  Uf  +  •  •  •  !&  serie  dat.i  e  supponiamo  cbe, 
almeno  da  un  certo  valore  di  n  in  poi,  si  abbia  sempre  : 

^^'^A<1  (5) 

dove  A  è  nn  numero  positivo  fisso  minore  di  1. 
Poiché  ai  può  scrivere  identicamente  : 


dove  nel  secondo  membro  non  figurano  che  rapporti  di   termini 
consecutivi,  i  quali  per  sapposto  sono  tutti  minori  di  h,  si  avrà: 

!^'<A'  (6) 

onde  : 

«„+,  <  "„A'.  (7) 

Da  questa  disegaagli'anza  segue  primieramente  die  : 

limu„  =  0,  (8j 

poiché  col  crescere  di  t  all'infinito  si  ha  (art.  599)  che  la  potenza 
h'  tende  al  lìmite  zero. 

Inoltre,  indicando  al  solito  con  R„p  la   somma   del  p   termini 
della  serie  data  consecutivi  all'  n"",  si  potri  scrivere  per  la  i7): 

E„p=U„+M„^,+  .  .  .  +M„+p_i<«„+W„ft+«nA*+  .  .  .  MnA*^' 

ed  anche  raccogliendo  il  fattore  cornane  u„  : 

B«p  <  «n(l  +  A  +  A*'  +  ■  -  ■  +  A"") 
ed  a  maggior  ragione  : 

Kp  <  «Ài-  +  A  +  A*  +  . . .  +  A"-!  +  iP  +  .  .  .) , 
cioè,  essendo  A<1,  (art.  628): 


Poiché  ora  limu„  =  0,  data  una  quantità  positiva   e  piccola   a 
piacere,  si  potrà  sempre  prendere  n  abbastanza  grande  perché  si 
CxrKLLl.  — /((ifuitoni  Ji  analin  aigabrica,  ti.*   cdii.  40 
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abbia    ---^■■-  <  e,  onde  a  tatig^ìor  ragione  si  avrà  per  la  (9)  : 

R„_P<e        ,        p=l,  2,  3, 

È  dunque  aoddisfatta  la  condizione  Deoessarìa  e  sufficiente  per 
la  conTeixeaza  di  una  serie  (art.  618). 

La  sene  proposta  è  daaqae  convergente  ;  e  dalla  formola  (9) 
si  vede  inoltre  che  i'  errore  che  et  commette  prendendo  come 
gomma  della  serie  la  somma  dei  soli  primi  n  termini  è  inferiore 

631.  Nella  maggior  parte  del  casi,  anziché  potersi  determinare 
una  quantità  h  minore  di  1  la  quale  sìa  sempre  maggiore  dei  rap- 
porti -^- ,  riesce  per  lo  più  agevole  di  riconoscere   che   questo 

rapporto,  col  crescere  Indefinitamente  di  n,  tende  ad  an  certo  li- 
mite finito.  Si  ha  allora  il  eegnente  teorema:   Se   per   una    serie 

n^  +  Oj  -(-  Qj  -I-  nj  -I-  .  .  . ,  ti  rapporto  -^^  ,  col  crescere  indefinita- 
mente dell'indice  n,  tende  ad  un  limite  minore  dell'unità,  la  serie 
è  convergente. 

Qaesto  teorema  si  dedace  senza  difficoltà  dal  precedente. 

Supponiamo  infatti  che  si  abbia: 

]im  "^  =  a 

n-«    u„ 

dove  «  è  un  numero  positivo  minore  dell'  unità. 

Si  indichi  allora  con  h  un  numero  compreso  tra  a  ed  1,  p.  e. 
la  media  aritmetica  fra  I  ed  «. 

Poiché  -^'  tende  al  limite  a,  ciò  significa  che  per  tutti  1  va- 
lori abbastanza  grandi  di  n,  il  rapporto  -^'  dlfl^erlrà   da   a   per 

meno  di  quello  che  ne  difiTerÌBca  A.  SI  avrà  dunque  per  n  abba- 
stanza grande: 


e  si  ricade  cosi  nel  teorema  dell'  art.  prec. 
632.  Ebsupio.  —  Sia  data  la  serie  : 

"^  r*    Li  u 

In  questo  caso  si  ha: 

»(»  +  l). ..(»  +  .)     ,^, 
■I...  1-2.  ..(.1  +  1)      ■"  a  +  „ 


»(a4-l)...(»  +  ..-l)     ."n  +  l 
•2..  .Il  1  " 
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-  +  1 

lim  -2^  =a;-Iim  — - —  =  aUm = 


Pertanto  la  serie  proposta  è  convergente,  se  i)  numero  positivo 
X  sia  minore  dell'  Dnit&, 

633.  Ritornando  alla  serie  generale  Uo  +  u,  +  u,  +  . . .  ,  ai  dimo- 
stra poi,  in  modo  affatto  analogo  a  qaello  tenuto  per  il  teorema 

dell'  art.  630,  che  :  «e  il  rapporto  -^  si  conaerva  sempre  mag- 
giore di  un  numero  fisso  h  maggiore  dell'  unità  (e  in  particolare 
se  lim-^  >  1)  Za  serie  i  divergente. 

Infatti  dalla  disegnaglianza  -^^  >  h  si  deduce,  come  all'art.  630, 
"ni(  >  "b^'i  onde: 

dove  ora  la  somma  fra  parentesi,  per  essere  A  >  1,  diventa,'grande 
quanto  sì  vuole  per  p  abbastanza  grande;  quindi,  ecc. 

634.  Notiamo  per  ultimo  che,  se  Iim-^^=:1,  non  può  dirsi  in 

generale  se  la  serie  sia  convergente  o  divergente.  Per  persaa- 
derci  d!  ciò  considereremo  per  esempio  le  serie  cosi  dette  armo- 
niche, cioè  le  serie  del  tipo  ; 


iT+5i+3i  +  jr+---  (10) 

Qni  si  ha  sempre  lim^^'  =  1,  poiché  : 


llm^iL'  =  lta| 


'"(.^■/'""(^A  ='"='• 


Intanto  la  serie  (IO)  è  divergente  (art.  617)  per  a  =  l;  invece 
è  convergente  (art.  626)  per  a  =  2. 

E  precisamente  sì  può  dimostrare  (cfr-  Nota  9.»)  che  la  serie  (10) 
è  convergente  quando  «>  I  od  è  divergente  quando  a^l. 
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Hot*  «d  EhtcIiì. 

1.  Dimostrare  la  dLvargenza  della  serie: 

1         2         3_      ^ 
B  "•"  si  "*"  iis  "*"  5-6  "*" 

2.  Dimostrare  la  convergenza  delle  serie: 

1.3.8  "*"  2^.4  "*"  8.4.6  "*"  4.B  6  "*"  * 

1  11  1 

1.2.8  "^4.5.6"*"  7.8 9"*"  10.11.12 '^'" 

12  S  4 

raS  "''  45^    fa9    iolila 

3.  Dimostrare  col  criterio  del  rapporto  la  convergenza  della  serie: 

1       2*       3*       4* 

e  la  diTerj^enza  della  serie  : 

a:-l-l      (a:  +  2)*      (x  +  3j' 

4.  Trovare  la  natura  della  serie  : 


^  --  +  .  .  .  (a„  =  1  ,  «,  =  2  ,  a,  =  8  ,  a,  =  5  . .  .) 
i  dei  due  denominatori  pr 


dedurne  che  ; 

« 

.ti  -  «A. 

-  «■,=(-') 

a.l... 

6 

Studiare  le 

sene 

4+7  +  T 

4T+S+- 

6       12  ' 
i  ogni  denominatore  è  uguale  alla  somma  di  tutti  i  precedaiit>- 
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7,  TEOftB¥«  DI  EuHMiB.  — i>a(a  una  terie  a  termini  patitivi  n,-]-n,-l-Ti,-]-  . 
ed  una  tuc«e*iione  di  numti-i  potllivi  a,  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  («  la  quantità  : 


i  tuptrioT»  ad  im  numrro  poiitivo  k  per  tutti  •'  calori  abbaitanta  grandi  di  i 
Ut  terit  II,  4-  ii|  +  •  -  -  i  convergente. 
Invero  dalla  diae^aaiflìaiiEa  ; 


*6gae  eTidentemeote  :  a^n^  >  "a+iUNJ-f  !>>  qaaDtìtfa  inu,  decresce   danqae 
col  crescere  di  n,  epperù  tenderà  {art.  588)  ad  un  certo  limite  finito. 
Pertanto  sari  conTerfcente  la  serie  : 

<<.,«,-a,u,)  +  (a,t.,-<j,«,)  +  (a,«.,-o,u,)+  ...  (2) 

che  ba  per  Bomma  dei  primi  n  termini  <>i«i  —  a^^.,  u„i,, ,  ^  quindi  anche  la 

ku,  +  ku,  +  ku^+  .  ..  (8) 

i  coi  termini  sono  tatti  inferiori,  ìn  virtù  della  (1),  almeno  da  un   certo 
ponto  iu  poi,  ai  corrispondenti  termini  della  (2;.  Anche  la  serie  u,4u,+u,  f... 
è  dunqne  oonvergente  (art.  627),  e.  d,  d. 
Per  Om  —  i-  si  ricade  nel  teorema  dell'art.  660. 

8.  CoROLUiBio.  — Se  li  prodotto   ni  — - — 1  1  tenie,  per  n  =  a>  ,ad  un  limite  % 

maggiore  di  1,  la  leri'e  a  termini  politivi  n,  +  u,  +  d,  4-  ...  i  convergente. 
Baatft  applicare  il  teorema  di  Kummer  preudendo  a,  =:  n. 
X        1        1 

9.  La  eerte  1+7»  ''■^  +  ~a+  ■■■i  ^*   *    evidentemente   divergente    (ofr. 

art.  817)  per  a^  1,  i  invece  convergente  per  o  >  1. 

Si  ha  infatti  in  questo  coso  speciale  — —  =  (  1  +  -  J    ,    d'  onde   segue 


limn(  — ~  ■ 


§  10.0  _  Serie  eaponenslale.  Iiogarltml  natar»ll 
del  numeri  reali. 

635.  In  analisi  ba  molta  imporUnza  la  serie  : 


che  è  convergente  qualunque  sia  il  valore  finito  che  si  voglia  at- 
iribaire  ad  a:.  Applicando  il  criterio  del  rapporto  (art.  631)  si  ha 
infatti  : 


|b-1 
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d'  onde  segae  evidentemente  : 


636.  La  serie  (1)  si  chiama  serie  esponenziale  per  tina  ragione 
cbe  apparirii  fVa  poco  (art.  610).  Facendo  in  essa  x  =  I ,  bì  ba 
come  caso  particolare  la  serie  convergente  : 


la  cai  somma  si  snol  designare  colla  lettera  e. 
Il  Damerò  e  definito  dall' agoagliaoza  : 

è  Etato  adottato  come  base  dei  logaritmi  cosi  detti  naturali  a  Ne- 
periani. 

637.  È  facile  di  dimostrare  che  il  numero  e  è  irrazionale  e  con- 
prego  fra  2  fi  3. 

Invero,  se  il  namero  e  fosse  razionale,  dovrebbe  essere  della 

forma  -  ,  P  e  o  essendo  due  nnmeri  interi  e  positivi,  e  si  avrebbe 
p  ili  1  «  « 

Moltiplicando  allora  p^imo  e  secondo  membro  per  [fl   e  consi- 
derando che  "-19  è  an  nomerò  intero  che  indicheremo  con  /,  e 
q  >- 

che  i  primi  (9  -I- 1)  termini  del  secondo  membro  moltiplicati  per 
[q  divengono  altrettanti  numeri  interi,  la  cai  somma  indicberemo 
con  /',  si  deduce: 

li±i    li±?    !i±i 

cioè  : 

1  I  1 


1  = 


g  +  1      {q  +  l)(q  +  2)^  (g  +  l)iq  +  2){q  +  3)^ 
Noi  scriveremo  : 

i  =  r  +  e 

ponendo  : 

1  1  .  »  . 


q+1^  (q+  l){q  +  2^  {?  +  lì(q  +  2)(9  +  3)      ' 

Ora  è^facilo  riconoscere  che  il  namero  e,  il  qaale  è  evidente- 
mente  positivo  e  diverso  da  zero,  è  minore  di  1.  Infatti,  se  ai  tal- 
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tori  q+  1,  g  ^  2,  q  +  3^  .  .  .  dei  denominatori  di  ogni  frazione  so- 
stituiamo dappertutto  il  namero  più  piccolo  2,  diminnendo  i  de- 
nominatori cresceranno  i  valori  delle  Inazioni  stesse,  onde  pos- 
siamo scrivere  : 

1        i  1 

^*^2''"2.2     2  2.2  +  '" 
o  anche  ; 


1       /1\J      /1\» 


.1 


dorè  la  serie  chiasa  fra  parentesi  è  convergente  ed  ha  per  somma 

(art.  628),  poiché  i  suoi  termini  formano  una  progressione 

~  2 
geometrica  la  cai  ragione    (=„)  ^  più  piccola   di    1.    Abbiamo 
dnnqoe 


cioè  appunto  e  <  1.  Ora  ciò  è  in  contraddizione  con  1'  eguaglian- 
za (3),  poiché  un  numero  intero  /  non  pnò  evidentemente  essere 
uguale  ad  un  numero  intero  /'  accresciuto  del  numero  e,  che  è 
ft'azionarìo  perchè  minore  di  1. 

È  dunque  assurdo  il  supporre  che  11  numero  e  sia  razionate. 
Passiamo  a  far  vedere  che  esso  è  compreso  fra  2  e  3.  Che  esso 
sia  maggiore  dì  2  risulta  evidente  dalla  (2),  poiché  i  soli  dne  primi 
termini  della  sene  che  ha  per  somma  e,  danno  già  una  somma 
eguale  a  -2.  Che  poi  esso  sia  minore  di  3  si  vede  sostituendo  ai 
fattori  dei  denominatori  nel  secondo  membro  di  (2)  il  numero  2, 
poiché  allora  sì  avrJt  : 

Ma,  come  sopra,  ia  somma  della  progressione  fVa  parentesi  é 

=  2  ;  si  ha  dunque  appanto  : 

^~2 

e<  1  -f-2,     cioè:     e  <  3. 

638.  Indichiamo  con  : 

la  somma  dei  primi  n  +  1  termini  della  serie  (1)  e  paragoniamo 
qaesta  somma  collo  sviloppo  della  potenza  n'""  del  binomio  1  -f  -. 
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Ver  il  teorema  del  binomio  (Gap.  Ili,  §  2<>)  si  ha: 

«(n -!)(«- 2)...  2.1/»." 
1.2.3  ...»  \n) 

e  anche  ; 

/,  ,  "<"-,  ,  »  ,  "(»-')  »'  .  n(..-lXii-2)  aJ 

(1  +  J  ='+l+-^i— [!<- S^. [T- 

^     ^  »(n-lX..-2)...2.1   »■ 
«"  \J! 

Ma  per  no  termine  qualunque  del  secondo  membro  si  Ila: 
n(n  -  !)(«  -  2) . . .  (n  -  fe  +  1)  _  »   n-  l      n-(A-l) 
n*  n       «      '"         n 

onde  posBiamo  anche  Bcrivere  : 

(•n)"='-!H'-J)g-('-ì)('-l)g-- 
^(-i)('-D-('-^)S- 

Sottraendo  ora  questa  agaagliauza  membro  a  membro  dalla  (i) 
viene  ; 

-['-('-!.X'-1)]b 
-[-04)('-l)(-D]g-- 
^['-('-^)('-l)-0-'^i)g 

Poiché  i  fattori  1--,  1--,  1--,...,  1-  ^-^    sono   tutti 

minori  di  I,  il  prodotto  fi  -  ^j{i~-\,fi--V  in  cnlft<ii, 

sarà  pare  minore  di  1,  onde  la  differenza: 

'-(■4)o-i)-(-y 

iJijcBoaByGoO'^lc 


è  positiva,  e  se  in  ess^  sostitaiamo  in  luogo  dì  ogni  fattore  il  più 
piccolo,  cioè  r  ultimo,  si  avrà  :    * 

-('-D('-D-('-D<-('-^)'.     "' 

Ha  se  nell'  identità  : 

1  _  2*  =  {1  _  s)(l  +  3  +  z*  +  .  .  .  +  jA-l) 

sostituiamo  in  Inogo  di  z  ii  binomio  1  — ,  ei  ottiene: 

'-('-^r=^)-('-D-(-»)"--('-rì. 

onde,  poiché  i  termini  contenuti  entro  la  parentesi  sono  tatti  non 
Buperiori  ad  1  : 

i-fi-'A^'j, +1+1+,..  +  , !<!!:. 

ContVontando  con  la  (6)  si  ha  dunque  : 

-('-^)('-J)-('-D<r- 

Sostituendo  ora  queste  espressioni  nel  secondo  membro  della  (5) 
si  trova: 

s,-(,  +  5yMW!+^w*+^i^*+...  +  <!i^'tr 

o  anche  : 

Ora  la  quantità  trs,  parentesi  non  è  che  una  parte  delta  serie 
infinita: 

L2  '■"13"+  Li     ■  ■■■ 

In  qanle  è  convergente,  poiché  il  rapporto  di  un  termine  al  pre- 
cedente ha  per  limite  lo  zero,  come  è  facile  veriflcare.  Se  indi- 
chiamo dunque  con  T  la  sua  somma,  sì  avrà  dalla  (7)  a  maggior 
ragione  : 


S„-(n-^)''  <*^-T.  (8) 

lichè  il  secondo  membr 
ndo  n  tende  all'Infinito 

.|s.-(i  +  5)"|  =  o. 


Di  qui  si  deduce,  poiché  il  secondo  membro  ha  evidentemente 
per  limite  lo  zero  quando  n  tende  all'Infinito: 


Cafhlli.  —  /sfiVuzionì  di  anaìUi  algebrica,  8.'  ediz. 
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Ma  per  n  =  co   la  S„  tende  ad  un  limita  finito,  cioè  alla  Bomma 
delta  serie  convergente  (1).  Si  concliiude  quindi  : 


limS„  =  ]im/^l  + -^ 


e  facendo,  in  particolare,  x=  l  : 


im(l  +  '-)' 


Il      11 
cioè: 

_li_in(l+i)''=e.  (10) 

639.  È  importante  di  dimostrare  che  la  formala  (IO)  seguila  a 
sussistere,  quand'anche  al  numero  n  non  si  faccia  percorrere  h 
successione  dei  numeri  interi  positivi,  ma  una  successione  qualsi- 
voglia di  numeri  positivi  o  negativi  tendenti  all'infinito. 

Sapponiamo  dapprima  che  n  si  conservi  sempre  positivo.  Per 
ogni  valore  di  n  esistono  dne  interi  positivi  m  ed  m  + 1  clie  lo 
comprendono,  e  sì  ha  evideniomente  : 

\        m  +  1/         V         n/        \        m' 

Ma,  per  n  Infinitamente  grande,    anche   m   diviene    infìnitameote 
grande  e  si  ha  i 

limM  +  — )       =limA  +  — )     iimfl   1- — ^  =  e-l. 

La  potenza    (  1  +     )     è  dunque  compresa  fra  due  numeri  che 

tendono  allo  stesso  limite  e  per  «=oo;  onde   anch'essa  tenderà 
(art.  589)  a  questo  stesso  limite. 

Finalmente  il  caso  di  n  negativo  si  riconduce  subito  a  quello 
di  n  positivo  osservando  che  si  ha  identicamente  : 

(,-l)-".(,+_i_)".hH.,l_), 
\         n>  \         n  —  1/  \         n  -  l}' 

onde  : 

lim(l  +  \)"  =,i,„(l  +  ^J"'.)lm(.  +  -^y  J  -=  ,. 
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640.  Comunque  sia  fissato  ii  valpre  di  x,  il  rapporto  -  diviene 

.  Si  pi 


infinitamente  grande  insieme  con  «.  Si  può  dnnqae  acrivere  per 
l' articolo  precedente  : 


(1   \  ^/ 
0) 


d'onde  (art.  612): 


itàfl 


li_m(l  +  -)"  =e^.  (U) 

Sostituendo  ciò  in  (9)   si  giunge  cosi  all' importante  uguaglianza: 

che  giastiflca  la  deDominazìonc  di  serie  esponenziale  data  ad  (1). 

641.  Per  il  teorema  dell'art.  639  8Ì  può  anche  scrivere,  in  luogo 
della  (10),  comanque  si  faccia  tendere  a  zero  la  quantità  posi- 
tiva E  : 


lim/l  +  -l-\'  =  e, 

-(    iìì) 


lìm(l  X  s)'  =  e 


d'  onde  si  deduce  anche  (art.  613)  prendendo  dei  due  membri  11 
logaritmo  secondo  la  base  e  : 

.,-.'°g."+0-. 


64:ì.  Se  nella  (14)  si  introduce,  in  luogo  della  variabile   infini- 
tesima E,   la  variabile  infinitesima  d  legata  ad  e   dalia   relazione: 

log,(l  -i-  e)  =  0     ossia  :     e  =  o'  —  1 , 

essa  prende  la  forma  : 

log,o-log„(l  4-e)_ 


lim- 


'"^■"■'iSa'-r' 
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d' oode  la  forinola  ootevole  : 

a*  -1 
log,a=lim — - — .  (lo) 

643.  8e  invece  si  fa  nella  (U)  la  sostìtnzjone  : 

E  =  (1  -t-  x)"*  -  1     da  cui  :     log,(l  +  ej  -=  :4  log/ 1  +  x) 

essendo  |i  nn  esponente  reale  qnalaoftae  ed  x  ana  variabile  che 
leode  a  zero,  si  ottiene  : 


li  =  lim- 


,  (jjj^y^^,.  Id+^V^  _.5__l 


=oioge(t  +  a:)       ,:;o'  X  ÌOg^{ì.+x)\ 


cioè  per  la  (14); 


'1.  Dimostrare  che: 


Vota  ad  Eserciai- 


=,ta43. 


applichi  quindi  il  teorema  citato  alla  Nota  9^  del  §  7*. 

2.  Per  tatti  i  valori  di  v  il  cui  -valore  assolato  è  inferiore  ad  1,  si  ky 
come  vedremo  in  eegnito,  lo  sviluppo  in  serie  convergente  : 


Sottraendo  da  questa  formola  quella  che  se  ne  deduce  cambiando  i  in 

Se  m  ed  n  bouo  due  numeri  poaitiTi  e  aia  m  <  n,  potremo  porre  in  qua»l* 
formola  (che  è  valida  per  |x|  <  1,  come  si  è  detto)  x  =  —  ,  con  ohe  essa 
ci  da  : 

log.(»  +  „.)  =  l„g,(„  -  ™)  +  2  j^  +  _^^  ^  ^^  +  . . .}. 

8.  Quest'ultima  formola  sì  presta  oaaai  heue  al  calcolo  pratico  dei  lo^ft- 
ritmi  naturali  dei  ntimeri  interi.  Infatti,  se  si  pone  m^l  ed  ti='^Nfli  ^> 
ha  in  particolare  : 


log,CN  +  l)  =  log,N  +  2 


l2N  +  1  "^  3(2N  f  1)»  "^  5(2N  +1)" 
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Uedi&nte  qneata  formala,  tuppoito  già  nolo  il    logaritmo    dell'  intero   N  , 
calcolerà  facilmenU  quello  di  H  +  l. 
i.  Dimostrare  che  : 

,,„ V'Jill , 


5.  11  numero  e  ha,  aDchn  molta  importanza  unitamento  al  numero  n  (rap- 
porto dolla  cÌrconfer[<nza  al  diametro)  nel  calcolo  approssimato  di  |_n, 
quando  n  6  oii  namoro  assai  grande.  Tale  calcolo  è  fondato  sulla  fotmola 

,.     n"-6"'- \/2i:«      , 

lim    -     =  1 

B.«  1.2.3  ...» 

detta  di  Slirling  dal  noma  del  suo  scopritore. 
Più  precisamento,  si  può  dimostrare  cho: 

1.2.3  .  .  .  n  =  yl'2Tm-n"e       "" 

per  nn  conveniente  valore  di  0  compreso  fra  0  od  1.  (Cfr.  Cedro.'  Cono  di 
ÀHaliti  Algebrica,  pag.  271  e  270). 


-  Frazioni  continue. 


644.  Un  altro  esempio  importante  di    operazioni   infÌDitc    si  ha 
nell'algoritmo  di  frazione  continua: 


«,  +  1^ 


dove  a^ ,  a,  ,  ixj  , .  .  .  è  una  snccessione  infinita  di  numeri.  Questa 
espressione  è  per  sé  stessa  priva  di  senso.   Soltanto 
senso  le  saccessivc  parti  : 


a,  +  J_  ' 


che  si  chiamano  ridotte  della  frazione  continua  (l). 

Noi  indicheremo  queste  ridotte  con  E^  ,  R,  ,  Rj ,  .  .  .  ;  cosicché 
si  avrà,  esprimendole  sotto  forma  di  unica  frazione  : 

K,=-B.=«.«.;.u.=<«*_y)«.ti.,...     „ 

645.  Osserviamo  che  la  Rj  ha  per  numeratore  il  numeratore 
della  E,  moltiplicato  per  a^  più  il  numeratore  di  E,,  e  per  deno- 
minatore it  denominatore  della  R,  moltiplicato  del  pari  per  a^  più 
il  denominatore  di  E^.  Questa  legge  di  formazione  è  generale,  pò- 
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tendosl  mettere  tatto  le  sncceeeive  ridotte  : 

B.  =  §,R.  =  §,...  (») 

eotto  forma  di  frazioni  uniche  i  cui  numeratori  e  denominilori 
Boddiefano  alla  atessa  legge,  cioè:  la  ridotta  di  ordine  n  è  sna 
frazione  che  ha  per  numeratore  il  RUìneratore  della  ridotta  prtu- 
dente  moltiplicato  per  a„  pia  il  numeratore  dell' antipreeedenU.  Si- 
milmente il  denomiììatore  è  vguale  al  denominatore  della  prect- 
dente  moltiplicato  per  a„  piii  il  denominatore  deU'antiprecedtntf. 
Per  dimostrare  questa  legge,  che  già  abbiamo  visto  rerifioni 
per  le  prime  tre  ridotte,  basterà  far  vedere  che,  se  essa  è  vera 
per  la  ridotta  di  ordine  n,  lo  sarà  del  pari  per  quella  di  ordine  n-l-1. 
Invero  per  il  supposto  Bi  ha  : 

K-=°.  +  ;r4., 


Ora  la  ridotta  R^^^,  si  può  evidentemente  calcolare  eostitucndu 
in  R„  ad  a„  la  somma  a„  + ;  si  ha  dunque  ; 


cioè  appunto: 


come  si  doveva  dimostrare. 

$4$.  1  numoralori  e  deDominatori  di  doe  ridotte  conseentive  non 
sono  indipendcuii  fra  loro,  i^ssì  sono  legati  dalla  relazione  gene- 
rale . 

p.Q.-.  -p,.,Q,-(-ir-'.  t' 

luvoro  .  poiché: 


P^  =  n,.  ,  P,  =  ci^fl. 


la  n'Ia^ione  ,4*  è  vera  per  h  =  I,  Potremo  donqae  sapporre  che 
la  t4)  sia  Slata  gih  dimostrala  fino  al  valore  n  ;  e  basterà  dimo- 
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strare  che  essa  è  anche  vera  per  n  +  l.  In  effetto  bì  ha  : 

=  (a„^.,P„  +  P„.OQ„  -  P>„„Q„  +  Qn-t) , 

cioè  appunto,  in  virtù  della  (4)  : 

PnnQ»  -  P«Q«-i  ==  -  C"  1)"'  =  (-  1)"  • 
e.  d.  d. 

647.  Se  indichiamo  con  i„  la  differenza  fra  la  ridotta  R„  e  la 
ridotta  R„_, ,  ei  avrà  : 

"    Q.    «»-,  Q.Q.-I  ^  ' 

cioè  per  la  forinola  (4)  : 

ossia:  la  differenza  fra  due  ridotte  consecutive  è  uguale  all' in- 
verga del  prodotto  dei  denominatori  di  tali  ridotte,  col  segno  + 
o  —  secondochè  V  indice  della  ridotta  di  ordine  minore  è  pari  o 
digpari- 

Poiché  evidentemente  : 

R„=(R„-H„_i)+(E,_,-E„_,)+(R„_j-R„_i|)+  . .  .  (B,-R„}+Ro 

^  4«  +  4n-l  +  K~i+  ■■■+^1  +  K .  (7) 

sostituendo  per  le  A  le  espressioni  (6)  si  ottiene  : 

l'ormola  detta  di  Eulero. 

G48.  Noi  supporremo  d'  ora  innanzi  che  i  namcrì  «,  ,  a^  ,  .  .  .  , 
mediante  i  quali  è  composta  !a  frazione  continua  (1),  siano  tutti 
positivi  e  diversi  da  zero. 

Sapporremo  che  neanche  si  possano  avvicinare  indefinitamente 
a  zero  col  variare  dell'  indico  n.  Ciò  equivale  a  supporre  che  le 
rt,  ,  rtj  ,  «3  ,  . .  .  siano  tutte  maggiori  di  un  certo  numero  fisso  e, 
che  non  è  zero. 

In  tale  sapposizione  dalla  Ic^ge  di  formazione  dolio  Qo  ■  Q|  > 
Q»  I  Q3  I  •  •  ■  contenuta  nella  formola  : 

Q»  -  «„Q«-,  +  Q„-*  (8) 

segue  evidentemente  che  i  numeri  Qo  ,  Qi  ,  Qg , .  ■ .  sono  tutti  po- 
sitivi  e   che  Q„  è  maggiore  di  Q„_^. 
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Q«<Qì<Q.<Q«.-.  (9) 

Q,  <  Q»  <  Q5  <  Q7 (10) 

Inoltre  è  facile  riconoBcerc  che  in  ciasctma  di  queste  due  sac- 
cesaioni  il  termine  (generale  Q„  tendo  a  divenire  ìnfiniumente 
grande  col  crescere  di  m. 

Infatli,  Bostitnendo  nella  prima  delle  dne  inco:nag1[aiize  : 

il  valore  di  Q„_,  dato  dalla  seconda,  viene: 

Q„  ^  Qn-i(l  +  ««a.,-ii  +  ««Qn-S  . 
onde: 

Q«  >  Q„-!(l  +  «,.«„-i) 
e,  poiché  '.e  a„  sono  tutte  maggiori  di  =,  a  fortiori: 

Q,.  >(!+•') -Q.-.- 

Se  dunque  consideriamo  per  es.  la  successione  (9),  si  dedurrà 
a  maggior  ragione  : 

Ma,  essendo  l+e*  un  numero  maggiore  di  1,  la  potenza  (I+E*/ 
diviene  inflniumento  grande  per  k^  od  .  Dunque,  ecc.  .  . . 

649.  Se  confrontiamo  le  due  ditfercnze  successive: 

vediamo  die  la  seconda  è  di  segno  contrario  alla  prima  e  minore 
in  valore  assoluto,  poiché  Q„  >  Qh.»-  Inoltre  fe  chiaro  che  si  ha: 

liml„  =  0 

essendosi  veduio  poco  fa  che  lo  Q,,  divengono  infinitómente  grandi 
col  crescere  di  n  all'infinitu.  Da  tutto  ciò  segne  lait.  619)  che  la 
serie  infinita  : 

fl„  +  1,  +  ij  +  i,  '  .  . . 

è  convergente.  D'altra  parte  la  somma  dei  primi  n+1  termini  di 
questa  serie  é  appunto,  come  si  vede  dalla  formola  (7),  la  ridona 
K„  della  nostra  frazione  continua. 

Concludiamo  dunque  die  le  siicreiBive  ridotte  della  frazione 
coìttiiiua  tendono  nd  vn  lìmite  finito  e  determinato,  il  quale  altro 
noìi  è  che  la  somma  della  ee.rie  convergente: 

_l L.    4._Ì 
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Qaesto  limite  eì  chiamerà  il  valore  della  frazione  continua  in- 

piita  a^  4 


(Ì50.  Circa  il  modo  secondo  cui  le  eacceseive  ridotte  tendono  al 
valore  /  della  frazione  continua,  c'è  da  osservare  quanto  segue: 
1°)  le  ridotte  di  otdine  pari    Rf,  ,R^  ,B.^  ,  .  .  .    formano    una 
successione  di  valori  sempre  crescenti.  Si  ha  inTatti  : 

R,  =  Rfl  +  (i,  +  A,)  ,  R^  =  E„  +  {A,  +  4,)  +  (A,  +  4,), .  .  . 

e  le  somme  4j  +  4, ,  ij  +  i^  ,  ...  sono  tutte  poBÌtive,  poiché  per  es. 
4y  è  positivo  e  maggiore  in  valore  assoluto  di  4,  che  è  negativo. 

2")  le  ridotte  di  ordine  dispari  R,  ,  R,  ,  R^  ,  .  .  .  formano  una 
successione  di  valori  sempre  decrescenti.  Infatti  : 

Eg  =  E,  +  (4j  +  Ab)  ,  Rs  =  Kg  +  (4^  +  Aj)  +  .  .  . 
dove  ora  le  somme  fra  parentesi  sono  invece  tutte  negative, 

3")  il  valore  I  della  frazione  continua  sarà  dunque  l'elemento 
di  separazione  delle  due  classi  di  ridotte,  cioè  si  potrà  scrivere  : 

I  =  (Ro  ,  Rg  ,  R^  ,  .  .  .  ;  R,  ,  R3  ,  Es  , .  -  .}• 
40)  di  qui  segue  come  corollario  che  due  ridotte  consecutive 
qualunque  R„  ed  R„^^,  comprendono  fra  di  toro  il  valore  della  fra- 
zione continua. 

50)  poiché  il  valore  /  delia  frazione  continna  è  compreso  fra 
R„  ed  R„_, ,  l'errore  che  si  commette  prendendo  R„,  od  R„_, , 
come  valore  approssimato  di  I,  sarà  evidentemente  minore  della 

differenza  R„  -  R„„,  =  4„  =  ^~    '      -. 

651.  Sia  /  =  —  un  numero  razionale  (m  ed  n  interi).  Se  «,    è 

il  resto  (positivo)  della  divisione  di  t 
dicando   con  Og  no  numero  intero,  m 


Essendo  n,  <  n,  sia  a,  il  quoziente  intero  ed  n^  il   resto   della 
divisione  di  n  per  n,  ;  sarà  : 


e  sostitnendo  nell'eguaglianza  precedente; 


~  Jttilttziotii  di  atialiiii  algehrifa,  B*   mUz. 
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>  n^  fosse  uguale  a  zero,  qaesta  espressione  si  ri- 
durrebbe ad  a^-\ ;  ma  se  n,  è  diverso  da  zero,  si  può  proce- 
dere allo  stesso  modo  e  si  troverà  : 

^  =  ".  +  ^,1 

ag  +  -i 

e  cosi  di  seguito  Anche  sì  giunga  ad  un  resto  Hhh  =  0,  il  che  ac- 
cadrà certamente,  poiché  i  numeri  w  ,  n,  ,«»,«»,•-.  vanno  sem- 
pre diminuendo  almeno  di  un'unità.  Allora  il  numero  —  si  tro- 
verà sviluppato  sotto  forma  di  una  frazione  continua  limitata: 


652.  Se  il  numero  i"  è  irrazionale,  è   chiaro    che,    procedendo 
come  si  è  fatto  pel  caso  di  un  numero  razionale,   si   darà  luogo 

ad  una  frazione  continua  illimitata  &a  +  —       1  in  cui  le 

a,  -I-  — 
ag-f  . 


n,  ,  a, ,  .  .  ,  sono  numeri  interi  e  positivi  diversi  da  zero,  E  facile 
riconoscere  che  II  valore  di  tale  frazione  continua  è  precisamente 
il  numero  irrazionale  /  che  le  ha  dato  origine.  A  tale  oggetto  ba- 
sta evidentemente  di  dimostrare  che  il  numero  I  è  sempre  com- 
preso, come  lo  è  il  valore  limite  della  frazione  contìnua,  fra  due 
ridotte  consecutive  quali  sì  vogliano  R„_,  ed  R„.  Infatti  si  ha: 


e  queste  sonò  appunto  due  ridotte  consecutive  della  frazione  con- 
tìnua : 
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che  rappresenterebbe  il  valore  esatto  di  /,  qualora  non  8Ì  volesse 
ulteriormente  sviluppare  il  numero  irrazionale  A.  Ora  noi  sappiamo 
elle  il  valore  di  una  ridotta  qualunque  è  sempre  compreso  fra 
quelli  delle  due  ridotte  che  la  precedono. 

653.  Un  numero  qualunque  si  può  sviluppare  in  un  solo  modo  in 
frazione  continua  ad  elementi  interi.  Infatti,  quando  le  a^  ,  a^,... 
Bouo  numeri  Interi  positivi,  ogni  espressione  della  forma: 


è  certamente  una  fiazione  dell'unità.  8e  dunque  si  avesse: 

L-guagliaudo  nei  due  membri  le  parti  interi;  e  le  frazionarie  si  de- 
durrebbe appunto  fl|,  =  o'j,.  Similmente  si  proverebbe  poi  che 
a^  =  a\  ',  ecc. 

654.  Essendo  per  supposto  I  numeri  Oy  ,a^  ,  a^ , .  . .  tutti  interi 
(e  positivi  dal  secondo  in  poi),  è  chiaro  che  i  due  termini  P„  e  Q„ 
di  una  ridotta  qualunque  E„  sarauno  numeri  interi.  Inoltre  essi 
saranno  primi  ir&  loro,  poiché  dall'eguaglianza  giJt   dimostrata-. 

P,Q,^,-P—Q,  =  (-»"-' 

segue  che,  se  P„  e  Q„  avessero  un  divisore  comune  diverso  da  1, 
questo  dovrebbe  dividere  {  -  lj"~',  il  che  è  assurdo.  Dunque  le 
successive  ridotte  calcolate  colla  legge  data  in  principio  si  pre- 
senteranno sempre  sotto  forma  di  frazioni  già  ridotte  ai  minimi 
termini. 

655.  Notiamo  per  ultimo  cbe,  essendo  ora  le  a,  ,  a^ ,  .  .  .  tutti 
numeri  interi  e  positivi,  le  formole  (8)  ci  dicono  che: 

Qo  <  Q,  <  Qs  <  Qs  <  .  ■ . 
onde: 

epperft  (cfr.  art.  650)  :  V  errore  che  ai  commette  prendendo  come 
valore  approssimato  della  frazione  continua  una  delle  sue  ridotte 
è  minore  dell'unità  divisa  per  il  quadrato  del  denominatore  di  tale 
ridotta. 

656.  Ritornando  al  numero  razionale  7= —  già  sviluppato  al- 
l' art.  651  mediante  la  frazione  continua  limitata  (11),  importa  an- 
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Cura  notare  che  l'aguagtianza  "    "  n~  ' 

saria  w»  =  jj-P*  i  n  =  ff-Q»,  essondo  tj  un  certo  iiamero  ùilero,  poi- 
ché P«  e  Q;^  sono  primi  fra  loro  (art.  654). 

Se  dunque  si  sopponga  la  frazione  ~  gift  ridotta  ai  mìnimi  ter- 
mini, si  avrji  ^  =  d:l;  e  precisamente  (poicbò  Q^  è  «empre  posi- 
tivo) sarà  j;  =  +  1  ovvero  y  =  -  I,  secondocliè  sia  positivo  o  ne- 
gativo il  numero  n  ;  cosicché  la  relazione  : 

P.Q.-,  -  p.-,e.  =  (- 1)'-' 

si  potrà  scrivere  sotto  la  forma  : 

wuc  +  «y  =  1  (13) 

esseudo  x  ed  y  gli  interi,  positivi  o  negativi,  dati  da: 

3!=(-l)*^V-Q*-i    ,    J'  =  (-0*S-P*-r  (»*) 

L'equazione  indeterminata  (13)  è  dunque  sempre  risolubile  eoa  va- 
lori interi  di  x  ed  y,  comunque  siano  stati  fissati  i  coefficienti  in- 
teri m  ed  n,  purché  primi  fra  loro. 

657.  Il  risultato  dell'art,  precedente  ci  da  ora  il  modo  di  risol- 
vere l'equazione  indeterminata  più  generale  : 

Ma:-fNff  =  L  (15) 

comunque  siano  stati  désatl  1  coefficienti  interi,  positivi  o  nega- 
tivi, M,  N,  L. 

È  chiaro,  in  primo  luogo,  che  l'equazione  (15)  non  sarebbe  ri- 
solubile con  valori  interi  dì  x  ed  y,  qualora  il  massimo  comnn  di- 
visore di  M  ed  N  non  fosse  anche  divisore  di  L  ;  e  che,  se  cib 
ei  verìfica,  l'eqnazione  si  semplificherebbe,  dividendone  tutti  e  tre 
i  coefficienti  per  tale  comuii  f'atiore,  in  modo  da  cambiarsi  nel- 
l'equazione equivalente: 

ntx  +  ny  =  l  (16) 

con  m  ed  n  primi  tra  loro. 

Ciò  posto,  per  avere  una  prima  soluzione  della  (16),  basterà  evi- 
dentemente di  prendere  : 

X   ^    IXl)  ,  P    =    Iffg 

essendo  x„  ,  y^  due  interi  che  soddisfano  all'equazione: 

mx^  +  ni/a  =^  1 
i  quali  si  potranno  determinare  nel  modo  già  indicato. 

658.  Determinata  cosi  una  coppia  di  valori  di  x  ed  p,  soddisfa- 
centi alla  (16),  che  indicheremo  con  X  ed  Y,  tutte  le  altre  possi- 
bili coppie  X,  y,  che  la  risolvono,  dovranno  evidentemente  soddi- 
sfare ali'  equazione  : 

m(a:-X)=-n(p-Y)  (17) 


^yCoOt^lc 


—  333  ~ 

che  nasce  dal  soiti-arre  dall'equazione  (16)  l'equazione  già,  soddi- 
sfnttu  : 

mX  +  nY  =  [, 
e  reciprocamente. 

Ora  la  (17)  ci  dice  che  il  prodotto  m{x  -  X) ,  di  cui  il  primo 
fattore  è  primo  con  n,  esser  devo  divisibile  per  ».  S.  Sarà  dunque 
X  — X  =  [in  e  conseguentemente  y  -  Y  =  - -xm,  per  jt  intero  posi- 
tivo 0  negativo. 

Pertanto  la  coppia  pìii  generale  dei  valori  di  ^  ed  y  soddiefa- 
centi  alla  (16)  è  data  da: 

x  =  X  +  iAn     ,     y  =  Y—  [im 

restando  l'intero  ja  affatto  arbitrario. 

ITote  ed  Saarciii. 

.  .  .  .  .    8482  8482 

i.  Sviluppare  iD  frasionu  continua  i  nameri  e  —  ,— r^- 

P       P'      P" 
2.  He    -:--  ,   --'  ,   —    sono  tre  ridotta  collise  cuti  ve,  dimostrare  che  : 
«    ■    Q'  ■  «•■ 

P"-P  _  Q"-Q 

a  Q'    ■ 

8.  Si  dimostri  che,  net  convertire  una  frazione  ridotta  ai  minimi  ter- 
mini in  fra«tune  continua,  due  reati  consecativi  sono  sempre  primi  fra  loro. 

4.  Sviluppare   \'2  in  fraaione  continoa. 

5.  Risolvere  le  equazioni  indeterminate: 

bx-^\Aii  =  l     ,     5x— 14y  =  l. 

aeri  interi,  positivi  o  negativi,  a,  p,  -j,  S  soddi- 

1  numero  arbitrario  x  il  numero  y  legato  ad    x    dalla 
-3J/  +  P 


■p  +  6' 


0) 


si  dico  essersi  effettuata  sopra  x  una  totlituziont  lintart  (*)  (a  coefficienti 
interi,  di  modulo  i  =.  ±  i).  L'operazione  cosi  eseguita  sopra  x  si  suol  rap- 
presentare col  simbolo  (  '  ^  j  e  il  risultato  di  tale  operazione  con  f"  k\x, 
cosicché  ti  potrà  anche  scriverà  in  luogo  della  (1): 

i  raccomanda  per  questo  che,  se  dopo  aver  eseguito 
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sa  tt  r  opeToziona   l'  ^Y  si  eaeguiaca  poi   biiI   riattltkto   un'altra   comi- 
mila  operaiione   {"■   Li,  il  lisultaio  finale  ai  potrà  rappreaentare  comu- 
damante  con 

Jl  simbolo  f''.  -' 1  ( '  ^)i  premesso  al  numero  x,  viene  cosi  a  rapprewn- 
tare  un'operazione  che  ai  chiama  il  prodotto  (o  la  rfaaltante)  dell'op«n- 
EÌone    f^  ci   e  dall' operazione   (y  E.V  bi  verificherà  immediatamente  che: 


(3) 


d'onde  appara  che  il  prodotto  di  due  soatitntioni  lineari  non  è  in  ffine- 
rale  indipendente  dall'ordine  dei  fattori.  Easo  è  una  nuova  Goatitniione 
lineare  il  cui  modulo  b  il  prodotto  dei  moduli  delle  due  componenti,  poiché: 

(»'«  +  P'7)<t"P  +  6'6)  -  Ct'«  +  S't)<«'P  +  p'B)  =  (b'3'  -  p'T')(aa  -  pr)- 
Be,  dopa  eaeguite  qneete  due  sostitneioni,   si   esegua   sul   risultato   nn» 
terza  sostituzione   (   ..  C'),  l'operazione  risultante  dalle  tre   sostitniioni 
si   iudicherfc  similmente  con    ('"  |!,)('!  |!)('  ^),  o  cosi  via. 


1  A\ 


bito: 

loia  più  volte 

Vi   ojVi   oj "Al    0/ 


(*) 


d*  onde  si  deduce  snbito 


e  applicando  la  formola  più  volte  di  seguito  ; 


6.  Poiché  il  primo  membro  di  (6)  altro  non  è  che  il  risultato  di  unV 
nica  aoatituziono  lineare  (di  modulo  (—  i)")  applicata  alla  qnantiiA  C,  si 
vede  che  i«  fra  dut  guanlità  i.  ed  y  ha  luogo  un  legatne  dalla  /ormcn 


vrà  antke  luogo  un    Itgamt    dtila 
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efiendo  o^  ^,  7,  S  numtri  interi  ed  aZ  —  ^y  =a  =.  ±  1. 

9.  Reeiprccenatntt  ad  ogni  legame  della  /orma  (8>  corrieponderà,  fra  ±  y, 
ed  3t,  UH  legame  della  forma  (7),  Infatti  si  può  dimostrare  fsEÌlmente  (cfr. 
Cap.  X[V)  che,  fatta  astraiione  dal  segno,  il  rianltato  della  Bostituzione 
(8)  il  paò  anche  ottenere  mediante  «oatitazioni  dei  due   tipi   più  semplici 

10.  Per  invertire  la  celaeione  (7),  cìoà  per  esprimerò,  sotto  forma  ana- 
loga, X  in  faniione  di  y,  basi»  osservare  rbe  la  (7)  equivale  (per  la   no- 

"'"'"^  y<l'f)(%)Q,V)GiyQ,l-)G> 

a  che  si  ha,  qualunque  sia  X  : 
cosicché  dalla  (7/  seguire  sabito  : 
Di  qui  ai  trae  facilmente; 


li.   Date  le  due  fra 


,e   -=;   ed    —,  tono  riip.  la  pen«UÌMa  ed  uHima    ridalla    delia    frazione    x  , 
Q'  B' 

E'       R 
ijutJle  della  fraxione  y   tono  ~  ,   —, 

Per  la  dimostrali  one  di  questa  proprietà  della  frazioni  continue  inveree 
(conosciuta  sotto  il  nome  di  teorema  di  Qerono)  0  di  altre  notevoli  pro- 
prietà rignardanti  lo  frazioni  continue  limmelriehe,  rimandiamo  alla  me- 
mori» di  Calalam  Remarquet  lur  la  Ihéorie  dei  nombrei  et  «tu-  f«  fraelion» 
eontintei  [Giornale  di  BattaRlini-Tomo  XXXI,  1898). 

12.  Si  indichino  (come  all'  art.  (551)  con  n,  ,  n ti(  i  resti    sncoes- 

sivi  della  divisione  di  m  per  n.  L'equazione  indeterminata    a   coefficirnti 

niiB  -I-  ni/  =  l 
k  risoluta  dagl'  interi  : 


\mn        «n,        n,n,  7i,.l     / 

DiqnzeanyGoO'^lc 


/Il         ,  (-1)'\ 


(cfr.  Moriconi:  Periodico  di  Matematica,  1887). 

18.  Se  gl'intari  a,  h.  e,  d  non  hanno  ftloon  divisore 
pOBBOno  sempre  determinare  due  interi  x  ed  jf  tuli 
ax  +  by  e  ex  +  dy  riescano  primi  fia  loro. 

Sia  infatti  (posto  ad~-bc=.n): 


=  P  P,   '   ■■  ■  «'^9/'  ■  •  -, 

vi  dono   MinnllaneuneDie 


1  bg)d  -  (e  +  dyìb  ; 
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CAPITOLO  VUL 


GENEBALITÀ  SULLA    CONTINUITÀ   E    DERIVABILITÀ 
DELLE  FUNZIONI   DI    VARIABILI   BEALI. 


§  l.o  —  Ounpo  di  TarlablUtb  reale  di  speole  n. 

659.  SiftDO  n  variabili  reali  fra  loro  affatto  indipendenti  :  »,  , 
^i  ti  ■  ■  f  ^tt'  ^°^  sistemi  di  valori  particolari  : 

Oi  ,  Og , . .  .  ,  a^    ,    &j  ,  &g , . . . ,  &„ 

dati  a  qneste  variabili  si  riguarderanno  come  distinti  se   almeno 
ana  delle  Of  non  coincida  colla  corrispondente  b^. 

Ogni  insieme  od  aggregato,  Anito  od  infinito,  purché  ben  deter* 
minsto,  di  siffatti  sistemi  di  valori  delle  x^  ,  . . . ,  x^  si  chiamerà 
anche  brevemente  an  campo  di  variabilità  di  specie  n.  Un  campo 
/  di  specie  n  si  dirft  contenuto  in  nn  altro  campo  J  della  stessa 
specie,  se  ogni  sistema  di  valori  delle  x, ,  .  .  . ,  »„  appartenente 
ad  /  appartenga  anche  ad  J.  Il  campo  di  specie  n  costituito  da 
tutti  i  possibili  sistemi  di  valori  delle  x,  , .  .  . ,  x„  si  chiamerà  il 
campo  generale,  o  completo,  dì  questa  specie,  giacché  è  evidente 
che  esso  contleae  in  sé  ogni  altro  campo  della  stessa  specie. 

660.  Ogni  sistema  di  valori  delle  x^  ,  .  . .  ,x„  contenuto  in  nn 
dato  campo  /  si  chiamerà,  per  brevità,  un  elemento,  o  anche  no 
punto  (analìtico)  del  campo  atesso.  Cosicché  si  potrà  anche  dire 
che  il  campo  generale  di  variabilità  di  specie  nel'  insieme  di 
tutti  i  punti  analitici  di  specie  n. 

L'  elemento  di  specie  n  definito  da  nn  certo  sistema  di  valori 
<*i  t  •  ■  ■  1  "n  delle  aj, , , .  . ,  :c„    si   potrà  rappresentare  con  : 

(a,  ,  aj  , .  . . ,  a,). 

I  valori  a,  ,  a, ,  .  .  >  ,  a„  ai  chiameranno  talvolta  le  coordinate 
dell'  elemento  (a,  ,  a,  , . .  .  ,  a„)  ;  e  precisamente  a,  si  dirà  esserne 
la  prima  coordinata,  a,  la  seconda  coordinata,  ecc. 

661.  Se 

a,  ,  Oj , .  . . ,  a„     ,     6|  ,  6,  ,  . . . ,  J„ 

sono  due  elementi  di  specie  n,  I  dne  elementi  : 
a,  +  fe,  ,  o,  +  ftj  , . .  , ,  a„  +  &„ 
OAPBLLt.  —  Itlitttxioni  di  anali»!  algebrica,  8.*  edit.  4S 
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si  chiameranno  rispettivamente  la  tomvia  e  la  differenza  ài  qnei 
dae  elementi. 

662.  Il  valore  aritmetico  di 


ai  chiamerà  il  valore  assoluto  dell'elemento  (oj  ,  a, , . . .  ,  o„ì.  Non 
è  difficile  rìcoDOscere  che  il  valore  assoluto  delta  somma  di  piit 
elementi  analitici  è  uguale  o  minore  della  somma  dei  valori  ai- 
soluti  degli  elementi  stessi. 

Siano  infatti  (%  ,  Og  ,  .  .  . ,  a„)  e  (fr,  ,  6,  , . . . ,  6„)  1  due  elementi 
analitici.  Dall'  identità  : 

(o,-fc,)»+  (a,  -  6,)»+  .  .  .  +  (a„-6J'  = 
(a,»  +  V+-  +«n')(&l'  +  V+ ■■•  + V)-Mi+«.^+  -  +oA)' 
segue,  poiché  il  primo  membro,  come  somma  di  quadrati  di   nn- 
meri  reali,  è  certamente  positivo  : 

(a,'  +...  +  a„*)^b^*  +...  +  bj)  ^  (a,6,  +  a,6,  +  . .  .  +  a„b„y 
d'onde  è  ora  agevole  dedarre  la  disegnaglianza  da  dimostrarsi: 

VV  +...  +  «„*  +  '/V  +  •  ■  ~^^J'  >  %'(«!  +6i)'  +  -.-+(o„  +  6„)'- 

663.  Il  valore  assolato  della  differenza  di   dae   pantì   analitici 

(a^  ,  Qg , . .  .  ,  a„)  e  {b, ,  b^ &«),  cioè  il  valore   aritmetìco  di 


si  chiamerà  anche,  per  brevità  (per  una  ragione  desunta  dalla  in- 
terpretazione geometrica  di  punto  analitico)  la  distanza  dei  dae 
punti. 

Il  punto  di  coordinate  nulle  (0 ,  0  ,  ....  0)  bì  chiama  spesso 
r  origine  dei  punti  analitici  (x,  ,  x^  , . .  . ,  ic„)  di  specie  n.  In  con- 
formitft  a  ciò  si  può  dire  evidentemente  che  il  valore  assoluto  di 
un  elemento  analitico  di  specie  n  altro  non  è  che  la  sua  distanza 
dall'origine  degli  elementi  di  specie  n. 

664.  Un  campo  di  specie  n  si  dirà  finito  (o  limitabile)  se  esiste 
un  numero  positivo  superiore  ai  valori  assolati  di  tutti  i  saoi  ele- 
menti. In  caso  contrario  si  dirà  che  il  campo  si  estende  aU'  fnjì- 
nito,  o,  più  brevemente,  che  è  infinito  {o  illimitabile). 

Cosi,  ad  eBcmpio,  il  campo  di  'M  specie  costituito  da  tutti  i 
punti  (x,  ,  X, ,  a.'j]  le  cai  coordinate  sono  numeri  interi,  è  un  campo 
Intlnito.  Invece  il  campo  dì  3>  specie  formato  da  tatti  i  panti  le 
cut  coordinate  soddisfano  alla  condizione  : 

X,*  +  x,*  +  X,'  <  1 

è  finito,  benché  contenga  un  numero  infinito  di  punti. 
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665.  Fra  I  campi  di  prima  specie  si  considera  spesso  il  così 
detto  intervallo,  cioè  l' insieme  di  tutti  i  valori  doli'  unica  varia- 
bile X  che  soddisfano  alta  condizione  : 

666.  Fra  qaelli  dì  Beconda  specie  bs  importanza  speciale  in 
analisi  la  cosi  detta  corona  circolarli,  cioè  l' insieme  dei  punti 
(x  ,  t/)  cl>G  soddisfano  alle  condizioni  : 

r  ?  (jc  -  a)»  +  (y  -?)*§? 

essendo  dati  i  nameri  a,  ^,  r,  p  (i  dna  aitimi  positivi). 

Vota  ad  Evuroisi. 

I.  L'elemento  analitico  di  specie  n  si  chÌAma  anche,  come  ei  è  detto, 
punto  analitico  di  apeoìe  n,  per  il  fatto  che  il  punto  geometrico  bì  indi- 
vidua, p.  es.  nello  apaiio  a  tre  dimensioni,  mediante  tm  sistema  di  tra  na- 
meri X,   y,  z  (le  sae  coordinate). 

Se  r  elemento  analitìoo  (x ,  y  ,  x)  si  rappresenta  (geometricamente  me- 
diante il  panto  ohe  ha,  rispetto  a  certi  tre  assi  ortogonali,  le  coordinate 
cartesiane  ordinarie  x,  y,  x,  il  pnnto  P  che  rappresenta  la  somma,  defi- 
nita all'art.  <i61,  di  n  pnnti  analitici: 

P,  ~  (x,  ,  y,  ,  I,)  .  P,  =  (2,  ,  y,  ,.,),...,  P„  S  (Xa  ,  y„  ,  z,) 

ai  pnò  ottenere  mediante  laaegnente  costruzione  geometrioa:  dal  ponto  P, 
si  tiri  un  segmento  P,Qj  egaipollente,  cioè  avente  la  stessa  direzinne,  senso 
e  fcrsindeiia,  al  segmento  OP,  (essendo  0  l'origine  dalle  coordinate,  quindi 
da  Q,  nn  segmento  QjQ,  equipollente  al  segmento  OP, ,  e  cosi  di  seguito 
finché  si  giungerà  al  pnnto  Q.  che  rappresenterà  precisamente  la  somma: 

{«,  -1-  *,  -!-  .  .  .  -(.  it,  ,  I,,  +  „,  -1-  .  .  .  -I-  y„  ,  .,  +  s,  +  .  .  ,  +  »„), 

Infatti  la  proiezione  ortogonale  sull'asse  delle  i  delta  linea  spezzata 
OPjQ^Q,  .  .  .  Q„  6  uguale  alla  proiezione  del  segmento  0Q„  ,  cioè  alla 
coordinata  :  del  punto  Q„.  Ma  quella  proiezione  non  è  altro  che  la  somma 
delle  projezioni  dei  singoli  lati  OP,  ,  P|Q,  ,  .  -  .  ,  Pn_iQi.  le  quali  sono  risp. 
eRnali  alle  projezioni  dei  segmenti  squìpoUenti  OP,  ,  OP,  ,  .  .  ■  ,  0P„  ,  cioè 
alle  coordinate  i  dei  pnnti  P,  ,  P,  ,  .  .  .  ,  P^. 

2.  Il  valore  assoluto  (art.  863)  del  punto  aniilitico  (x,  y,  z)  essendo  il 
numero  che  misura  la  distanza  del  corrispondente  geometrico  dall'orìgine 
delle  coordinate,  e  i  valori  assoluti  dei  pnnti  analitici  P,  ,  P,  ,  .  .  .  ,  P„ 
della  nota  precedente  essendo  quindi  i  nnmeri  che  misurano  risp.  le  Inn- 
ghezae  dei  segmenti  : 

OP,  ,  P,(ì,  ,  P,Q,  ,  .  .  .  ,  P„_,Q„ 

ei  veda  che  il  teorema  dell'  art.  662  si  traduce  nel  i 
trico  che  la  lunghtasa  di  una  linea  ipezzala  non  i  ma 
cheTXa   del  >egmej%to  che  congiunge  i  tuoi  dua  ettrtmi, 

3.  Riconoscere  che  U  diatansa  analìtica,  definita  all'art.  {i68,  di  due  pui 
analìtici  coincide  col  numero  che  misura  la  distanza  geometrica  dei  cor. 
■pondenti  punti  geometrici. 

4.  Riconoscere  come  la  formola  ; 
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esprimente  ohe  jxa  lato  di  on  triangolo  è  ugD&la  o  mioore  delU  sommi 

degli  Altri  dae,  non  diffarisck  BoatB,iiEÌaliiieDte  d«llK  formoli  dell'Art.  6fi2, 

in  cui  ai  faccia  n  =  8. 

&.  La  definizione  di  itUervallo  fra  un  punto  od  nn   altro    punto   ai  può 

estendete  opportunamente  a  campi  di  qualsÌToglia  specie  n    come    aegy^e. 

Per  intervallo  dal  punto  (a,  ,  a,  ,  ,  .  .  ,  a„)  al  punto  (A,  ,  6,  ,  .  .  .  b„)  inton- 

deremo  il  campo  di  specie  n  i  cai  punti   (x,  ,  z,  ,  .  .  . ,  Xn)    sono  definiti 

dalle  formolo  : 

a;,  =  a,  +  XCi, -<•,) 

ìe,  =  o,  +  X(6,  -  o,)         ,         03131 

a^=  o„+  ).(i„  -  a„) 

^1  valore  di  un  elamento  qualunque  del  campo 
051gl. 


»(  +  Hii  -  Oj)  =éi  +  (1  -  X)(o,-  6,). 

7.  Sia  F  aa  panto  qualunque  dell'  iiitervatlo,  di  specie  n,  che  va  dal 
punto  A  al  ponto  B.  Riconoscere  ohe  la  distanza  fra  A  e  B  6  ngnole  tlla 
somma  della  distanza  fra  A  e  P  e  della  dixtanza  fra  P  e  B. 

8.  Riconoscere  ohe  anche  i  punti  analitici  dì  specie  n  sono  ordinili 
(oomo  lo  sono  evidentemente  quelli  di  prima  specie,  cioè  i  aemplici  nu- 
meri reali;  ;  ossìa,  ohe  si  pn6  sempre  definire  la  notasìone: 

(»,,»,,...,«„)<  (V,  ,  If,  ,  ... ,  Vn) 

in  modo  che  ss  sia  : 

X,  ,  ic,  ,■...,!„)<  (i),  ,  y, ,  ■ . .  ,  i;„)  ,  (Vi  I  y y»)  <  («i  .«,.■■■-  ^ 

sia  anche  simultaneamente  : 

(*i  >  »i!,  ■■■,*„)<  {y,  .  y,  .■■■  -  y„)- 
§  2."  —  Interno,  contorno  e  oonflne  di  nn  o«mpo. 

667.  Sia  C  un  campo  di  punti  analitici  (x^  ,  a^  ,  .  .  . ,  x„)  ài  spe- 
cie n,  e  sìa  (a,  ,  a,  , .  .  .  ,  a„)  un  ponto  appartenente  a  C.  Si  diri 
che  caso  si  trova  nell'interno  dì  C,  se  caiste  nn  namero  positivo  S 
tale  che  ogni  punto  analitico  soddisfacente  alla  condizione  : 

(k,  -  a,)*  +  (wj  -  a,)»  +  . .  .  +  (a:„  -  a„)*  <  8 

appartenga  del  pari  al  campo  C.  0,  ìn  altri  termini,  si  dirà  che 
un  certo  punto  di  C  è  interno  a  C,  ae  tutti  i  punti  analitici  nb- 
bastanza  vicini  ad  esso  (cioè  la  cui  distanza  da  esso,  cfr.  art.  663. 
è  abbastanza  piccola)  appartengono  pure  a  C.  In  caso  contrario 
si  dirà  che  il  punto  («1  ,  %  ,  ■  .  -  >  a„)  ai  trova  sul  contorno  di  C. 
Come  si  vede,  noi  facciamo  distinzione  fra  la  locazione  punto 
appartenente  a  C  e  la  locuzione  punto  intemo  a  C. 

668.  Un  campo  di  specie  n  può  anche  essere  sprovvisto  di  cod- 
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torno.  Cosi  p.  es.  il  campo  di  l'  specie  definito  dalle  condizioni: 

'         a  <  X  <  6  (I) 

non  ha  contorno.  Invece  l' intervallo  : 

a%x^b  (2) 

ha  dae  panti  di  contorno  {x  =  a  ed  x  =  b).  Come  bì  vede,  il  cam- 
po (1)  altro  non  è  che  Vintemo  dell'intervallo  (2). 

Si  ponga  dunque  attenzione  alla  differenza  che  intercede  fra  il 
dire  che  k  un  punto  cade  in  un  dato  intervallo  »  e  il  dire  che 
«  un  punto  cade  nell'interno  di  un  dato  intervallo  ». 

669.  Non  è  difficile  di  riconoscere  che,  se  da  un  campo  qualun- 
que di  specie  n  dotato  di  contorno  si  aopprimono  i  punti  del  con- 
torno, ciò  che  rimane  è  un  campo  senza  contorno.  In  altre  parole: 
i  punti  interni  di  un  qualsivoglia  campo  costituiscono  un  campo 
tema  contorno. 

Cosi,  se  dal  campo  di  2*  specie  1  cui  punti  (x,  yì  sono  definiti 
dalla  condizione  : 

si  sopprimono  i  punti  del  contorno  (i*  +  y*  —  r*) ,  ciò  che   resta , 
cioè  il  campo  : 


è  UD  campo  sonzu  contorno. 

670.  Sia  finalmente  (a,  ,  a, a„i  un  punto  del  campo  ge- 
nerale di  specie  n,  il  quale  non  cada  nell'  interno  del  campo  C. 
Noi  diremo  che  esso  si  trova  sul  confine  di  C,  se,  comunque  si 
fissi  il  numero  positivo  S,  esìste  nel  campo  C  almeno  un  punto  la 
cui  distanza  da  esso  sia  ìnrerioro  a  S.  Questa  condizione  è  evi- 
dentemente soddisfatta  se  («,,«»,■.■,«„)  cade  sul  contorno 
stesso  di  C,  giacché  in  tal  caso  si  potr&  prendere  come  punto  di 
C  distante  da  (a^  ,  a, , . .  . ,  a„)  per  meno  di  Ò,  lo  stesso  punto 
(a,  ,  3,  ,  ■  . . ,  a„).  Il  confine  dì  C  si  comporrà  dunque  del  con- 
tomo di  C  e,  almeno  in  generale,  anche  dì  altri  punti  non  appar- 
tenenti a  C. 

Esempio  a).  Il  campo  di  1«  specie  definito  dalle  condizioni  : 


ha  per  contomo  i  due  panti  a  e  ò,  i  quali  ne  sono  al  tempo  stesso 
anche  il  confine. 

Es&upio  b).  II  campo  : 

a<x<b 
non  ha  contorno,  ma  ha  i  due  punti  di  confine  a  q  b. 
EsBHFio  e).  Il  campo  : 
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ha  per  contorno  il  solo  panto  a  e  per  confine  l' insieme  dei  dae 
ponti  a  e  b.  ^ 

671.  I  punti  cbe  non  cadono  né  sul  confine,  né  all'  interno  del 
campo  C,  si  diranno  esterni  a  C.  Si  badi  a  non  confondere  la  lo- 
cuzione egterao  a  C  colla  locazione  estraneo  a  C  (cioè  non  appar- 
tenente a  G). 

Tutti  i  punti  (a:,  ,  X, , . ,  . ,  a:„)  si  dividono  dunque  rispetto  ad 
un  dato  campo  0  in  tre  categorie:  punti  intemi  a  C,  punti  al  con- 
fine di  C  e  punti  estemi  a  C. 


Vote  ed  Bivreùd. 


1.  Sìa  0*  il  campo  complementare  di  C,  cioè  l'inaisme  di  tntti  ì  punti 
(Xi  ,  X,  ,  . .  .  ,  Xn)  non  appartenenti  a  C.  Biconoacei'e  che  C  e  C  hanno  lo 
steaao  confine,  ma  non  hanno  mai  in  comune  alcuna  parta  di  eontomo  ; 
e  cbe  l' insieme  dei  due  contomi  costituisce  l' intero  confine  di  ciascuno 
di  essi. 

2.  Data  una  prof^essiono  finita  di  punti  analitici  A,  ,  A^  ,  .  .  .  ,  A.  ,  di 
specie  qualsivoglia,  la  prof^essione  degli  intervalli  (cfr.  la  Nota  5*  del  § 
prec.)  che  vanno  rispettivamente  da  A,  ad  A,  ,  da  A,  ad  A,,  e  cosi  via 
fino  ad  A„  ,  la  chiameremo  per  brevità  una  progreitione  d'  intervalU  che 
cotUga  il  punto  A,    col  piàMto  A^. 

CiA  premesso,  si  dirà  ohn  VitUtrno  di  un  campo  C,  di  specie  n,  è  eotUinuo 
se  due  ponti  qnaliii vogliano  dell'interno  di  C  possono  essere  collegati  me- 
diante una  progressione  di  intervalli  del  pari  interni  a  0  (cioè  i  cui  ponti 

Cosi,  secondo  la  dafinizione  data,  si  dirà  continuo  l'interno  di  un  in- 
tervallo di  l*-  specie.  Quanto  agli  intervalli  di  specie  superiore,  non  vi  ha 
luogo  a  parlare  di  ci4  essendo  essi  aprovvisti  d'interno. 

8.  Diremo  cbe  un  campo  C  è  compatto  in  un  certo  punto  (a,  ,  o,  ,...,  o^ 
so  esiste  un  numero  positivo  B  tale  che  tutti  i  punti  (z^  ,  z,  ,  .  .  ,  ,  x„)  di 
stanti  da  (a,  ,  a,  ,  -  .  .  ,  a„)  per  meno  di  S  siano  punti  interni  o  punti  di 
confine  di  C,  É  chiaro  che  se  (a,  ,  a,  ,  .  .  ,  ,  a„)  è  interno  a  C,  esso  sarb 
anche  ponto  dì  compattesia  di  C  ;  in  qnesto  caso  si  dirà  parò  anche,  più 
propriamente,  che  il  campo  C  è  conlinao  nel  punto  (a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a^). 

Analogamente  poi  alla  definisione  già  data  di  campo  continuo,  diremo 
ohe  C  (o  meglio  il  campo  jormato  dai  punti  di  compattezza  di  C)  è  un 
campo  compatto,  se  dne  punti  qualunque  A  e  B  nei  quali  C  è  compatta, 
possono  essere  collegati  con  una  progressione  di  intervalli  i  cui  punti  sono 
tntti  i  punti  di  compatterà  di  C. 

4.  Consideriamo  il  campo  di  !■  specie,  T,  definito  dalle  condiiioni  : 

a<x<b  (a) 

alle  quali  si  aggiunga  quella  cbe  a  sia  un  numero  rasionala.  HiroDOsoere 
che  questo  campo  non  ha  affatto  inlerito;  cosicché  i  valori  di  x  soddisfa- 
centi alle  (n)  saranno  punti  di  contorno  di  F  ovvero  semplici  punti  di  con- 
fine, secondocliò  essi  siano  ragionali  od  irrazionali.  Biconoscere  inoltre 
che  il  campo  F  b  compatto  in  ogni  punto  z  soddisfacente  alle  (a);  e  che 
per  consegnenia  si  può  anche  dire  che  è  compatto  l'infero  campo  F. 

ó.  Un  punto  A  (di  specie  n)  si  dice  ùoiahiU  rispetto  ai  punti  di  un 
campo  C  disila  stessa  specie,  se  esista  un  numero  positivo  S  tale  cbe  tutti 
i  punti  distanti  da  A  per  meno  di  S  siano  estranei  al  campo  C  (fati»  al 
più  ecceiione  per  lo  etesso  A,  il  quale  in  tal  caso  è  un  cosi  detto  pittilo 
iiolato  di  C). 
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6.  Biassamendo,  Tediamo  che  tttt  i  punti  A.  appartenenti  ni  campo  C  ai 
possono  fare  le  segaeuti  ^istinBioni  : 

1°)  il  punto  A.  è  isolato  ; 

2°)  il  punto  A.  non  è  isolabile  ; 

3")  il  punto  A  é  un  punto  di  oompatteita  dì  0  (cioè  un  punto  in  cui 
il  campo  C  b  compatto)  ; 

4°)  il  punto  A  è  un  punto  di  continuità  di  0  (cioè  cade  nell'interno 
di  C). 

Si  riconOBCB  su  qualche  esempio  come  i  punti  della  2'  categoria  possano 
anche  appartenere  alla  8*,  ma  non  necesBarìamente. 

7.  Tbobeha.  — iS<  0^1  punto  di  tpeeie  a  i  itotabila  dai  punti  del  campo  fi- 
nito C,  della  itetia  4peeie,  il  campo  C  non  p«ò  eonttare  che  di  un  earto  nu- 
mtro  finito  di  punii. 

Infatti,  esBendo  il  campo  C  finito,  la  variabili  x,  ,  x^  ,  .  ■  .  . 
p?i  punti  di  C  ria  petti  Tarn  ente  entro  certi  limiti  : 


Ciò  posto,  diviso  ognuno  degli  interralli  afif  in  k  intervalli  di  eKuale 
luni^hezia,  si  vede  che,  se  il  teorema  non  si  verìflcaeae,  il  campo  0  do- 
vrebbe avere  infiniti  pnnti  compresi  in  un  campo  della  forma  : 

°'l  <  "^1  <  ^'l  I  «'s  <  3^t  <  ^'«  I  ■  ■  ■  J  "'n  <  ^n  <  ^'n 
essendo  \b\~aW  la  fc"*  parte  di  ]*;— Oj  |,  per  t  =:  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  n.  Suddivi- 
dendo di  nuovo  ognuno  di  questi  n  intervalli  in  k  intervalli  egnalì  e  cosi 
di  seguito,  bì  finirà  per  concludere  che  il  campo  C  ha  infiniti  elementi 
nrW  intorno  di  un  certo  punto  ben  determinato  (X,  ,  X,  ,  .  .  ,  ,  X„)  cioè  nel 
campo  : 

|a7, -X,|<5  ,  |a;,-X,l<S,...,|!c„-XJ<e 


.K)" 


§  3.*>  —  Bftremo  sapertore  ed  estremo  Inferiore 
di  no  eampo  finito  di  prima  specie. 

672.  Ogni  campo  finito  G,  centennio  nel  campo  generale  di 
prima  specie  rappreeentato  dalla  variabile  x,  h&  necessariamente 
dei  punti  dì  confine.  N'oi  dimostreremo  anzi  quatclie  cosa  di  piil, 
cioè  resistenza  di  dae  valori  o  e  f»,  che  ohiamoremo  risp.  l'estremo 
inferiore  e  l'estremo  superiore  del  campo  C,  i  quali  godono  delle 
seguenti  proprietà:  esistono  punti  di  C  che  digeriscono  da  a  (o 
da  b)  per  meno  di  un  numero  positivo  6  assegnabile  ad  arbitrio; 
non  esistono  valori  di  C  inferiori  ad  a.  o  superiori  a  b. 

Sìa  infatti,  detto  a  un  punto  di  C  ed  e„  un  numero  positivo  ten- 
dente a  zero  per  n  =  oD,  nella  progressione  aritmetica: 

o  ,  a  -f  E,  ,  a  +  2Si  ,  a  -H  Se, , .  .  . 

l' JDtervallo  ctie  ha  per  estremi  : 

fc,  =  a  +  me,     ,     e,  =  «  +  (m  +  l)e, 

l' attimo  elle  contiene  qualche  punto  di  C.  Suddiviso  di  nnovo 
qaest'  intervallo  in  intervalli  a  differenza  e^  mediante  la  progres- 
sione : 

^1  .  6i  +  Sg ,  6j  +  2ej , . . . , 
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siano  sìmitmente  i,  e  e,  gli  estremi  dell'nttimo  ÌDUrralIo  che  coiu- 
prende  qnalche  panto  di  C.  Cosi  procedendo  si  verrà  a  definire 
nn  nomerò: 

6  =  {6j  ,  6,  ,  6,  , . . . ,  Cj  ,  Cj  ,  (^  , . .  .) 

il  qnale  potrà  evidentemente  essere  ragi!;innto,  o  almeno  avvici- 
nato indefinitamente,  dai  pnnti  di  C.  Inoltre  an  nomerò  qoalnnqoe 
e,  maggiore  di  6,  non  poò  appartenere  a  G;  poiché  e  dovrebbe 
superare  (arL  562)  qnalche  numero  e,-  della  classe  Cj  ,  e, ,  e, , ... , 
nel  mentre  che  l'intervallo  avente  per  estremi  bf  e  c^  era  l'ul- 
timo, fra  quelli  a  differenza  e^,  che  potesse  contenere  elemeDiì 
di  C.  Il  ponto  6  cosi  determinato  è  donqne  il  limite  superiore  del 
campo  C.  Similmente  si  dimostrerebbe  l'esistenza  del  limite  infi'- 
rìore,  per  mezzo  delie  progressioni  a  differenza  —e,-. 


Vote  «d  Bi«E(dai. 


1.  Dimostrare  elici  in  un  campo  finito  di  guaUipoglia  tpttit  e*i*U  ttmpn 
gualchi  punto  di  confine.  A  quest'oggetto  ai  consideri  un  ponto  qnalosqDe 

(a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a„}  appartenente  al  campo  dato  C.  I  valori  di  7,  t&li  cb«  il 
punto  (z,  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a„)  appartenga  al  campo  dato,  formano  aa  campo 
di  prima  ipecie  per  il  quale  esisterà  un  limite  superiore  A,.  È  facile  ri- 
conoscere che  il  punto  (A,  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a„)  è  necemariamente  un  punto 
di  confine  del  campo  C. 

2.  SnppoDÌanjo  ora  che  il  cAmpo  C  sia  di  seconda  specie.  I  snoi  elementi 
(x,  ,  Xj)  si  potranno  rappresentare  geo m etneamente  mediante  i  punti  di 
un  pianoì  cioè  il  punto  analitico  (ar,  ,  x,)  mediante  il  punto  fteometrico 
che  ha  per  ascisBa  z,  e  per  ordinata  x.  Sia  A  un  ponto  interno  al  campo 
C  e  su  ogni  retta  passante  per  A  si  segnino  i  due  estremi,  analoghi  > 
quelli  dianzi  definiti,  del  campo  formato  dai  punti  della  retta  sppartenti 
a  C.  11  luogo  di  tutti  questi  estremi  sarà  ancora  un  rampo  di  seconda  spe- 
cie ma  ad  una  tota  dimrmioTie,  p.  ee.  ana  cosi  detta  linea,  che  si  potrà 
chiamare  nna  finta  di  confine  di  C.  Sì  studino  le  condiiioni  sotto  le  quali 
la  linea  cosi  eoutroita  costitnirà  l'intero  confine  di  C. 

3.  Hi  estendano  qneste  considerazioni  ai  campi  di  qualsivoglia  specie, 
mostrando  come  si  possa  costruire  per  nn  campo  di  specie  »  un  sno  campo 
lii  confine  di  specie  n,  m«  di  dimensione  n— 1. 

§  4.0  —  OontlDultb  delle  funslonl  di  ana  variabile  reale. 

673.  Sia  C  un  intervallo  (  cfr.  art.  665  )  contenuto  nel  campo 
generale  di  prima  specie  percorso  dall'unica  variabile  reale  a:;  e 
sia  f(x)  una  funzione  (cfr.  Gap.  IV,  §  15)  di  x  data  nel  campo 
G,  cosicché  ad  ogni  valore  di  x  contenuto  in  0  corrisponda  un 
unico  valore  ben  determinato  di  f(x). 

Se  a  è  un  punto  qualunque  di  C,  si  dice  che  la  funzione  fix)  fe 
continua  nel  punto  a  di  G  qualora,  fissato  a  piacere  il  numero  po- 
sitivo S,  esista  un  numero  positivo  e  tale  che  per  tutti  i  valori 
di  X  contenuti  in  C  e  soddisfacenti  alla  disegoaglianza  : 

[as  -  ai  <  e 
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a^a^^i  (1) 

le  disegaaglianze  che  definiscono  l'intervallo  C.  Se  f\,x)  è  coniinaa 
in  ogni  punto  di  C,  cioè  per  ogni  valore  di  a;  soddisfacente  le  (1), 
diremo  che  essa  è  continua  nell'intervallo  0.  Se  invece  si  sappia 
soltanto  che  essa  è  contìnua  in  ogni  pnnto  x  soddisfacente  alle 
dis eguaglianze  : 

a  <  X  <^, 

si  dirà  (cfr.  §  2»,  art.  667)  che  essa  è  continua  neW  interno  del- 
l' intervallo  C. 

675.  Se  la  funzione  f(x)  è  continua  nell'intervallo  C,  essa  è  an- 
che finita  in  C,  doè  i  valori  da  eesa  aesunti  in  C  non  possono  su- 
perare, in  valore  assoluto,  vn  certo  numero  positivo   assegnabile. 

Ammettiamo  infatti,  se  ò  possibile,  che  f(x)  possa  prendere  va- 
lori grandi  quanto  si  voglia  nel  campo  C,  i  cui  estremi  siano  a 
e  b.  Suddiviso  questo  intervallo  in  k  intervalli  eguali,  è  chiaro  che 
almeno  in  uno  di  essi,  che  sia  l'intervallo  avente  per  estremi  a^ 
e  b,  ,  potri  la  f(x)  divenire  infinitamente  grande.  Suddiviso  di 
nuovo  allo  stesso  modo  anctie  questo  intervallo  in  k  più  piccoli, 
ve  ne  sarà  fra  bbbì  almeno  utio,  di  estremi  a,  e  6g ,  nel  quale 
f{x)  potrà  prendere  valori  grandi  a  piacere.  Cosi  procedendo  si 
verrà  ad  individuare  un  punto: 

o  =  (a  ,  a,  ,  Oj ,  . .  ■  ;  6  ,  6j  ,  6j  , .  . .) 

tale  che  f\x)  potrà  divenire  grande  a  piacere  per  valori  di  x  di- 
stanti da  a  di  tanto  poco  quanto  si  voglia.  Ora  ciò  è  in  contrad- 
dizione colla  supposta  continuità  di  f{x),  in  virtb  della  quale  f(x) 
differisce  da  f{a)  per  meno  di  una  quantità  assegnata,  per  tutti  ì 
valori  di  x  abbastanza  vicini  ad  a. 

676.  Se  la  funzione  f(x)  è  continua  nell'intervallo  C,  esiste  in  C 
almeno  un  valore  x  pel  quale  f(x)  raggiunge  il  valore  massimo  (e 
cosi  pure  un  punto  nel  quale  raggiunge  il  valore  minimo),  cioè 
un  valore  maggiore  od  al  piii  eguale  (risp.  minore  od  al  più  e- 
gaale)  a  qualsiasi  altro  valore  da  essa  assunto  in  C. 

Cominciamo  dall'osservare  che,  dovendo  la  fx),  per  quanto  si 
è  testé  dimostrato,  restare  finita  in  C,  l'insieme  dei  valori  che /(x) 
può  prendere  in  C  costituirà  un  campo  finito  di  prima  specie,  il 
quale  ammetterà  (art.  672)  un  estremo  superiore  h  ed  un  estremo 
inferiore  k. 

Poiché  ora  il  valore  h  non  può  essere  superato,  ma  può  essere 
avvicin:ito  indefinitamente  dai  valori  che  ^a;}  può  assumere  in  C, 
i:  chiaro  die,  suddiviso,  come  all'art,  precedente,  l'intervallo  C 
in  k  intervalli  più  piccoli,  ne  esisterà  fra  questi  almeno  uno,  di 
estremi  a^  e  fc, ,  tale  che  f\x)  potrà  avvicinarsi  indefinitamente  ad 
h  eon  valori  di  x  in  esso  contenuti.  Lo  stesso  accadrà  per  un 
CATtcìiLi.  —  Itliluzioni  di  analiti  algebrica,  8.»  ediz.  44 
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certo  naovo  intervallo  più  piccolo,  di  estremi  a^  e  b^,  otteonto 
aaddÌTidendo  anche  l'Intervallo  da  a,  a  b,  in  fc  intervalli  pì&  pic- 
coli; e  cosi  di  Begoito.  Così  procedendo  Bi  verrà  a  determinare 
nn  ponto: 

a  =  (a  ,  a,  ^  a, , .  .  .  ;  6  ,  6,  ,  6, ,  . .  .) 

tale  che  f[x)  potrii  avvicinarsi  indefinitamente  ad  h  per  valori  di 
X  distanti  da  a  per  meno  di  nna  quantità  Bssata  piccola  a  pia- 
cere. Pertanto,  detto  S  no  numero  positivo  fissato  a  piacere,  e  scelta 
la  E  in  modo  cbe  per  tatti  i  valori  di  x  distanti  da  a  per  meoo 
di  F  ai  abbia  : 

il  che  è  possibile  essendo  f(x)  continua  per  supposto  nel  punto  a, 
dovrà  essere  soddisfatta,  almeno  per  un  valore  dì  x,  simultanea- 
mente alla  (2),  anche  ia  disa^aaglianza  : 

IAx)-A|<6.  (3) 

Ora  dalle  (2)  e  (3)  sommate  membro  a  membro  segno  a  fortiori: 

t/'(a)-A|<25 

e  questa  diseguaglianza,  dovendo  essa  sassistere  per  gli  stessi  va- 
lori a  ed  &  qualunque  sia  ò,  ci  dice  appunto  che  : 

cioè  che  eslate  effettivamente  nell'intervallo  C  un  punto  a  nel  quale 
f(x)  T&ggìnnge  il  euo  valore  massimo,  cioè  h. 

In  modo  del  tatto  simile  si  dimostrerebbe  poi  l'esistenza  di  un 
punto  ^  pel  quale  f(^)  —  k. 

Voto  sd  I!>«rciii. 

1.  Se  U  funzione  /(x)  resta  finita  nell'intervallo  C,  l'eatreme  saperiore 
del  campo  formato  dai  valori  aisantì  da  /(x)  in  C  ai  bqoI  chiamare  i)  lì- 
mite tuperiore  della  fnniioce /(a;)  in  C. 

Ciò  premesso,  la  prima  parte  delt&  dimostraiiose  da  noi  data  all'art.  676, 
richiedendo  soltanto  che  /(z)  resti  finita  in  C,  ci  dice  che  la  la  /«niioiti 
t(x)  retta  finita  tttU'intervaUo  C,  tiitU  in  C  almato  un  pmUo  a  taU  che  fix) 
può  avvicinarli  indefinitamente  al  euo  limite  mptrìora  in  C  per  valori  di  x 
dittan{i  da  A  di  tanto  paco  quanto  et  vuole. 

2.  E  importante  di  osservare  che  i  teoremi  dejcli  articoli  fì76  e  6T6  ce- 
serebbero di  sussistere  qnalora  nei  loro  enunciati,  in  luogo  di  sapporre 
ohe  /(x)  aia  continua  in  C,  si  presupponesse  soltanto  ohe  essa  aia  continna 
neW interno  di  0. 

Si  riconosca  la  verità  di  questo  asserto  esaminando  lafanBÌone/(x>= — ■ 

la  quale  è  continna  nell'interno  dell'intervallo:  l^z^2,  ma  6  disconti- 
nua (e  del  resto  neanche  ben  determinata)  nel  punto  x=l. 

8.  Biconosoere  ohe  t»  b.  è  un  punto  interno  al  campo  in  cui  i  data  f(s) , 
affinchè  f(z)  eia  continua  nel  punto  a,  i  neceeiario  e  ttiffieiemU  eA«   a»    abbia  : 
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4.  TeossiiIi  —  Se  la  /uitzion*  f(x)  è  continua  ndt'intamiUlo  C,  etiitarà  tèm- 
pre, fittalo  a  jtiactre  ti  nutaero  potilito  S,  un  nuMtro  potilitio  t  lai»  eke  tia 
in  valore  attoliàt«  tn/eriort  a  &  la  difftrenta  f(y)  —  f(E),  eomungue  ti  tcelgano 
i  valori  jet  «ntro  0,  ptirchi  «io   |y  —  eI  <  e. 

SapponiaiEo  infatti  che  la  proprietà  da  dimoatrarsi  non  aa^sisteBae  pei 
rinUrvallo  C  e  per  QB  certo  valore  prefissato  di  S.  Si  ineerÌBcasu  fra  i 
due  ostremì  a  e  6  di  C  altri  due  punti  e  e  d,  cosicchò  aia  : 

a<e<(J<4     ,     e  —  o  =  d  —  e  =  ò  —  e, 

e  sì  considerino  i  due  intem^lli  C,  ,  C, ,  dei  quali  il  primo  abbia  gli  e- 
Btremi  a  e  d  ed  il  secondo  gli  estremi  e  e  fi.  La  proprietà  da  dimoatrarsi 
non  sn8HÌsteT&  allora,  sempre  per  lo  stesso  8  prefissato,  almeno  per  uno 
dei  dne  nuovi  intervalli  C,  ,  C,  ;  poiché,  se  essa  sussistesse  per  C,  pren- 
dendo t  =  I,  e  per  C,  prendendo  s  =  t,  ,  essa  eneaisterebbe  evidentemente 
anche  per  C,  prendendo  per  t  la  più  piooola  fra  le  tre  quantità  ; 

.,,4,  il»-!. 

Bsiate  dunque  in  C  un'  intervallo  C,  di  lunghesia  g  [&  —  oji  P^f  .il  quale 

la  proprietà  da  dimostrarsi  non  è  soddisfatta.  Ba);ionando  ora  su  C  come 
si  è  fatto  sa  C,  si  dimostrerà  1'  eaistenia  di  nn  intervallo  C"  contenuto 
in  C,  di  lunghezza  aftnale  ai  due  tersi  di  quella  di  C  per  il  quale  neanche 
■useiate,  sempre  per  lo  stesso  S  già  fissato,  la  proprietà  da  dimostrarsi. 
Cosi  procedendo  si  stabilirà  1'  esistenza  di  un  punto  ben  determinato  P 
cornane  a  tutti  gli  infiniti  intervalli  C,  C,  C",  ...  tale  che  per  punti  di  0 
vicini  quanto  si  vaglia  a  P  non  sussista  la  proprietà  da  dimostrarsi.  Ora 
oi6  è  in  manifesta  contraddiùone  col  supposto  che  /(x)  aia  continua  nel 
punto  P. 

§  5.0  —  Sulla  contlnaltà  delle  fanxlonl  lotere. 


677-  Data  una  certa  fanzione  intera,  di   grado  n,   della  varia- 
bile x: 

f{x)  =  a^x"  +  a,3:"-»  +  a^x""'*  +  .  .  .  +  a^yr  +  a„  ,  (1) 

imaginismo  di  considerare,  in  laogo  del  valore  x  della  variabile, 
ì]  valore  a;  +  A,  cioè  il  valore  x  a  cai  si  sia  dato,  come  saol  dirsi, 
I'  incremento  h  ,  h  potendo  essere  del  resto  an  numero  qaalanque. 
II   Doovo  valore  della  (Unzione  sarà  f{x  +  h),  e  se  poniamo: 

r{x  +  h)^f{x)  =  'a,  {2} 

si  potrà  scrivere  : 

onde  si  vede  che  H  6  l'incremento  sabito  dalla  funzione  f{x)  per 
l'ÌDcremento  h  dato  alla  variabile.  D'ora  innanzi  per  incremento 
di  una  funzione  f{x)  corriipondente  all'incremento  h  della  varia- 
bile intenderemo  dunque  la  differenza  f(x  +  h)  —  t{x). 

678.  Poiché  (art.  503)  : 
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si  avrà,  per  il  teorema  che  il  valore  assolato  dì  una  somma  non 
può  superare  la  somma  dei  valori  assoluti  delle  parti  : 

ift«+i)-«»:)iaw.|Cfe'|  +  |ftp.j'^|  + 

Si  vede  dunque  che,  prendendo  il  valore  assoluto  {Ai  sempre  pi&  pic- 
colo, ciascuno  degli  n  termini  che  compongono  il  secondo  membro, 
e  quindi  anche  la  loro  somma,  finirà  per  divenire  e  conservursi  più 
piccola  di  qualsiasi  quantità  positiva  5  assegnata  piccola  a  pia- 
cere. Lo  stesso  dunque,  a  maggior  ragione,  accadrà  del  primo 
membro,  cioè  :  fissata  a  piacere  una  quantità  positiva  piceoli$sima 
S,  si  avrà; 

|f(x  +  h)  -  f{x)|  <  S  (4) 

per  tutti  ì  valori  dell' incremento  h  il  cui  valore  assoluto  sto  ai- 
bastanza  piccolo. 

Questo  teorema  si  suol  enunciare  comunemente  in  modo  pia  sem- 
plice ma  meno  rigoroso,  dicendo  clie,  per  ogni  funzione  intera  f(x), 
ad  incrementi  piccolissimi  dati  alla  variabile  corrispondono  incre- 
menti piccolissimi  della  funzione. 

Noi  possiamo  perù  enunciarlo  in  modo  rigoroso  ed  ancor  piii 
breve,  in  base  alla  definizione  di  funzione  continua  da  noi  dau 
nel  precedente  §,  con  dire  che  le  funzioni  intere  sono  continue 
in  ogni  punto  del  campo  percorso  dalla  variabile. 

679.  Divìdendo  entrambi  i  membri  della  (3)  per  h  si  ha  : 

fix  +  h)-f(,x)_ 


=rM*|/f..&).....'."-^-"«!, 


dove  la  quantità  scritta  fra  parentesi  nel  secondo  membro,  com- 
ponendosi di  parti  ciascuna  delle  quali  tende  al  limite  zero  quando 
A  tende  al  valore  zero,  avrà  essa  pure  per  limite  lo  zero  per  & 
tendente  a  zero.  Si  avrà    dunque  : 

fc=o  n 

Il  primo  membro  di  questa  eguaglianza  è  il  limite  cui  tende, 

per  A  =  0,  il  quoto  ^^ -^ — —- ,  che  suol  chiamarsi   brevemenle 

rapporto  incrementale  delta  funzione  f{x),  essendo  esso  appunto  il 
rapporto  fra  l'incremento  della  funzione  e  l'incremento  corrispon- 
dente della  variabile.  La  (5)  ci  dice  dunque  che  la  prima  derivala 
f  (x)  di  una  funzione  intera  f(x)  è  il  limite  del  rapporto  incrtmen- 
tale  di.f(x),  quando  l'incremento  tende  a  zero. 

680.  SI  è  già  notato  che,  se  si  ha  una  funzione  i}{x)  delta  forma: 

a^x  +  a^  +  .  .  .  +  a^a^ , 
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cioè  ana  funzione  intera  che  si  annulla  per  x  =  0,  fi  valore  asso- 
lato dì  questa  fonziene  si  può  rendere  più  piccolo  di  un  numero 
positivo  S,  assegnato  a  piacere,  per  tutti  i  valor!  abbastanza  pie- 
poli  di  |a;|.  Ora  è  utile  di  avere  un'espressione  sempliice  di  un  li- 
mite al  disotto  del  quale  si  possa  poi  prendere  a  piacere  \x\  colla 
sicurezza  che  resti  soddisfatta  la  disagaagliaiiza  : 

|ip(a:)l  <  8.  (a) 

Per  il  teoreme  gi&  invocato  sulla  somma  del   valori  assolati, 
detti  Aj ,  Aj , . . .  risp.  1  valori  assolali  di  a, ,  df , . .  .  ,  si  ha  : 

|?(a;)lSA,-W+A,-|^P+.--+A„-H", 

onde,  indicando  con  A  il  massimo  frs,  i  numeri  Aj ,  A,  ,  ...  ,  A„ , 
si  ha  anche  a  fortiori  : 

l5(i)iaAiM  +  H>+...  +  H»| 

ed  effettuando  la  somma  della  progressione  geometrica  : 

ed  a  fortiori,  trascurando  la  parte   —  A —.,  che  è  certamente 

1-  [xì 
negativa  quando  si  prenda  : 

W<i,  (?) 

si  avrà  : 

La  disegaaglianza  (a)  gara  danqne  certamente  soddisfatta,  se  si 
prenda  \xl  in  modo  da  avere  ; 


<8 


A-bL 
1-H 
o,  che  è  la  stessa  cosa  : 

A-|a!|<6-S.la:|     ,     (AfS).b|<S, 

cioè  se  si  prenda  ; 

e  notiamo  che,  se  si  prende  \x\  in  modo  da  soddisfare  a   questa 
diseguaglianza,  esso  soddisferà  poi  anche  certamente  all'altra  dise- 

8 
gnaglianza  presupposta  (p) ,  poiché  - — r  è  evidentemente  già  un 

uamero  minore  di  1. 

Pertanto  :  «e  A  è  il  nuusimo  fra  i  valori  assoluti  dei  coefflcienti 
di  una  funziona  intera  7(x),  che  si  annulla  per  s=0,  e  siprenda: 

A  +  0 
sarà  certamente  j?(x)|  <  S, 
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681.  EsEUPio.  —  Se  A  è  it  masBimo  valore  assolato  del  coeffi- 
cienti di  f(x)  —  aiX  +  . .  .  +  a„x",  e  si  prenda  : 


'  'l+(A XI 000000000)' 
si  avrà  certamente  : 

'''^^^'  "^  1000000000' 
§6.0- 


682.  Sia  f(x)  una  funzione  continua  per^ogni  valore  di  x  ap- 
partenente all'  intervallo  : 

a^xsb.  (1) 

Se  f(a)  ed  f{b)  sono  di  segno  contrario,  esisterà  nel  detto  intétvaUo 
almeno  una  radice  di  f(x),  cioè  almeno  un  valore  di  x  todditfa- 
cente  all'equazione  f(x)  =  0. 

Detta  S  la  lunghezza,  b  -  a,  dell'intervallo  in  parola  e  e  il  me- 
dio aritmetico  di  a  e  di  6,  per  l'uno  o  per  l'altro  dei  dne  Inter- 
valli, da  d  a  e  oppnre  da  e  a  !>,  la  cni  lunghezza  è -3,  accadrà 

che  f(x)  assnma  Dei  dne  «stremi  valori  di  segno  opposto;  a  meno 
che  fosse  f(c)  =0,  nel  qoal  caso  sarebbe  già  dioiostrsto  quanto  si 
desiderava.  Infatti,  se  f^c)  ha  lo  stesso  segno  di  f,a),  avrà  invece 
segno  opposto  a  qnello  di  f{b)  e  viceversa.  Vediamo  dnnque  che 
dall'intervallo  (1)  di  lunghezza  S,  possiamo  passare  ad  nn  inter- 
vallo più  piccolo  : 

a'^x^b'  (ì) 

di  lunghezza  -  S,  tatto  contenuto  nel  precedente  e  pel  quale  si  b> 

similmente  che  f{a')  ed  f(b')  sono  di  segno  contrario.  Allo  stesso 
modo  si  dedurrà  ora  dall'intervallo  (2)  un  naovo  intervallo  : 


di  lunghezza  -^ò  e  tutto   contenuto   nel    precedente ,    pel   quale 

siano  di  segno  contrario  f(a")  ed  ftp"),  e  cosi  di  seguito. 

Poiché  ognuna  delle  a,  a',  a", ...  è  minore  di  ognuna  delle  b, 
b',  b",  ...ed'  altra  parte,  per  k  abbastanza  grande,  il  numero  : 

S 


si  pub  rendere  pìccolo  a  piacere,  esistere  II  numero: 

a  =  (a,  a-,  a",..  .  ;  6,  b',  b",...); 
ed  è  facile  riconoscere  che  esso  è  appunto  ana  radice  di /(i).  In- 
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fatti,  poiché  f{x)  è  contìnaa  per  x  =  a,  e  i  numeri  of*',  fr(*'  diffe- 
riscono da  a  di  tanto  poco  quanto  si  vuole  purché  si  prenda  k 
abbastanza  grande,  anche  A"'*')  ed  /'(6'*')  potranno  farsi  differire 
da  fio)  di  tanto  poco  quanto  sì  vuole.  Ma,  dei  due  numeri  /X"'*'} 
ed  /T6'*')i  ino  ^  positivo  e  l'altro  è  negativo.  Il  numero  /\a)  pnò 
dunque  essere  avvicinato  indefinitamente  sia  con  numeri  positivi 
che  con  numeri  negativi;  onde  esso  è  evidentemente  lo  zero, 
e.  d.  d. 

G8'A.  Se  f(x)  è  continua  in  tutto  l'intervallo  da  a  a  b  ed  A  è  un 
numero  qualunque  compreso  fra  f(a)  ed  f(b),  esisterà  fra  a  e  b 
almeno  un  valore  di  x  pel  quale  sia  f(x)  =  A. 

È  questo  un  corollario  del  teorema  dell'art,  preo.  ;  poiché,  se 
f{a}  -  A  6  positivo,  /t&)  —  A  è  negativo  e  viceversa.  La  funzione 
/TJjc)  -  A  ha  dunque  una  radice  a  nell'intervallo  da  a  a  &,  cosic- 
ché sarà  : 

f{a)  —  A  =  0,  cioè  appunto  :  f(d)  =  A. 
ZTots  ed  Surciai. 

1.  Biconotcere  ohe  l' eqnatione  : 

(ar— ii)"-t-  c(x  —  b)^  =  0 

m  evi  ■  i  dispari  e  e  è  positivo,  ha  una  radice  compresa  fra  a  a  6.  Si 
faccia  poi  anche  la  verìfica  di  oiò  mediante  il  calcolo  dalla  sua  espres- 
siona  effettiva  in  faniiona  di  a,  i  e  e. 

2.  Noli'  equazione  /{x)=0  in  oni  i 

/(x)  =  p^  +  j),«"-'  +  ...  +  x-r, 
se  3  é  il  massimo  fra  i  valori  assoluti  dei  eoefflcienti  Pn  ,  Pi  .  •  ■  ■  ed  r  è 
positivo   e   minore   di    —   —  ,  vi  è  nna  radice  reale  positiva  minore  di  '2r, 


-  DefinlslODe  generale  della  derivata  di  ana  funzione. 
Esempi. 


684.  La  proprieté  della  prima  derivata  di  una  funzione  intera 
da  noi  data  all'art.  679,  potrebbe  anche  assumerai  come  sua  de- 
finizione in  luogo  della  definizione  da  noi  già  data  (art.  501)  fon- 
data sulla  legge  di  derivazione.  Si  avrebbe  cosi  il  vantaggio  di 
dare  della  prima  derivata  una  definizione  che  può  estendersi  anche 
a  funzioni  di  a;  che  non  siano  intere.  In  effetto,  qualunque  sia  la 
natura  della  funzione  F(x),  si  definisce  come  prima  derivata  F'(a:) 
la  funzione: 


tutte  le  volte  che  il  rapporto  incrementale  di  F(x)  tenda  effettiva- 
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meote  ad  un  limite  finito  e  bea  determinato  col  tendere  a  zero 
dell'  incremento  A. 

665.  EsBUPio  I.  —  Se  a  è  una  costante  reale  e  positiva  ed  x  ana 
variabile  limitata  al  campo  reale,  la  funzione  c^  ba,  come  sap- 
piamo, nn  valore  unico,  finito  e  ben  determinata  per  ogni  valore 
di  X.  Il  Buo  rapporto  incrementale  è  dato  da 


onde  si  ba  (art.  642)  : 

lim  I    ...- =  a   lim— ^ —  =  rt*log,(i. 

Cioè  :  la  funzione  esponenziale  a,"  ha  per   derivata   la  f% 
stessa  moltiplicata  per  il  logaritmo  naturtUe  di  a. 

686.  Esempio  II.— Consideriamo  ora  la  funzione  log^x,  alla  quale 
si  può  attribuire  (art.  610)  un  valore  unico  e  finito  per  ogni  valore 
reale  e  positivo  di  x  (purché  diverso  da  zero),  se  la  cosunte  po- 
sitiva a  è  diversa  da  zero  e  dall'unita.  Il  suo  rapporto  incremen- 
tale : 


.g.(x  +  A)  -  loff„x      1,      x  +  h       1,       /.       h\ 
~ ^  =  -'""—=-^1041+^) 


r-log.- 


bì  può  anche  scrivere  (ofr.  art.  611)  ponendo  —  =  e: 
1    log.d  +  t)_      1        log,(l  +  £) 


cosicché  8i  ha  subito  (art.  641)  : 

j,m.toga(g  -i-  A)  -  log„^ 


X  log,a 


Dunque  :  la  funzione  log^x  ha  per  derivata  l'unità  divita  per  s 
e  per  il  logaritmo  naturale  di  a. 

687.  Se  per  un  dato  valore  dì  x  la  derivata  di  f(x)  è  diversa 
,  AiC  +  Al-ffa:)  . 
da  zero,  il  rapporto  incrementale  -^ — ,  in  cui  suppor- 
remo ora  che  A  sia  un  incremento  positivo,  tenderà,  col  tendere 
di  A  a  zero,  verso  un  limite  detcrminato  e  diverso  da  zero,  il  cui 
valore  kf[x}.  Pertanto,  se  f[x)  è  positiva,  la  differenza  f{x+h)—f{x) 
dovrà  essere  positiva  per  tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  di  h,  e 
dovrà  invece  per  tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  di  A  essere  ne- 
gativa, se  f'{x)  ha  valore  negativo.  In  altri  termini:  per  tutti  i  va- 
lori positivi  abbastanza  piccoli  di  A  si  ha  algebricamente: 

f(x  +  h)  >  f{x),    ovvero    fi,x  +  h)  <  f{x) 
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risp.  secondocfaè  : 

fipe)  >  0,     ovvero    f{x)  <  0. 

688.  Nel  primo  caso  è  chiaro  che,  facendo  crescere  algebrica- 
mente il  valore  di  x,  crescerà  anche  il  valore  delia  funzione  /(a;); 
nel  secondo  all'opposto  la  f(x)  decreaoerà  col  crescere  di  x.  Il  ri- 
saltato dell'  art.  precedente  si  può  dunque  anche  enunciare  pib 
brevemente  dicendo  che  :  il  valore  di  f(x)  cresce  o  decresce  col 
crescere  di  x,  tecondochi  F{x)  ha  valore  positivo  o  negativo. 

Vote  «d  Esaroin. 

1.  Trovare  le  derivata  delle  fnnzioni  : 


2.  La  derivata  di  x'  v  data  da  ax"'',  qualunque  sia  a,  come  K'^  ^ap- 
piauio  pel  coso  di  a  intero  e  poaltivD. 

3.  BicocoaceiE.  in  base  alla  deiÌDÌEÌone  stessa  di  derivata,  che  se  una 
funzione  di  z  ammette  la  derivata  per  nn  certo  valore  a  di  x,  essa  è  an- 
che continua  nel  pnnto  o. 

4.  St  una  /unzione  f(x),  dMa  variabile  reale  x,  ammelle  una  derivala  finita 
e  determinala  per  ogni  valore  di  z  compreso  fra  a  ed  a-|-h,  «i  ha: 

f(a  +  h]-f(a)=  hf;a-f-eh),      0  <  B  <  1. 

OmettiaiDO  la  dimoatrazione  di  questa  forinola  che  lo  studioso 
data  nelle  prime  pagine  di  ogni  trattato  di  calcolo  infìnitesinialG 

5.  Da  qnesta  forinola  sef^ue  m ani featam ente  che:  te  una  funsioi 
riabile  reale  ha  la  derivata  nulla  per  tutti  i  valori  di  x  compreii  J 
il   euo  valore  i  eottante  in  gueilo  intervallo. 


689.  La  derivata  della  somma  di  due  o  piii  funzioni  (ciascuna 
eielle  quali  ammetta  una  derivata)  è  uguale  alla  somma  delle  de- 
rivate delle  singole  funzioni. 

UJa  infatti  : 

data,   come  somma  di  due  funzioni  <ì(x)  e  ^(x).  Si  avrà  : 

F(3;  -t-  h)  t--  s(x  -1-  A)  +  <j»(x  -H  h\ 
onde  : 

¥(x  +  h)-F(x)  _  <f(x  4-  ft)  -  <f(x)      ^jx  +  h)-  i^(x) 
h  ~  A  "•"  A     " 

e   passando  al  limite  per  A  =  0,  nell'ipotesi  che  ciascnna  delle  due 
funzioni  i}(x)  e  ^(x)  ammetta  una  derivata: 


fc=0  A  fc=0  A 

Cai*ki.[-i.  —  lelilutioni  di  anali»!  algebrica. 
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cioè  appaiito  (art.  684)  : 

F'{a:)  =  <f'{x]  +  y(x). 

690.  Per  formare  la  derivata  del  prodotto  di  due  funzioni,  li 
moltiplica  la  prima  funzione  per  la  derivata  della  seconda,  quindi 
la  feconda  per  la  derivata  della  prima,  e  si  fa  poi  la  somma  dei 
due  risultati. 

Sia  infatti  : 

F(x)  =  f(a:)-<Ka;). 

DaDdo  ad  x  l'incremento  A  si  ba: 

P(x  +  A)  =  <f{x  +  A) .  (j.(a:  +  A), 
onde  : 

F{x  +  A)  -  F(x)  =  >f{x  +  A)  ^(x  +  A)  -  ^(x)  ^(x) 

=  [<}{x  +  A)  -  <}{x)]<f(x  +  A)  +  [<ìf(x  +  h)-  ^'(a:)]ìp(3:) 

e  dividendo  pei'  A  : 

F(a;  +  A)-F(a;)      ^(a:  +  A)  -  ^{a:)   . ,        .^òlx  +  h)-^{x)    ,, 

e  passando  al  limite  per  A=0,  nell'ipotesi  che  f{x)  e  i|i(x)  ammet- 
tano una  prima  derivata  : 

,„F(a=  +  A)-F(a.)_ 


'       ,.    <Kx  +  A)  -  "Kk)      .  ^ 
*=0  A 

691.  CoaoLLARto.  —  La  derivata  del  prodotto  di  una  fumione 
per  un  fattore  costante  è  ui/uale  al  fattore  costante  foolHplUatiì 
per  la  derivata  della  funzione. 

Infatti  la  derivata  di  una  costante  è  evidentemente  nolla. 

692.  La  regola  si  estende  facilmente  ad  un  prodotto  di  n  fun- 
zioni. Sia  p.  es.  il  prodotto  di  tre  Innzioni  : 

Fix)  =  <ti^)>i^{x).x(x).  (1) 

Considerandolo  come  no  prodotto  di  dae  sole  fonzioni,  cioè  scri- 
vendo : 

F{x)r-.[<B(X)^{X)]-X(x), 

si  ha  per  la  regola  dell'  art.  precedente  : 

F'(x)  =  [<((x)  ^ix)]-x'(x)  +  [?{x)  i(x)V.xlx). 
Ma  per  la  stessa  regola  si  ha  poi  : 

[fix)  <^ix)]'  =  <t'{x)  ^{x)  +  <ìix)  ^'{xY, 
onde  si  ooncbinde  : 

T\x)  =  9'(ar)  ^(.x)  x(x)  +  i}{x)  x'ix)  ^(x)  +  f{x)  /.(x;  Y{x).        {ì) 
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Si  vede  dunque  in  generale  che:  la  derivata  di  un  prodotto  di 
n  funzioni  è  -uguale  alla  sojnma  di  n  prodotti  che  ai  ottengono  mol- 
tiplicando  uuccKSsioamente  la  derivata  di  ogni  fattore  per  i  rima' 
nenti  (n—  1)  fattori, 

693.  Se  dividiamo  entrambi  i  membri  di  (2)  perFfx)  e  teniamo 
presente  la  (1),  troviamo  : 

FXx)  ^  <f'ix)  n^)  it'(^) 

F(x)       <f{x}      <K3=j       x(x)- 
In  generale,  se  F(x)  =  ^(x)  !|i(x)  y^x) .  .  .  b{x),  si  avrà  : 

Fjx)  _'r;i^,n^.r(^,     .  ^x^) 

F[x)      <f(x)      ^{x)  ^  yXx)  ^---^  b{x)- 


(3) 


694.  La  derivata  della  potenza  n*^  [n  intero  e  positivo)  di  ana 
funzione  f\x)  si  calcolerà,  colta  stessa  regola  dell'art  692,  consi- 
derando la  potenza  n"""  come  il  prodotto  di  n  fattori  tulli  eguali 
ad  fix). 

Evidentemente  si  otterrà  : 

[f(xrv^n.f(xr-'-r\x). 

695.  Se  F(xì  =  j~  è  data  come  quoziente  di  due  funzioni  ^(x) 
e  'Ì'Wj  ^^  *""  derivata  è  espressa  da 

Invero,  poiché  : 

si  può   scrivere,  facendo  sparire  i  denominatori  : 

4(!t  +  h)'iix)[F(x  +  ft)  -  r(a:)] 
=  ;(a;  +■  hi<^:x)  ~  i^x  +  A)?(a:) 
=  [<tix  +  h)  -  ^{.x)]i/[x)  -  [ii{x  +  ft)  -  4(a:}]?(x) 
d'  onde  : 

t(»-H)-tW       _  «x+i)-*(5)  ,^) 


la  qual   formola  si  convene  precisamente  nella  (4),  quando  si  l>assi 
al   limite   per  h  -  0. 
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Vota  ad  Eaaroisi. 


1.  Eeseiido  le  fi  ,  fi  ,  igf  fouzioni  di  a:,  dimostrare  che  : 


/,  /,  /. 

?l     ?t     9> 

= 

■1,    ■}.    ♦. 

/'.   /.    /.  ! 

?'i     9t     ?i   ! 

fi    'i^    'li  '• 


•l'i    f»     ■>. 


fi     9t     ?'i 
il     il     -Vi 


ilmente  la  regola  geoer&le  per  la  deriTuione  di 
terminanlB  di  ordine  *. 

2.  Applicando  questa  regola  di  drrÌTaiioDS  (rispetto    alla    variai 
air  identità: 


dedarne  l' identità  : 


1  À(  la  derivata  di  A  rispetto  aJ  Xi ,  dimostrare    che  : 
i,  +  A,  +  i,  +  i,  =  0. 

a  due  /unzioni  della  variabile  x,  la 


(nv)"*)  -uv'"'  +  ('^ja'"-»v'+  f^")u<"-»v"  +  . . .  +  nv'").        (a) 
Si  troverà  infatti  dapprima: 


1  poi  derivando  t: 
}  derivando  una  i 


Beconda  volta  : 

(«tp)"  =  «0-  +  2u'i.'  +  u 

I-  8«'>>"  +  3u"o 


(«") 


Queste  esprcBaioni  essendo  conformi  alla  (a),  i  cui  coefficienti  n 
Hono  gli  stessi  che  si  presenterebbero  nello  eviluppo  di  [u  +  e)",  la  vali- 
dità della  formola  <s)  si  potrà  stabilire  col  noto  metodo  d'induzione  ma- 
tematica. 

4.  Trovare  la  derivata  ji'-i>"»  dui  prodotto  x'a"  e  cosi  pure   quella    del 
prodotto  x''a^,  essendo  a  una  costante. 
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'>.  Dalla  Nota  5*  del  preoedente  g  sef;ue  come  corollario  che:  te,  dus/ttn- 
itoRi  hanno  la  tirata  tltrivafa  per  tulli  i  valori  di  x  contenuti  fa  uh  certo  in- 
ttrtatlo,  la  loro  differenza  è  eoilanlt  in  luffa  l'intervallo. 

Invero,  bs  fix)  A  ^(x)  sono  le  due  fan^iDiiì  in  discorso,  la  loro  differenza 
/(!)  — ipfa:)  ha  per  derivala /'(i)—p'(x),  cioè  lo  zero. 

§  8.° — Sulla  mnltipUclth  delle  radici  di  un'equailone. 

696.  Se  f{x)  è  una  funzione  razionale  intera,  a  coefficienti  leali, 
di  a;  ed  a  è  una  radice  dell'  equazione  : 

A^)  -  0,  li) 

si  dimoGtrorà  con  procedimento  identico  a  quello  degli  articoli 
4'Jl  e  493  che  il  polinomio  f(x)  è  divisibile  esattamente  per  a;— R. 

Può  però  accadere  die  f{x)  sia  divisibile  non  solamente  per 
j^  —  a,  ma  anche  per  (a:  —  i)',  ovvero  anche  per  (a:  -  et)',  ecc.  In 
questi  caai  si  dice  che  a  è  una  radice  nn*ift;??«  dell'equazione  (1). 
K  precisamente,  se  (a;  ~  a)*  è  la  più  alta  potenza  di  a;  —  a  chi:  di- 
vìde f{x)i  si  dice  che  a.  è  una  radice  multipla  del  grado  k  o  an- 
che che  l'equazione  (1)  ammette  k  radici  tutte  eguali  ad  a. 

Se  a  non  è  radice  multipla,  cioè  se  f{xì  è  divisibile  per  (x-i), 
ma  non  per  (a;  — a)*,  si  dirà  ohe  a  è  radice  semplice  di  f{x)  =  0. 

697.  Se  nello  sviluppo  (cfr.  art.  505)  : 

11 

che  vale  qualunque  siano  i  valori  di  x  e  di  ai,  supponiamo  che  a 
sia  radice  non  solo  dell'equazione  f{x}  =  0,  ma  anche  della  sua 
derivata  f'ix)  =0,  o  più  generalmente  di  un  certo  numero  di  de- 
rivate, cosicché  si  abbia: 

m  =  0  ,  Aa»  =  0  . .  . .  ,  /^*- ■)(«)  =  0  ,  r'K'^)  so, 
esso  ci  da  per  f(x),  qualunque  sia  a;  r 

dove  l'espressione  fra  parentesi  è  una  funzione  intera  di  x  del 
jtrado  n  — i.  Quest'identità  ci  dice  che  il  primo  membro /"la;)  del- 
l' equazione  /ix)  —  0  è  divisibile  esattamente  per  (a:  —  a)*,  cioè  an- 
che, per  la  definizione  data  all'art,  prec,  che  a  6  una  radice  mul- 
tipla,  del  grado  k,  dell'equazione  f{x)=0. 

698.  Passiamo  ora  a  dimostrare  che,  reciprocamente,  se  a  è  ra- 
dice multipla  di  grado  k  dell'equazione  fix)  =  Q,  essa  dovrà  al- 
tresì essere  radice  delle  prime  fc  -  1  derivate.  Infatti,  se  a  è  ra- 
dice doppia  di  /'(x)  =  0,  dovrà /"(a;)  essere  divisibile  esattamente 
per  (X  -a;'.  Ma,  eàsendo  fyj)  —  0,  la  (2)  ci  da: 
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come  quoziente  della  divisione  di  /(a;)  per  (3;  —  a)  ;  onde  questo 
quoziente  dev'essere  ancora  divisibile  per  x  —  a,  ossia,  che  è  la 
stessa  cosa,  deve  aiinallarsi  per  x  —  1.  Ciò  avviene  evidentemente 
sol  qaando  sia  f{a.)  =  0,  cioè  quando  a  sia  anche  radice  di  fi,x)=0. 
Il  quoziente  di  f(,x)  per  {x  —  a)*  è  allora: 

Se  a  è  soltanto  radice  doppia  di  f(x)  —  0,  questo  quoziente  non 
sarà  più  divisibile  per  (a;  -  a) ,  ma  se  a  è  radice  tripla,  esso  do- 
vrà ancora  esserlo  ;  cioè  dovrà  annullarsi  ae  in  esso  facciamo  x=a, 
e  ciò  rictitcde  che  sìa  f"(a]  =  0.  Cosi  procedendo  si  vede  che,  se 
a  è  radice  quadrupla,  dovrà  essere  anche  f"'(<i)  =  0,  e  cosi  di 
sepolto. 

Concludiamo  dunque  che:  affinchè  una  certa  radice  a,  di  una 
equazione  f(x)  =  0,  sìa  radice  multipla  di  grado  b,  è  necessario  e 
succiente  che  essa  aia  anche  radice  delle  prime  k  —  1  equazioni 
derivate  : 

f  (x)  =  0  ,  f '(x)  -  0  ,  .  .  . ,  P*-'>(x)  =  0.  (3) 

699.  Di  qui  segue  come  corollario  il  teorema  equivalente  ;  af- 
finchè a  sia  radice  multipla  del  grado  k  di  un'equazione,  è  ntcet- 
sarto  e  sufficiente  che  a.  sia  anche  radice  mattipla  del  grado  k-1 
delta  sua  prima  derivata. 

Infatti,  se  a  è  radice  multipla  del  grado  k  di  f(x)  =  0,  essa  sod- 
disfa per  il  teorema  dell'  art.  prec.  a  tutte  le  (3)  Io  quali ,  per 
quello  slesso  teorema,  ci  dicono  che  a  è  radice  multipla,  del 
grado  A:  -  1,  di  ^'(a:)  =  0  ;  ecc. 

700.  Tutto  quanto  si  è  stabilito  0  definito  al  Gap.  lY  (articoli 
b4l-b4S\  circa  la  divlsibiliià  delle  funzioni  intere  a  coefficienti  ra- 
zionali si  estende  senz'altro  anche  alle  funzioni  intere  con  coef- 
ficienti reali. 

Ci6  posto,  è  agevole  riconoscere  che  se  le  funzioni  intere  f^xj 
ed  f(x)  sono  prime  fra  loro,  le  radici  di  fiXf  =  0  sono  necessaria- 
mente  tutte  semplici  (*).  Infatti,  se  f{x}  amtaettesse  una  radice  niol- 
tipla  a,  le  due  funzioni  f(x)  ed  f{x)  avrebbero  il  divisore  comune 
{x  —  a),  e  non  sarebbero  quindi  prime  fra  loro,  contro  il  supposto. 

701.  Se  D'x)  sia  il  massimo  comun  dioisore,  che  si  determinerà 
col  procedìmeato  dell'art.  545,  di  f(x)  e  di  f{K),  e  sia: 

f(x)=D(x).F{x),  (4) 

le  radici  reali  di    f(x)  =  0   saranuo    anche   radici   dell'equazione 

<*ì  La  proposizione  reciiproca,  rhe  ticm  Barabba  vara  ne!  campo  dei  nn- 
uieri  reali,  6  vera  invece,  come  sì  riconoscerei  a,  eoo  tempo,  nel  campo  più 
esteso  dei  numeri  complessi.  Io  quc»t'ultimo  campo  ai  potri  asaenn  che 
affinehi  l'equazione  f(x)  —  0  abbia  «oliatilo  radici  ttmpliei,  h  nicBiMrto  *  sft/- 
Hcienlt  chr  f  x'  ed  fix)  siano  primt  fra  loro. 
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Pfx)  =0/0  quale  avrà  però  il  vantaggio  di  avere  soltanto  radici 
aempiici. 

Sia  infatti  a  una  radice  senipUce  o  moltipla  dì  grado  k,  dell'e- 
quazione f{x)  =  0.  Poiché  fix)  è  divisibile  per  (a;  — a)*,  dovrà,  in 
vinti  dell'identità  (4j,  il  prodotto: 

-Dix)  ¥{x) 

essere  divisibile  per  (a;  —  o)*.  Di  qui  si  vede  che  ae  a  non  fosse  ra- 
dice di  F(a:)=0,  cioè  ae  F{a;)  non  fosse  affatto  divisibile  per  x-i, 
dovrebbe  essere  divisibile  per  Ix  —  ttf  il  fattore  D(x)  ;  e  quindi 
dovrebbe  essere  divisibile  per  (a;  -  a/  anche  f{x\  di  cni  D(a;)  è 
divisore.  Invece  f{x)  è  divisibile  soltanto  (art.  699)  per  (oc— at*~'. 
Sapponiamo  in  secondo  luogo,  se  è  possibile,  che  et  non  fosse 
radice  semplice  di  F[ic)  —  0.  Sarebbe  allora  F  x)  divisibile  almeno 
per  [x  ~  ly  e  quindi  poiché  D(a;)  è  divisibile  per  {x  —  7.)*~^  (che 
divide  simultaneamente  f[x)  ed  fix)  e  per  consegaenza  anche  il 
loro  massimo  comun  divisore), il  prodotto  Dixi-Fa:),  cioè  fix), 
esser  dovrebbe  diviaibìle  per  (a;  —  <xf~\x-  a)*,  ossia  per  (a:  -  a)*"', 
contro  il  sapposto. 

Vota. 

1.  Noi  abbiamo  dato  la  definÌEÌone  di  radice  moltipla  di  /(ji)  =  0  sol- 
tanto noi  caso  in  cui  /(x)  è  una  funziona  raEionale  intera.  È  per6  f&oile 
di  vedeiv  coma  quella  defioiiìone  si  ponaa  estendere  ad  una  fuuEÌoue  qua- 
lunque /(,3s)  che  aia  continua  nel  puatu  a;  =  a.  Se  col  tendere  di  s  ad  o 
il   quoto  : 

{— «'" 

tende  ad  un  valore  finito  e  diverso  da  laro,  si  dirà  che  a  è  radice  mul- 
tipla di  gra<lo  k  dell'equazione  /(x)  —  0. 

S«  /(x)  ammette  le  prime  k  —  1  derivate,  si  potrà  dunque  porre  : 

/(«)  =  («  -  »)»?(«)  («) 

dove  if(j')  è  pure  continua  ed  ammt'tte  le  prime  £  —  1  derivate  per  3:  =  a. 
Derivando  ora  la  (a)  col 'a  regola  del  pi-odotto  k  —  1  volte  di  seguito,  si 
riconoscerà  subito  dover  essere  simultaneamente: 

/{..}  =  0  ,  /(«)  =  0  ,  /"(a)  =  0  ,  .  .  ,  ,  /(*-)(a>  =  0, 

e,  se  /(x)  ammetta  anche  la  Jt^m*  derivata  : 

/'*)<«)  S  0. 

§  9.0  —  In terpro tallone  peometrioa  di  una  fanslone 
e  della  sna  prima  derivata. 

702.  Sia  y  =  f[x)  una  funzione  data  di  x  per  tatti  i  valori  reali 
di  X,  o  almeno  per  tutti  i  valori  di  x  compresi  entro  certi  limiti. 
Se  interpretiamo  ogni  valore  di  x  ed  il  corrispondente  valore  di  y 
risp.  come  l'ascissa  e  l'ordinata  di  un  punto  F  del  piano,  vediamo 
cbe,  variando  a;  da  —  oc   a  -t-  oo ,  il  punto  P  varierà  nel  piano  de* 
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scrivendo  una  cena  curva  che  si  potrà  considerare  come  la  ra]i- 
presentaztone  geometrica  della  funzione  f(x). 

703.  Ciò  premesso,  passiamo  a  ricercare  l' interpreiazione  geo- 
metrica della  prima  derivata  f'(x),  che  è  definita  (art.  684)  dalla 
formola  : 


Siano  P  e  Q  i  duo  punti  della   curva  rappresentante  f{x)  cbc 
hanno  rìsp.  per  ascissa  : 

OP,  =  3:    ed     OQ,  ^  a:  +  A. 

Tirata  da  P  la  parallela  all'asse  delle  x,  sia  B.  il   punto  in  cui 
essa  incontra  la  Q,Q. 
Sì  avrà  evidentemente  : 

RQ  =  QiQ  -  P,P  =  fix  +  h)~  f{x) 


f{x  +  h)-f{x)_P<i 


=  PE="^?' 

<;  quindi:  detto  9  l'angolo  QPR,  per  una  nota  proprietà  dei  Iriaii- 
goil  rettangoli  (giacché  noi  supponiamo  ì  due  assi  OX,  OY  orto- 
gonali). 

Facendo  ora  tendere  h  verso  zero,  è  chiaro  che  il  punto  Q,  s' 
avvicinerà  sempre  più  a  P,  ed  il  punto  Q  al  punto  P  ;  onde  1» 
retta  PQ  tenderà  a  confondersi  colla  tangente  PT  alla  curva  nel 
punto  P  e  l'angolo  9  coll'angolo  S  che  questa  tangente  PT  fa  colla 
direzione  positiva  dell'  asse  delle  x.  Si  avrà  dunque  al  tiuiite 
f{,x)  --  tg'J,  cioè  :  la  prim<f  derivata  f  iX)  è  uguale  aUa  tangenti  Iri- 
gonometrica  dell'angolo  ')  che  la  tangente  alla  curva  nel  punto  di 
atcissa  X  forma  colla  direzione  positioa  dell'asse  delle  x, 

704.  Perchè  sia  f'(x)-0,  dev'essere  ig?=0,  cioè  la  retta  PT 
deve  riusoire  parallela  all'asse  dtllo  X.  Di  qui  ò  facile  dednrrc, 
mediante  la  stessa  intuizione  geometrica  che  quei  valori  di  a;  pei 


lyCoOt^lc 


qaali  la  corrispondente  ordinata  y  =  f(x)  prende  i  valori  massimi 
o  mlDimi,  sono  altrettante  radici  d'ella  prima  derivata  dt  f(x). 


705.  Se  la  curva  toccasse  in  mi  punto  Q  l'asse  OX,  il  numero  x 
che  misura  il  segmento  OQ,  nou  sarebbe  dunque  solamente  radice 
dell'  equazione  fì,x)  =  0,  ma  altresì  dell'  etjuazione  f\x)  =  0.  Esso 
sarebbe  dunque  (  cfr.  art.  697  )  una  radice  doppia  di  f(x)  -  0,  É 
qaesta  la  giustificazione  delia  locuzione  usata  dai  geometri  che, 


cioè,  in  questo  caso  la  curva  incontra  la  retta  OX  in  drie  punti 
infinitamente  vicini  (riuniti  in  Q). 


Vote  ad  Essroin' 


1.  Biconoaoere  (eh.  la  nota  del  precedente  g)  ohe  a 
aen tanto  la  ftinEÌone/(x)  tocca  l'saae 
OX  nel  punto  Q  in  modo  da  attra- 
Terskrlo  (come  è  Bignificato  dalla  fi- 
gura qni  accanto],  l'aaciBsa  del  punto 
Q  è  almeno  radice  tripla  dell'eqna- 
«iona  /<x)  =  0. 

2.  Verificare     che    il    polinomio 
«*  — 2s+  1  acquista  nn  valore  mas- 


minimo  par  e  : 


■4- 


Capklli.  —  Iililuxìoni  di  analUi  algtòri 
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g  10.0  —  Limite  dt  ana  progressione  inanlt»  di  vanti  BBftUtlcl 
df  specie  n. 


P' ,  P"  ,  P'"  , .  . .  ,  (1) 

nDa  progressione  infinita  di  pnnti  analitici,  di  specie  n,  apparte- 
nenti al  campo  generale  x,  ,  x,  ,  .  .  .  ,  x^.  Sì  dirà  che  essa  ha  per 
limite  un  certo  punto  fi,  se  la  distanza  (cfr.  art,  663)  fra  fi  pnnto 
n  ed  un  punto  qualunque  P'*>  della  progressione  [tende  allo  zerr> 
col  crescere  dell'apice  *  all'infinito. 

Cioè,  se  o/''  ,  a,'"  , .  .  . ,  a„"'  sono  l  valori  di  x^ ,  x,  , . . . ,  x^ 
che  definiscono  il  punto  P'^'  (le  coordinate  di  pC')  ed  aj ,  a, ,.-.,  a„ 
sono  le  coordinate  di  II,  si  dovrà  avere  : 

1^1  (fl,  "■'  -  a,y  +  (a,«  -  «,7  +  .  . .  +  (<!,(*)  -  «  J»  1=0       (2, 

e  quindi,  a  maggior  ragione,  poiché  ì  quadrati  nel  primo  membro 
sono  numeri  positivi  : 

limo,***  =  Oj 


lima  '''  =  «_. 


Reciprocamente,  se  sono  soddisfatte  le  (3),  sarà  evidentemente 
soddisfatta  anche  la  (2),  cioè  il  punto  (^]  ,  o-g  ,  .  .  .  ,  o„)  sarà  il  li- 
mile della  (l).  Pertanto  possiamo  anche  aire  cììe  affinchè  il  punto 
(a,'*'  ,  Bj'*'  ,  .  .  .  ,  a„''')  abbia  per  limite,  col  crescere  di  ì  aU' infi- 
nito, il  punto  (a,  ,  «j  ,  .  .  .  ,  aj,  è  necessario  e  sufficiente  che  la 
coordit^ata  a^'''  abbia  per  limite  la  coordinata  a, ,  la  coordinata 
a,'*'  abbia  per  limite  la  a^ ,  ecc. 

707,  Affinchè  una  progressione  infinita  di  punti  analitici  F' ,  Fi- 
ammetta un  limite  finito,  è  necessario  e  sufficiente  che,  fissato  a 
piacere  il  numero  positivo  S,  esista  un  indice  k  tale  che  la  ditiansa 
fra  il  punto  P'*'  ed  uno  qualunque  dei  successivi  P(**"  ,  Fi'"',... 
sia  inferiore  ad  e. 

Abbiamo  infatti  dimostrato  testé  che,  affinchè  la  snccesslone  (1) 
ammetta  un  limite,  è  necessario  e  sufficiente  che  ammetta  an  li- 
mite ciascuna  delle  n  progressioni  di  numeri  reali  : 
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È  danque  necessario  (art.  586)  che,  scello  a  piacere  e,  esista  aa 
ìndice  k  tale  da  soddisfare  le  disugoaglianze  : 

|fl('*)  -  fl,(*+'')]  <  -4  ,  A  =  1,  2,  3,  ... 


Ma  da  queste  disuguaglianze,  sommate  membi'o  a  membro,  segae 
appunto  : 

(o,l*)  -  Oli**"))»  +  (a,l*>  -  fl/+''')*  +  -  +  (fl„'**  -  ««C-^"))»  <  e»,    (6) 

ft=I,  2,  3,  .  .., 

ciod  che  la  distanza  fra  il  punto  P'*'  ed  uno  qnalnnqae  dei  suc- 
cessivi è  inferiore  ad  e.  Reciprocamente,  dalla  dlsegua^lianza  (5) 
segue  a  maggior  ragione  : 

|a,(*)  _  a,l*+*)l  <  s  , .  ,  . ,  la^l*)  -  a,*^"'!  <  e,        per  A=l,  2,  3,... 

le  qnaii  ci  dieono  (art.  686]  che  ognuna  delle  progreesioni  (4)  am- 
mette nn  limite.  L'usserto  resta  cosi  dimostrato. 

708.  Teobbua.  —  Sia  C,  C",  C", .  .  .  una  progressione  infinita 
di  eampi  analitici  di  specie  n,  ognuno  dei  quali  sia  contenuto  nel 
precedente.  Supponiamo  inoltre  che,  per  ogni  numero  positivo  e, 
esista  un  campo  C^"'  tale  che  la  distanza  fra  due  qualunque  dei 
suoi  punti  sia  inferiore  ad  e.  Esisterà  allora  un  punto,  unico  e 
ben  determinato,  lì  il  quale  godrà  della  proprietà  di  essere  punto 
interno,  o  almeno  punto  di  confine,  rispetto  a  ciascuno  degli  infi- 
niti campi  C,  C",  .... 

Si  scelga  infatti,  secondo  una  legge  da  fissarsi  ad  arbitrio,  una 
progressione  infinita  di  punti  P',  P",  P"',  .  . .  contenuti  risp.  nei 
campi  C,  C",  C"', ....  Scelto  a  piacere  un  numero  positivo  e , 
esisterà,  fl-a  i  ponti  P',  P", , . . ,  per  la  seconda  ipotesi  fatta,  un 
punto  P<*'  la  cu]  distanza  da  ogni  altro  punto  del  campo  C'^'  sia 
ioferiore  ad  t.  Sarà  quindi  inferiore  ad  e  la  distanza  fra  P'*'  ed 
uno  qualunque  dei  punti  pi*+'J  ,  pi*'»i,  .  .  .  ,  i  quali,  in  virtii  della 
prima  ipotesi,  sono  tutti  contenuti  In  C'*'.  La  progressione  P', 
P",  .  .  .  ammettere  dunque  un  limite  II,  il  quale  dimostreremo  ora 
essere  pnnto  interno  o  almeno  punto  di  confine  per  uno  qualun- 
que, p.  es.  C"',  dei  campi  dati. 

A  tale  oggetto  basterà  dimostrare,  che,  fissato  a  piacere  un  nu- 
mero positivo  5,  esiste  in  C'J  qualche  punto  la  cui  distanza  da  II 
è  inferiore  a  S.  In  effetto,  poiché  la  progressione  P',  P", ...  ha 
per  limite  11,  esiste  un  indice  k,  maggiore  di  t,  tale  che  il  punto 
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p(*)  disti  da  n  per  meno  di  S  ;  ed,  essendo  k  >  i,  Il  punto  P'^  fa 
parte,  per  la  prima  delle  dae  ipotesi,  del  campo  C'. 


L' intieme  dei  ponti  dell»  progress  ione  P',  P",  P'", .  .  .  form»  nn  campo 
dì  Bpeoie  n,  ì  cui  elamentì,  oltre  ad  essere  ordinali,  cioè  dìapostì  in  an  or- 
dina dì  eacoessiune  ben  detorminato,  si  fanno  corrispondere  anivoDamente 
ai  nnmerì  naturali  1 ,  2,  8,  ....  Sì  può  però  facilmente  concepire  1'  esi- 
Btenia  di  an  campo  ordinato  per  il  quale  non  eia  possibile  stabilire  otifi 
cosiffatta  oorriiipondenea.  In  tal  caso  it  campo  ordinato  non  si  chiamerà 
più  progmrione,  ma  soltanto  tuccettione  di  punti  di  specie  n.  Il  lettore  ve- 
drà facilmente  come  si  debba  definire  il  limite  di  una  successione  di  specie 
n,  e  come  i  teoremi  dimostrati  in  questo  §  si  estendano  quasi  immediata- 
mente, cioè  senza  modiSoazionì  essenziali  nella  dimostrazioni,  anche  ai  limiti 
delle  encceesioui,  di   cui  le  progressioni  non  sono  che  un  caso  particolare. 

§  ll.o  — OoDtloultà  delle  fanzlonl  di  pl&  TorlabiU  reali. 


naa  funzione  (cfr.  Cap.  lY,  art.  400)  delle  n  variabili  reali  x, , 
Xj , . .  ■ ,  x„ ,  e  C  an  campo,  di  specie  n,  contenuto  nel  campo  ge- 
nerale a:,  ,  aij  , .  .  .  ,  a;„.  Si  dice  che  la  funzione  y  è  data,  univo- 
camente, nel  campo  C,  quando  per  ofrni  punto  del  campo  C  è  dato, 
in  modo  anioo  e  ben  determinato,  il  corrispondente  valoi-e  di  y. 

Se  ora  {a, ,  a, a„)  è  un  punto  situato  nell'interno  |o  anche 

sul  contorno)  del  campo  C,  si  dice  che  tale  funzione  è  continua 
in  questo  punto  di  C  se,  preso  a  piacere  it  numero  positivo  ò, 
esiste  un  numero  positivo  é  tale  che  per  ogni  punto  {x^ ,  x, ,...,  x„) 
di  C,  la  cui  distanza  da  (^i  ,  <X|  >  •  ■  • ,  a„)  sia  inferiore  ad  e  ,  si 
abbia  : 

in^x,  ,xj ,  .  . .  ,x„)~f{a,  ,  a,  ,  . .  . ,  a„)\  <S. 

710.  ^e  la  funzione  y  =  f(x,  ,  x^  , .  .  . ,  x„)  è  data  ed  è  continua 
in  ogni  punto  del  campo  finito  C,  essa  ai  mantiene  necessaria- 
mente finita  entro  queste  campo,  semprechè  i  punti  di  confine  di  C 
facciano  parte  del  campo  (cioè  siano  anche  punti  di  contorno  di  C). 

Quando  diciamo  che  una  funzione  si  mantiene  finita  o  resta  fi- 
nita entro  it  campo  C,  intendiamo  signiflcave  l'esistenza  di  un  Da- 
merò positivo  L,  tate  che  it  valore  assoluto  di  qualsiasi  valore 
preso  dalla  funzione  nel  campo  C  sia  inferiore  ad  L.  0,  in  altri 
termini  (cfr.  art.  664),  che  it  campo,  di  prima  specie,  costituito  dai 
valori  assunti  dalla  funzione  nel  campo  C,  6  un  campo  finito. 

Per  dimostrare  il  teorema  ora  enunciato,  supporremo^  per  me- 
glio dssare  le  idee,  che  il  campo  C  sìa  di  seconda  specie.  Imagì- 
niamo  anctie ,  per  rendere  la  dimostrazione  più  intuitiva,  che  il 
punto  {x^  ,  Xjì  di  C  sia  rappresentato  da  quel  punto  del  piano  che, 
rispetto  a  certi  due  assi  coordinati  OX,  ,  OX, ,  ha  per  ascissa  ar, 
e  per  ordinata  x^  Poiché  il  campo  C  è  finito  ,  esisterà  un  qaadrato 
ABCD  nella  cui  area  siaoo  contenuti  tutti  i  punti  di  C. 


lyCoOt^lc 


—  865  — 

Divìdendo  II  quadrato  in  quattro  parti  mediante  le  parallele 
condotte  dal  centro  ai  lati,  anche  il  campo  C  si  verrà  a  scindere  in 
quattro  campi  C, ,  C, ,  C  j  ,  C'^  con- 
tenuti risp.  nei  quattro  quadrati  più 
piccoli  ;  ed  è  cliiaro  che  ammes 
Bo,  se  è  possibile ,  che  la  funzione 
f{x,  ,  lEg)  non  restasse  finita  nel  cam- 
po C,  essa  dovrebbe  divenire  infi- 
nita almeno  in  uno  dei  quattro  nuo- 
vi campi,  p.  OS.  in  C'j,  Diviso  ora 
allo  stesso  modo  il  quadrato  in  cui 
cade  C'j  in  quattro  quadrati  più  pic- 
coli, anche  il  campo  C,  si  scinderà, 

in  quattro  campi  C", ,  C'j ,  C'j  ,  C"^  a. 

In  uno  almeno  dei  quali,  p.  es.  G"^ , 
la  funzione  /ì^ar,  ,  x^)  non  resterà  fi- 
nita. Cosi  procedendo  si  verrà  a  costruire  una  progressione  infi- 
nita di  campi  : 

C  ,  C  ,  C"  ,  C"  ,  .  . .  (1) 

o^uno  dei  quali  è  contenuto  nel  precedente  e  tali  che  la  distanza 
fra  due  punti  qualunque  di  C'  è  piccola  quanto  si  vuole,  pur< 
cbè  si  prenda  l'indice  t  abbastanza  grande.  Esisterà  dnnque  (ar- 
ticolo 708)  un  punto  ben  determinato  P  il  quale  è  punto  intemo , 
o  almeno  di  confine,  per  ognuno  dei  campi  (1),  cosicché,  se  aj ,  a, 
sono  le  coordinate  di  P ,  la  funzione  f{xj  ,x^)  è  continua  nel 
punto  (a, ,  n^l,  nel  quale  assume  il  valore  f\a^ ,  a^)  rispetto  ad  ognuno 
deg^I'inflniti  campi  (1). 

Si  avrà  dunque,  purché  si  scelga  l'indice  i  abbastanzajgrande, 

)A^i,^.l-A«i.nì)l<l 

per  tutti  i  punti  (ic, ,  x^)  contenuti  in  C-" ,  giacché  questi  punti , 
per  i  abbastanza  grande,  distano  di  quanto  poco  si  vuole  dal  punto 
("i  )  "»)-  P*""  tntti  i  punti  di  C"'  la  funzione  f(x^  ,  ar^)  avrebbe  dun- 
que un  valore  compreso  fra  /(a, ,  a^)  +  1  ed  f\a,  ,  a^)  —  1,  cioè  si 
manterrebbe  finita,  contro  quanto  si  è  ammesso.  Il  teorema  è  dun- 
que dimostrato. 

711.  Per  Ji=  1  il  teorema  testé  dimostrato  ricade  in  quello  del- 
l'art. 675.  £  la  dimostrazione  di  indole  afi'atto  generale  da  noi  qui 
data  prende  la  forma  semplicissima  della  dimostrazione  dau  in 
queir  articolo. 

Vot*. 

1.  La  nozione  di  fnntioue  dei  punti  di  un  campo  di  specie  ii  non  è  che 
na  caso  particolare  della  noisione  di  oomspondeDEa  fra  i  punti  (x,  ,  x,  ,...,  x„) 
di  un  campo  C  di  specie  n  ed  i  punti  (y,  ,  j/t  <  ■  ■  ■  '  Sin)  ''i  ^'^  campo  T  di 
specie  n.  La  oorriapondenza  si  dico  bi-univota  (o  univoca  nel  senno  asso- 
luto della  pavola)  quando  ad  ogni  punto  C  corrisponde  un  unico  punto 
di  r  e  reciprocamente.  Se  si  sappia  soltanto,  come  nel  caso  considerato 
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difuiEi,  che  ad  ogni  punto  dì  C  corrisponda  qd  unico  pnnto  di  r,  la  cor- 
rispondenia  si  dirà  univoca  rÌ4pet(o  al  campo  T. 

2.  Supposto  chs  ad  ogni  punto  P  di  G  corriapooda  uu  unico  punto  Q 
di  r,  tale  corrispondenia  si  diri,  coniinuo  nel  punto  P  ae,  fissato  a  piacere 
il  numero  poBÌti»o  3,  esista  uo  numero  positivo  e  tale  ohe  ad  ogni  pnnto 
di  C  la  cui  distania  da  P  sia  inferiore  ad  e  corrisponda  nn  punto  di  T  la 
cui  distanza  da  Q  sìa  inferiore  a  S- 


§  12,0  —  Altri  teoremi  Bolle  fanslonl  ooatlnae 
di  pia  variabili  reali. 


712.  Teorema.  —  Sia  l{x^  ,  x,  ,  .  ,  ,  ,  x„)  una  funzione  data  e 
continua  in  ogni  punto  situalo  neW  internn  o  sul  confine  di  un 
certo  campo  finito  C.  Sia  poi  h  itn  certo  numero  ben  determinatOf 
tale  che  scelto  a  piacere  il  numero  positivo  s,  etisia  nel  campo  C 
almeno  un  punto  (x,  ,  x,  ,  .  .  . ,  x„)  pel  quale  sìa  : 

K^,,' ,^,.)-i>|<.. 

Esisterà  allora  anche,  entro  il  campo  C,  un  punto   nel   quale    la 
funzione  assume  precisamente  il  valore  h, 

In  altri  termini,  se  il  valore  h  può  essere  avoicinato  indefinita- 
mente mediante  valori  di  f{x^  ,  x^ , .  .  .  ,  x„),  esao  paò  anche  es- 
sere raggiunto. 

Diviso  infatti,  precisamente  corno  all'  art.  710,  il  campo  C  nei 
quattro  campi  più  piccoli  C,  ,  C,  ,  C'j  ,  C',,  è  chiaro  ohe  il  va- 
lore h  potrà  essere  avvicinato  indefinitamente  mediante  i  valori 
nssanti  da  f{x,  ,  x^)  in  ano  di  questi  campi,  p.  e.  nel  campo  C,  ; 
poiché  altrimenti  esso  non  potrebbe  essere  avvicinato  indefinita- 
mente neanche  nel  campo  C.  Diviso  poi  a  sua  volta  il  campo  C, 
nei  quattro  campi  C",  ,  C"j  ,  C'j  ,  C'\ ,  dovrà  A  essere  avvicina- 
bile in  definitamente  anche  coi  eoli  valori  assonti  da  fix^  ,  x^)  in 
uno  almeno  dì  essi,  p.  es.  in  C',.  Cosi  procedendo  si  verrà  a  co- 
struire una  progressione  infintia  dì  ciimpi  C,  C ,  C" ,  C" ,  ...» 
ognuno  dei  quali  è  contenuto  nel  precedente  e  tali  ohe  la  distanza 
fra  due  punii  qualunque  di  C^'>  sia  inferiore  ad  un  numero  fissato 
piccolo  a  piacere,  purché  si  scelga  opportunamente  l' indice  i. 
Siano  a,  ,  a^  le  coordinate  del  punto  P  che  si  trova  (art.  708)  nel- 
l'interno o  sul  confine  di  ognuno  dei  campi  C,  C,  C,....  Poiché 
il  punto  F  è  evidentemente  situato  nell'interno  o  sul  confine  del 
campo  C,  la  funzione  data  avrà  in  esso  un  valore  ben  determi- 
nato /[n,  ,  Oj),  e  sarà  in  esso  continua.  In  virtù  della  continaiià, 
sì  avrà  dunque  per  ogni  punto  (a;,  ,  Xg)  di  C',  purché  si  sia  scolto 
opportunamente  l' indice  i  : 

\f(x^,x^)^f[a,,a^)\<t.  (a) 

D'  altra  parte,  poiché  il  valore  A  6  avvicinabile  indefinitamente 
mediante  1  punti  di  C" ,  esisterà  in  C'*'  un  pnnto  (y,  ,  tfa)  pel 
quale  sia  : 
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e,  Biocome  (y,  ,  ffs)  appartiene  al- campo  C' ,  si  avrà  al  tempo 
stesso,  per  la  (a)  : 

Dalle  (^)  e  (f)  segue  ora  manifestamente  : 

]fÌa,  ,  a,)  -h\<  2s. 

Questa  disuguaglianza,  dovendo  sussistere  per  gli  stessi  valori  di 
a, ,  flg  e  di  h  comunque  si  scelga  e,  ci  dice  clie  il  suo  primo  mem- 
bro è  più  piccolo  di  qualunque  numero  assegnabile.  Esso  è  dun- 
que rigorosamente  uguale  a  zero,  cioè  si  ha  f(ai  ,  o^)  =  A:  con  che 
resta  dimostrato  quanto  si  voleva. 

713.  iS'e  f(Xj  ,  Xj  ,  .  .  .  ,  x„)  è  una  funzione  data  univocamente  in 
ogni  punto  di  un  certo  campo  C,  entro  il  quale  egea  ai  m,antiene 
finita,  esiste  »n  numero  reale  b  (che  si  chiama  il  limite  superiore 
dei  valori  della  funzione)  il  quale  non.  è  superato  da  alcuno  dei 
valori  assunti  dalla  funzione  ntl  campo  C,  ma  può  essere  da  essi 
avvicinato  a  meno  di  tanto  poco  quanto  si  voglia. 

E  questa  una  facile  conseguenza  del  teorema  dell'art.  672.  In- 
fatti, l'insieme  dei  valori  assunti  dalla  funzione  data  nei  punti  di 
C  costituisce,  per  ipotesi,  un  campo  finito  r  di  prima  specie  ;  per 
il  quale  esÌBterà  quindi  un  estremo  superiore  b  ed  un  estremo  in- 
feriore a.  Il  numero  b,  non  essendo  superato  da  alcun  valore  di 
r ,  sarà  dunque  ugnale  o  maggiore  ad  ogni  valore  di  /'  in  C ,  e 
sarè  avvicinabile  indefinitamente  dai  punti  di  r,  ossia  appunto  dai 
valori  che  f  prende  in  C. 

Similmente  si  vede  che  il  numero  a  è  uguale  o  minore  ad  ogni 
valore  di  f  in  C,  ma  può  essere  avvicinato  dai  valori  di  t  in  C 
a  meno  di  tanto  poco  quanto  si  voglia.  Il  numero  a  si  chiameril, 
analogamente  a  b,  il  limite  inferiore  dei  valori  assunti  dalla  fun- 
zione f  nel  campo  C. 

714.  Teorema.  —  Sia  f(x,  ,  Xj  ,  . . . ,  x„)  una  funzione  data  uni- 
vocamente e  continua  in  ogni  punto  situato  nell'interno  o  sul  con- 
fine di  un  certo  campo  finito  C.  Esisteranno,  neW  interno  o  sul 
confine  di  C,  un  punto  (a,  ,  a^  ,..  .,  a„i  ed  un  punto  (2,  ,  g,  ,...,  ^„) 
tali  che  ogni  valore  assunto  dalla  funzione  data  sia  maggiore  od 
Uffuale  ad  f(a^  ,  a,  ,..,,  a„)  e  minore  od  uguale  ad    f^f,  ,  {i^  ,...,  g^). 

In  altri  termini;  la  funzione  f  non  solamente  ammette,  come 
nel  caso  dell'  art.  prec,  un  limite  inferiore  a  ed  un  limite  supe- 
riore 6,  ma  questi  valori  ae  b  possono  anche  essere  effettivamente 
raggiunti  dalla  funzione  risp.    net   punto    ben    determinato   (a, , 

«8  >  ■  •  •  1  ''n)    ^    ^^^    punto    fpi  ,  p,  ,  ,  .  .  ,  P„}. 

Per  dimostrare  ciò,  cominciamo  dall'osservare  che  la  funzione  f 
si  mantiene  (secondo  il  teorema  dell'art.  710)  necessariamente  fi- 
nita entro  il  campo  C,  inclusovi  il  confine.  Esisteranno  dunque, 
per  l'art,  prec,  un  limite  inferiore  a  ed  un  limite  superiore  b,  dei 
valori  da  essa  assunti,  i  quali,  potendo  esaere  avvicinati  indeflnl- 
tameote  dai  valori  di  /,  verranno  anche  raggiunti   risp.   in   certi 
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due  pnnti  (a,  ,  a,  ,  .  . . ,  a„)  e  (&, ,  ii,  , . .  . ,  i>„)  di  C  ,  aecondo  il 
teorema  dell'art.  712,  giacché  la  funzione  f  è  contlnaa  cosi  nel- 
riDterno,  come  sol  confine  di  C. 


].  Teobema.  — !?<  f(z,  ,  X,  ,  .  -  .  ,  Xa)  i  una /unitone  data  « 
flnua  ta  ogni  pimia  del  cantato  finito  C  (ti  cui  confine  faeàa  pure  parte  dà 
campo  aitilo),  fittalo  a  piactrf  il  numero  potUivo  S,  eiieterd  un  numero  po- 
litico E  taU  che  i  calori  aiitinli  dalla  /unitone  in  due  punii  Qualun^iw  di  C 
dittanti  fra  loro  per  meno  di  e,  differiicano  fra  loro  di  una  quantità  infe- 
riore in  valore  attoluto  a  S. 

La  dimostrazione  »i  può  fare  modificando  opportaa&mente  il  metodo,  da 
noi  ormai  già  più  volte  usato,  di  cui  abbiamo  dato  il  primo  esempio  nella 
dimostnìEione  dell'art.  710.  Inveoe  di  cmisiderare,  come  in  quell'articolo, 
nel  quadrato  ABCD  i  soli  quattro  quadrati  C,  ,  C,  ,  C,  ,  C'^ ,  considere- 
remo anche  Altri  cinque  quadrati  C,  ,  C\  ,  C,  ,  C*.  ,  C,  egaali  fra  loro  e  coi 
lati  paralleli  ai  primi,  aventi  risp.  i  centri 
nei  punti  deeiitnati  nella  fignra  qui  ac- 
y  canto  colle  lettere  a,  ,  ee,  ,  i,  ,  n,  ,  a,.  In 

questa  figura  à  mesaa  in  evidenia,  co- 
me esempio,  l'area  del  quadrato  C',.  Giù 
posto,  snppoaiamo,  se  è  possibile,  che  la 
proprietà  da  dimostrarsi  non  abbia  Ino- 
go  per  il  campo  C  e  per  una  certa  quan- 
tità prefissata  S.  È  facile,  allora,  di  ri- 
conoscere che  essa  noa  avrà  luogo,  sem- 
jpre  per  la  stessa  quantità  prefissata  ì, 
neanche  quando  il  campo  dì  variabili- 
tà del  panto  si  ristringa  ad  uno ,  op- 
'^1  portnnaments    scelto  ,   dei    uova  campi 

Cf  ,C', C',.  Infatti,   ae  essa  avesse 

luogo  per  ognuno  di  essi,  dando  ad  e  risp.  certi  valori  e,  ,  e,  ,  .  .  . ,  i,  ,    è 

chiaro  che,  detto  i'  il  più  piccolo    dei    nove    numeri    e,  ,  e, c^,   due 

punti  di  G  distanti  per  meno  di  t.'  cadrebbero  timuUaneatnente  almeno  in 
uno  dei  nove  quadrati  C',  ,  C,  ,  .  .  .  ,  C,  ;  cosicché  la  di£Fereiisa  dei  valori 
assunti  in  essi  da  /  esser  dovrebbe,  in  valere  assoluto,  inferiore  aì,  con- 
tro il  supposto. 

Detto  ora  C  uno  dei  nove  campì  C, ,  . . .  ,  C,  formati  risp.  dai  punti  di  C 
che  si  trovano  nei  nove  quadrati  C,  ,  .  . ,  C', ,  per  il  quale  non  suMiste. 
sempre  rispetto  al  numero  prefissato  S,  la  proprietà  da  dimostrarsi,  si  con- 
sidereranno anche  per  C,  analogamente  a  quanto  si  è  fatto  per  C,  i  note 
quadrati  C",  ,  C",  ,  .  .  -  ,  C",  per  uno  almeno  dei  quali,  p.  es.  per  C",  non 
sussisterà,  per  la  differensa  S,  la  proprietà  da  dimostrarsi.  Si  verrà  dun- 
que, cosi  procedendo,  a  costruire  la  progressione  infinita  di  campi  : 

C  ,  C^  ,  0'"'  ,G"  ,.., 

ognuno  dei  quali  è  contenuto  nel  precedente,  con  area  tendente  a  aero, 
tali  che  in  uno  qualunque  di  essi  si  possono  sempre  trovare  due  ponti, 
distanti  fra  loro  di  tanto  poco  quanto  si  vuole,  per  i  quali  i  coniapon- 
dentì  valori  di  /  non  differiscono  di  una  quantità  inferiore  in  valore  as- 
soluto a  e.  Uà  ciò  è  manifestamente  in  contradditione  coU'ipotesi  ohe  / 
sia  continua  nel  punto  P,  di  cui  si  à  dimostrata  l'esistenia  (art  708), 
che  si  trova  nell'  intimo  o  sul  confijie  dì  ognuno  degli  infiniti  campi 
C  ,  e ,  C' 
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CAPITOLO  IX. 

PROPRIETÀ   GENERALI  DELLE   EQUAZIONI 
A    COEFFICIENTI   REALI. 


§  l.o  —  OsserTaslODl  preliminari. 

715.  In  questo  e  nel  seguente  capitolo  ci  occuperemo  special- 
mente di  funzioni  razionali  intere  &  coefflcienti  reali  e  dei  valori 
che  esse  assumono  per  valori  reali  della  variabile. 

Data  una  funzione  intera  f{x)  della  variabile  a:  di  un  certo 
srado  n,  es6a  può  anche  non  essere  coìnpleta,  cioè  può  mancare 
di  alcuni  termini;  in  particolare  potrà  mancare  dell'ultimo  termine 
o  dei  due  nltimi,  ecc.  riuscendo  cosi  divisibile  esattamente  per 
X  ,  x',  eco.  Sia  in  generale  Ap'X*'(p>0)  il  termine  di  grado  più 
basso  ed  A^x"  quello  di  grado  più  aito,  cosicché  sarà  : 

r(x)  =  A^P  +  Ap^.,a:P^>  +  .  .  .  +  A„a;".  (1) 

Per  le  cose  già  dimostrate  è  facile  di  riconoscere  che  r 

1)  per  tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  (positivi  o  negatioì) 
di  X  il  segno  di  f(x)  coincide  col  segno  del  termine  di  grado  più 
àasao  A^x'; 

2)  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  (positivi  o  negativi) 
di  X  il  tegno  di  f(x)  coincide  col  segno  del  svo  termine  di  piii 
alto  grado  A^x". 

716.  Scrivendo  infatti  la  {I)  come  segue  : 

nx)  =  «"[Ap  +  Ap^.a;  +  Ap^.,x»  +...],  (2)  ' 

osserviamo  (cfr.  art.  680]  che,  prendendo  x  abbastanza  piccolo,  il 
valore  assoluto  di 

Apt.'c  +  Ap+jx*  +  . .  . 

si  può  rendere  piccolo  a  piacere  ed  in  particolare  si  può  rendere 
più  piccolo  del  valore  assoluto  di  Ap  ;  onde  per  questi  valori  ab- 
bastanza piccoli  di  X  il  segno  delia  somma  : 

Ap  +  [Ap^,a!  -^  Ap,»a:«  -F  .  .  .] 

dipenderà  dal  segno  della  prima  parte  Ap  il  cui  valore   assoluto 

prevale  sul  valore  assoluto    delia   seconda.    Dunque    nell'  espres- 
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slonc  (2)  di  f(x)  il  segno  del  fattore  fra  parentesi  coinciderà  col 
segno  di  A.  ,  epporò  ii  segno  di  f(x)  coinciderA  appunto  col  segno 
di  x^-Ap. 

717.  Per  dimostrare  la  seconda  asserzione,   si    osservi    che   la 
funzione  : 

f(x)  =  A„x"  +  A„_,a:"->  +  A„_,x''~^  +  .  . . 

si  pu6  anche  scrivere  : 

txx) = «».  JA„ + A„,(^) + K-,(iy+ ■  ■  •}■ 

Ci6  posto,  poiché,  crescendo  sempre  più  11  valore  assolmo  di  x, 

il  valore  di  (     j  diviene  sempre  più  piccolo,  è  chiaro,  per  la  d 

moatraziono  stessa  di  poco  fa,  che,  per  valori  abbastanza  piccol 

di  I  -  V  cioè  per  valori  abbastanza  grandi  di  a;,  ti  segno   dell'  e 

spresBione  fra  parentesi  coinciderà  col  seguo  di  A„.  E  quindi  i 
segno  di  f\x)  coinciderà  per  valori  abbastanz^i  grandi  di  a;  co 
segno  di  x"A„ ,  e.  d.  d. 

718.  Un'equazione  algebrica  di  grado  dispari  ammette  tempre 
almeno  una  radice  reale. 

E  questo  nn  corollario  della  seconda  parte  dell'enunciato  del- 
l'art, 715.  Infatti,  se  il  grado  n  dell'equazione: 

f,x)  =  a^x"  +  (i,a:"~'  +  .  .  .  +  a„  =  0 

6  dispari,  il  segno  di  f(x)  per  un  valore  negativo  abbastanza 
grande,  —A,  di  x  coinciderà  col  segno  di  agi—A)",  cioè  col  segno 
dì  -  Og  rei  mentre  che  per  un  valore  positivo  abbastanza  grande 
B  coinciderà  col  segno  dì  «qB",  cioè  col  segno  di  a,,.  La  funzione 
f{x}  assumerà  dunque  segni  opposti  per  a;  =  —  A  e  per  a:  =  B^  onde 
fra  —  A  e  B  dovrà  trovarsi  (art,  682;  almeno  una  radice  di  f\x)=0. 

719.  Se  l'equazione: 

f(x)  =  a^x"  +  a,x"-'  +  .  .  .  +  8„  =  0 

non  ha  radici  reali. 

lo)  il  grado  di  fix)  sarà  un  numero  pari; 

2o)  la  funzione  Hs)  conserverà  tempre  lo  tteaao  tegno  qualun- 
que eia  il  valore  dì  x  ; 

3")  il  segno  costante  di  f(x)  coinciderà  col  segno  del  suo  primo 
coefficiente  a,,. 

La  prima  proprietà  è  un  corollario  immediato  dell'art,  prec.  La 
seconda  è  un  corollario  del  pari  ovvio  dell'art.  682.  Quanto  alla  terza 
proprietà,  essa  si  dimostra  osservando  die  per  un  valore  poettivo 
abbastanza  grande  di  a;  il  segno  di /'(a:)  coincide  appunto  (art.  715) 
col  segno  di  a^. 
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Date  le  fnniioni  ; 

- .«'  +  8«»  +  Sa;'  +  10  ,  -  »'  +  aa!»  ~  8*' 
*«  +  10i»-100  ,  ••  +  Hte* 
doter minare  ì  ae^ni  dei  valori  che  «ise  aammoDo  ptr 

essendo  e  una  quantità  positiva  piccolissima. 


§  2.°— Pftrlth  o  disparità  del  numero  di  rodici  di  an*eqaailone 
comprese  fra  dae  numeri  dati. 

720.  Dftti  a  piacere  due  numeri  reali  a  q  ^  (a  <  ^j ,  ci  propo- 
niamo dì  dimostrare  che:  il  numero  delle  radici  reali  dell'  equa- 
zione a  coefficienti  reali  f(x)  —  0,  che  et  trovano  comprese  in  va- 
lore algebrico  fra  a  e  ^,  è  pari  se  f(a)  ed  {{^)  hanno  lo  stesso  se- 
gno ed  è  invece  dispari  se  {{")  ed  f(g)  hanno  segno  contrario. 

Siano  infatti  Xj  ,  x^ , .  ,  . ,  Xp  tutte  le  radici  reali  dell'equozioDe: 

f(x)  =  a^  +  a^x"-^  +  . .  .  +  o„  =  0  (1) 

contate  ciascuna  ancbe  piti  volto  a  seconda  del  eao  grado  di  mnl- 
tiplicitii.  Si  avrà  identicamente  (art.  493),  qualunque,  cioè,  sia  il 
valore  di  x  : 

f[x)  =  (k  -  .T,)(a;  -  a:,)  ...  (a:  -  x^)  ■  <fix) 

essendo  ^{x)  una  funzione  razionale  intera  di  x,  con  coefficienti 
reali,  del  grado  n~p,  che  non  b  annullata  da  alcun  valore  reale  di  x. 
Da  questa  identità,  sostituendo  in  essa  in  luogo  di  x  una  volta 
il  valore  a  ed  una  volta  il  valore  ^,  segue  : 

/ta)  =  (a  -  !r,)(a  -  a:,) ...  (a  -  x^^a) 

m='(^'X,X^-x,)...i^-Xp)^m 
d'  onde  : 

dove  P  =  i^  è  una  quantità  positiva,  giacctiè,  se  9(«)  e  ?(?)  fos- 

sere  di  segno  contrario,  dovrebbe  fra  «  e  3  essere  compresa  al- 
moDO  una  radice  dell'equazione  if{x)  =  0;  che  invece  non  ne  pud 
avere  affatto^  come  già  si  è  notato. 

Considerando  la  i""  frazione:  = -,  è  ora  facile  dì  riconoscere 

che  essa  avrà  valore  negativo  se  la  radice  Xf  è  compresa  fra  a 
e  p  e  positivo  in  caso  contrario.  Infatti,  se  a  <  Xj  <  ^,  sarà  «  —  x^ 
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negativo  e  ^— x,  positivo,  onde  la  frazione  sari  negativa.  Se  in- 
vece BÌ  abbia  a  <  g  <  ar,  ovvero  a!(  <  o  <  g,  le  differenze  o  -  a^  e 
^  —  Xj  saranno  entrambe  negative  ovvero  entrambe  positive,  onde 
il  loro  quoziente  Bara  positivo.  Conoindiamo  che  delle  p  frazioni 

■  ve  ne  sono  tante  di  negative  qnante  sono   le  radici   reali 

i>  -  Xf 

di  f{r)  r-O  comprese  fra  (a)  e  (?);  le  altre  aon  tntte  positive. 
Perciò  il  secondo  membro  della  (2)  sarà  evidentemente  positivo 
o  negativo  secondoobò  il  numero  di  tali  radici  comprese  fra  a  e  ^ 
siit  pari  ovvero  disparì.  Ma,  se  il  secondo  membro  b  positivo,   ti 

fio.) 
primo  membro  -7-f  dev'essere  pttre  positivo,  clnfe  f{a,)  ed  f{^)   di 

AP) 
segno  eguale,  e  se  il  secondo  membro  è  negativo,  dev'essere  ne- 
gativo ^-jT- ,  cioè  /X«)  ed  /(p)  di  segno  contrario.   Resta  così   di- 
mostrato quanto  si  voleva. 

721.  In  particolare,  si  potrà  sempre  decidere,  per  mezzo  del 
teorema  dimostrato,  se  l'equazione  f{x)  =  0  abbia  un  nomerò  pari 
ovvero  dispari  di  radici  positive.  Snpponiamo  per  semplicità  che 
l'altimo  coefiBcienCe  a„  di  f{x)  sia  diverso  da  zero  (giacché  nel 
caso  di  o„  =  0  l'equazione  f{x}  -  0  si  dividerebbe  esattamente  per 
X  e  basterebbe  quindi  considerare  un'equazione  di  grado  n  —  1). 

Prendendo  a  =  0  si  trova  f{0)  =  a„,  e  prendendo  g  =  + 00  (cioè 
un  nnmero  positivo  abbastanza  grande,  cosicché  f)*a  a  e  ^  siano 
comprese  tutte  le  radici  positive  di  fix')  =  0)  sappiamo  per  il  § 
prcc.  che  il  segno  di  fl^)  coincide  con  quello  del  primo  termine 
Qq^",  cioè  con  quello  di  a^,  essendo  p"  positivo. 

Dunque  le  radici  positive  di  f(x)  =  0  sono  in  numero  pari  0  di- 
spari iecondoché  1  coefficienti  estremi  &o  "^  ^n  '"^^  '^^  segno  eguaU 
ovvero  dì  segno  contrario. 

722.  In  modo  affatto  simile  si  potrà  procedere  per  decidere  se 
sia  pari  o  dispari  il  nutuero  delle  radici  negative,  sostituendo  cioè 
5c  =  0  ed  x  =  — 00.  Ma,  più  semplicemente,  potrà  bastare  l'osser- 
vazione che  la  differenza,  n  -  p,  fra  il  grado  dell'equazione  f{x)=0 
e  il  numero  delle  sue  radici  reali  è  sempre  un  numero  pari,  poi- 
ché questa  differenza  è  il  grado  dell'equazione  f(x)  =  0  che  non 
^immetteva  radici  reali  (cfr.  art.  719),  onde  il  numero  delle  radici 
reali  sarà  pari  o  dispari  secondochè  eia  pari  0  dispari  il  grado 
dell'equazione.  Quindi,  se  l'equazione  è  dì  grado  pari,  le  radici  po- 
sitive o  negative  saranno  entrambe  in  numero  pari  ovvero  entrambe 
in  numero  dispari.  Se  invece  l'equazione  è  di  grado  dispari,  se  ii 
numero  delle  radici  positive  é  pari,  quello  delle  negative  sarà  di- 
spari e  viceversa. 
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nota  «d  Et«roisi. 


1.  Teriflcaro  colla  sostituiione  di  ic  = -t- co    ed  x  =—a>    cha 
delle  radici  reati  di  un'equazione  a  coefficianti  reali  é  pari  o   dìspari    sa- 
condocfaè  b  pari  o  dispari  il  grado  dell'equazione, 

2.  Dimostrare  che  l'equaiione  Sz'—  8ie'-f  Sx  —  S  =  0  ha  an  numero  dispari 
di  radici  positive,  le  quali  sono  tutte  più  piccole  dell'unità. 

8.  Dimostrare  che  *s  la  /untione  rasimmla  intera  f(x}  eonierva  tempre  Io 
stello  legno  qualunque  $ia  ti  wtlore  di  x,  dev'eiier»  idéntieamiate  : 


estendo  ^i)  e  i}<i)  due  /un 
che  Vequaiione  ^x)  =  0  non 

4.  L'equazione  : 

che,  fatti  sparire  i  denominatori  prende  la  forma  dì  un'equazione  ordina- 
ria del  grado  n  in  X,  ha  tutta  le  sue  radici  reali  qualunque  siano  i  valori 
reali  che  si  attribuiacano  alle  «,  ,  v,  ,  .  .  .  ,  ^„  ed  alla  a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a„. 
Posto  pei-  brevità  : 

(X-<..)(X-<^).,.(x--0|i-j5v-----j5^ì='>W 

e  supposto,  come  è  sempre  lecito  : 

o,  <  Oj  <  Oj  <  . . .  <  a„_,  <  a„  , 
si  dimostrerà  l' asserto  verificando  che  le  qnantità  : 

+(«,) .  *{«.) ,  *(".) ,  ■ .  • ,  +(».-,) ,  tw ,«+»») 

sono  risp.  dei  segni  : 

(- 1)" ,  (-  ir- ,  <- 1)"-* , . . . ,  {- 1)» ,  (- 1) ,  +. 

D«tte  Xj  ,  X, , .  . .  ,  Xn  le  n  radici  di  (1)  scrìtte  nell'  ordine  di  grandezza 
algebrica  crescente,  si  avrà  quindi  : 

«1  <  ),  <  a,  <  Xj  <  Og  .  . .  <  1„_,  <  a„<  X„. 

5.  Come  ad  ogni  sistema  di  valori  reali  delle  x^  ,  x,  ,  .  .  .  ,  x^  corrispon- 
de, tenendo  costanti  in  (1}  le  a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a„  ,  un  unico  sistema  di  valori 
reali  delle  radici  X,  ,  X,  ,  .  .  .  ,  X 
valoi'i  reali  delle  X,  ,  X,  ,...,  X„  c< 

Per  dimostrare  ciò  si  ponga  ; 

(X-<.,){i -",)...  (>.-«.)  =  «x) 

e   si   faccia  vedere  che  : 
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6,  1  teoremi  precedenti  hanno  multa  importatiEa  in  quanto    i 
liaee  alla  teoria  delle  coordinate  eltiltiche. 

Supimniamo,  per  fissare  le  idee,  n=:8,  cioè  consideriamo  l'ordinario  spi- 
7iu  a  ire  dimensioni,  e  siano  x,  j(,  x  le  ordinarie  coordinate  oarteiiane  or- 
togonali di  un  sao  punto  qualunque.  Si  chiamano  coordinate  ellittiolie  del 
punto  («,  f/,  i)  le  tre  radici  Ij  ,  X,  ,  1,  dell'  eqauione  : 


Ok»)  puuto  (x,  y,  ■)  Tiene  cosi  a  considerarsi  come  l'intersasione  di  tr« 
auperlìcie  di  '2'  ordine  le  cui  cquasioni  si  otteoKOito  dalle  (4)  ponendo  riap. 
per  X  una  volta  X, ,  una  Tolta  X,  e  finalmente  X,.  Sapposto  : 

a  <  X3  <  &  <  ij  <  e  <  X, , 

la  prima  di  queste  sup^rfioie  è  un  ellissoide,  la  seconda  nn  iperboloide  a 
una  falda,   la  teria  un  iperboloide  a  due  falde. 

É  importante  di  notare  che  tutto  le  superficie,  rappresentate  daH'eqDi- 
eione  (4)  variando  comunque  il  valore  del  parametro  1,  sono  amofeeati  (ciò* 
hanno  f(li  stessi  (>  ruochij.  e  the  ppr  0);ni  punto  dello  spazio  ne  passano 
soltanto  tre,  ap|jarten<*nti  alle  tre  diverse  specie  sopra  indicate,  le  quali 
in  esso  punto  si  tsft'iano  ad  angolo  retto. 


§  3.0  — Segni  di  f{x)  e  dt  f(x)  In   prosilmltlt  delle  radlel 
di  /^x)  =  0.  Ooniegaeiue  diverse. 

723.  Sia  a  una.  radice  reale  dell'  equazione  s  coefflcleDti  reati 
f[x)  =  0.  Chiameremo  valori  di  x  antecedenti  ad  a  tutti  i  valori 
di  X  cbe  sono  algebricamente  minori  di  a  e  ne  differiscono  di  una 
quantità  piccolissima  (*)  ;  e  similmente  chiameremo  valori  di  x 
susseguenti  ad  a  quei  valori  di  x  che  differiscono  da  a  di  un» 
quaiiiiifi  piccolissima  e  sono  algebricamente  maggiori  di  a.  Indi- 
cando quindi  con  k  una  quaniiifi  positiva  abbastanza  piccola,  è 
chiaro  che  i  valori  di  x  antecedenti  ad  a  saranno  dati  da  i=a-fc 
e  quelli  susseguenti  da  x=a^+k. 

Ovvero  anche,  più  aciuplicemente,  detta  h  una  quantità  positiva 
o  negativa  abbastanza  pìccola  in  valore  assoluto,  i  valori  di  xa- 
diacenti  ad  a  saranno  rappresentati  da  x^a  +  h,  e  saranno  ante- 
cedenti o  ausaeguenti  ad  a  a  seconda  che  A  sia  negativo  o  positivo. 

724.  Ciò  premesso,  ci  proponiamo  di  dimostrare  che,  «e  a  é  xiia 
radice  reale  dell'  equazione  f(x)  =  0,  le  due  funzioni  f(x)  ed  f  (x) 
hanno  valori  di  segni  opposti  per  i  valori  di  x  antecedenti  ad  a, 
ed  hanno  invece  segni  uguali  per  i  valori  di  x  susseguenti  ad  t. 

Ciò  equivale  a   dire  che   il   quoto  3 —    ha  valore  negativo  per 

X  nntecedente  ad  a  e  valore  positivo  per  x  susseguente  ad  «.  Ve- 

(*)  Il  grado  di  piccolezza  non  si  stabilisc 
che  resti  indeterminato,  per  poter  prenderà 
Uzza  sempre  maggiore  purché  diversa  da  ■ 
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dromo  poi  che  per  a:  =  a  esso  ha  sempre  il  valore  zero,  il  che 
è  gìk  manifesto  quando  a  sia  radice  eemplioe,  poiché  in  tal  caso 
si  ha  f{a.)  =  0  ed  f{a)  s  0. 

Tatto  si  riduce  dunque  a  dimostrare  che,  per  h  abbastanza  pic- 
colo in  valore  assolalo,  il  valore  di  -r^ r  è  neffativo,  nullo   o 

positivo  secondochè  è  negativo,  nullo  o  positivo  il  valore  di  h. 

725.  Per  dimostrare  ciò  osserviamo  che  si  ha  per  lo  sviluppo 
di  Taylor: 

li  L* 

Indichiamo  poi  con  X  il  grado  di  multiplicitfi  della  radice  a 
(cosicché  si  avrjt  almeno  X  =  1,  nel  caso  cioè  in  cui  a  sia  soltanto 
una  radice  semplice),  e  ricordiamo  (art.  698)  che  in  tale  supposto 
si  ha: 

A«)^0  ,  r(a)=0  ,  f'(a)=.0  ,...,  r-^''Ka.)-0  ,  p^>{<^)sO. 
La  (l)  si  riduce  cosi  alla  formola  seguente: 


ft,- 

^h) 

+  *)" 

TT""' 

ix+i  +•■■ 

n» 

Ciò  posto,  il  nnmeratore  del  secondo  membro  è  una  funzione 
intera  di  k  ordinata  secondo  le  potenze  crescenti  della  stessa  h. 
Per  conHegaenza,  per  valori  abbastanza  piccoli  di  fi,  il  segtio  di 
qncsto  numeratore  coinciderà  col  segno  del    suo    primo    termine 

h''  — ry — I  f*'"^'  716;.  Lo  stesso  dicasi  pel  denominatore,  il  cui  segno, 
per  h  abbastanza  piccolo,  coinciderà  col  segno  di  fi  "'rr — -. 

Da  ciò  sì  conclude  che  il  segno  del  quoziente  che  sta  nel  '2°  mem- 
bro della  (2)  coinciderà,  per  h  abbastanza  piccolo,  col  segno  del 
quoziente  di  questi  due  pritni  termini  : 

cioè  col  segno  di  fi,  essendo  X  un  numero  positivo. 

Il  quoziente  ^ t~  è  dunque  dello  stesso  segno  di  A,  e.  d.  d. 
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726.  La  rormola  (2)  8i  pnò  sempliUcare  dividendo  nnmerntorr' 
e  ti  «nominatore  del  Becondo  membro  per  A^*'.  Con  ciò  essa  prend'; 
la  forma: 

-TT-  ^  '1  -  I 


»|...| 


««  +  »)  _ 

>.  -  l" 
dalla  qnale,  facendo  h  =  0,  sì  trae  : 

rw     ■ 

come  dovevamo  dimostrare  a  complemento  del  teorema. 

727.  Teoreua  1.0  ~  Fra  dué  radici  reali  conteciifive  di  un'equa- 
zione a  coefficienti  reali  è  sempre  compreso  {*)  un  numero  disparì 
di  radici  della  sua  prima  derivata,  e  quindi  almeno  una. 

Sieno  infatti  a  e  [i  {«<?)  due  radici  reali  coneecntive  dif{x)=0, 
tali  cioè  che  fra  a  e  ^  non  sia  compresa  alcnn'altra  radice  reale 
di  questa  equazione.  Detta  h  una  quantità  positiva  abbastanza  pic- 
cola, il  rapporto ha  segno  positivo,  giusta  ÌI  teorema  del- 

^(i  +  A) 

l'art.  724,  nel  mentre  che  il  rapporto  —7 — --  avrà  invece  se- 
gno negativo.  D'altra  parte,  poiché  fra  a  e  ^,  e  quindi  anche  fra 
«  -t-  A  e  ?  -  A,  non  cade  alcuna  radice  dì  f(x)  =  0,  sostituendo  in 
f(,x},  in  luogo  di  X,  i  due  valori  a  -i-  A  e  ^  —  A,  si  devono  avere 
risultati  dello  stesso  segno  (art.  720),  cioè  f{a  +  fi)  e  f(^-h)  de- 
vono avere  segno  eguale.  Ma  i  rapporti  '^ ^  ***  irs — T*""" 

no  segno  opposto;  quindi  è  chiaro  che  i  denominatori  /"(a+A)ed 
f'{^  —  k)  esser  devono  di  sogno  contrario.  E  di  qui  segue,  perle 
stesso  teorema  dell'art.  720,  che  fra  a+A  e  g— A  0,  che  è  lo  stesso, 
fra  a  e  p,  essendo  A  piccolo  a  piacere,  è  compreso  un  numero  di- 
spari di  radici  di  f(x)  =  0,  e.  d,  d. 

728.  Teorema  2.o  {**)— Due  radici  reali  consecutive  delta  prima 
derivata  dì  un'  equazione  a  coefficienti  reali  o  ito»  comprendono 
nessuna  radice  reale  della  proposta  o  ne  comprendono  una  so'" 
radice  semplice. 

Sieno  intatti  a'  e  f  due  radici  consecntlve  della  prima  derivala 
e  supponiamo,  se  è  possibile,  che  esse  comprendano  due  radici 
distinte  a  e  3  della  proposta.  Pel  teorema  precedente  fra  a  e  ^ 
dovrebbe  essere  compreso  almeno  una  radice  f'  della  prima  de- 
rivata. Ma  allora  y',  essendo  compresa  fra  a  e  f,  sarebbe  anche 


(*)  Dicendo  radici  comprile  fra  daa  limiti    a    e    A    a' ìutendono   eiclase 
quoile  che  poT  avventi 
{**)  ConoHCinto  col  11 
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compresa  fra  a'  e  ?',  cioè  le  due  radici  a'  e  ^'  della  prima  deri- 
vata non  sarebbero  più  consecuHve  contrariamente  al  supposto; 
e  neanctie  è  poasibile  ctie  fra  a'  e  ^'  sia  compresa  per  es.  una 
radice  doppia  a  della  proposta,  perchè  se  a  6  radice  doppia  della 
proposta,  essa  k  radice  semplice  della  prima  derivata  ;  onde  anche 
:n  questo  caso  a'  e  p'  non  sarebbero  più  consecutive,  percbè  com- 
prenderebbero un'altra  radice  ci  della  prima  derivata.  Il  teorema 
è  cosi  dimostrato. 

729.  Teorema'  3."  ~  Se  )•  è  il  numero  delle  radici  reali  della 
prima  derivata,  il  numero  delle  radici  reali  della  proposta  non 
pub  superare  X  +  ]  ■ 

Siano  infatti  a',  %',  f',  .  .  .  ,^'  le  X  radici  reali  della  prima  de- 
rivata scritte  nell'ordine  stesso  del  loro  valore  algebrico  crescente, 
e  consideriamo  la  successione  di  valori  crescenti  : 

-  00  ,  a'  ,  p'  ,  -y' ,  .  ,  .  ,  S' ,  +  « .  (3) 

Con  ragionamento  affatto  analogo  a  quello  dell'art,  prec.  si  ri- 
conoscerà che  fra  —  <»  ed  a'  è  compresa  al  più  una  sola  radice 
dell'equazione  proposta.  Pel  teorema  poi  dell'art,  prec.  sappiamo 
che  fra  a'  e  ?',  come  pure  fra  p'  e  Y,  ecc.,  cade  al  più  mia  sola 
radice  della  proposta.  E  finalmente  sì  riconoscerà  che  fra  S'  e  -f-oo 
cade  pare  al  più  una  sola  radice  reale  della  proposta. 

In  tal  modo  l'intero  campo  da  -oo  a  -f  oo  resta  diviso  in  V+l 
intervalli,  In  ciascnno  dei  quali  cade  al  più  ana  sola  radice  della 
proposta. 

La  proposta  non  potrà  dunque  avere  più  di  X  -f- 1  radici  reali, 
e.  d.  d. 

730.  Nella  dimostrazione  ora  data  si  è  supposto  implìcitamente 
che  l'eqnazione  proposta  avesse  le  sue  radici  reali  tutte  distinto, 
cosicché  nessuna  di  esse  si  trovasse  a  coincidere  con  una  delle  (3). 
11  teorema  3"  però  vale  incondizionatamente,  semprechè  le  radici 
reali  della  proposta  o  della  derivata  si  contino  col  loro  grado  dì 
mnltiplìcità. 

Per  convincersi  di  ciò  basterà  liflettere  che,  se  siano  p.  es.  a, 
b,  e  tre  radici  consecntive  (o  <  ft  <  e)  distinte  della  prima  derivata 
e    b  sia  radice  multipla  di  grado  X  della  proposta: 

lo)  nessuna  delle  altre  due  radici  a,  e  può  essere  anche  ra- 
dice della  proposta; 

2o)  nell'intervallo  fra  a  e  b,  e  cosi  pure  nell'intervallo  fra 
b   G  e,  non  cade  in  questo  caso  alcuna  radice  della  proposta; 

3°)  la  6  è  multipla  (art.  699)  di  grado  X  -  1  per  la  prima  de- 
rivata. 

731.  Tborbua  4,° — Se  {i  è  il  numero  delle  radici  reali  di  una 
eqtttMione,  la  sua  k""  derivata  avrà  almeno  ja  —  fc  radici  reali. 

Infatti,  se  /'(*'(a;)  =  0  avesse  \i.  —  k-h  radici  reali,  f(''"^>{x)  ne 
avrebbe,  pel  teorema  3»,  al  più  ;j.~i  — A  +  1,  /'''"^'(a;)  al  più 
H  —  k  ~h  +  2  e  cosi  via  finché  si  concluderebbe  che  la  proposta 
/■(  a?)  =  0  ne  avrebbe  al  più  p:  -  fc  —  ft  +  fc,  cioè  iJ.  -  A  contro  il  sup- 
posto. 

O/fKCLi.  — /tfiCuiioiit  1^1  aìtalUi   atgabvica,  !!.■   ijclÌE.  48 
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732.  Corollario.  —  i9e  un'equazione  ha  tutte  le  me  radici  rea- 
li {*),  anche  le  eue  derivate,  di  tutti  gli  ordini,  aoranao  tutte  It 
loro  radici  reali. 

Invero,  se  1'  equazione  f{x)  =  0,  di  grado  n,  ha  latte  le  radici 
reali,  la  derivata  /'l*'(a;)=0  ne  avrà,  pel  teorema  4^,  almeno  n-it. 
Ma  n-k  b  appunto  il  grado  dell'equazione  /(*'(x>=0;  quindi,  ecc. 

JTota  «d  Esercixi. 

1.  Se  l'equBtione  dal  terso  gr^io,  a  radici  distìnte: 
a:'  +  px*  +  qx  +  r^O 


6  =  3 


indich 

i    OOD    S 

il  nsmwa  d«IU  1 

sue  radici  positive, 

r>0  , 

,  q>0 

,  p  >0 

i->0  , 

.  q>o 

,  p<0    e  per 

r>0,  q<0 

r<0, 

q  >0 

,  p>0        » 

r <0  ,  5  <0 

i<0 

,  q>o 

,  p  <  0. 

Per  dimostrare  ciò  si  comiaeierà  dall'  osaerrare  che  5  A  pari  o  dispari 
■econdochè  sia  (art  721)  r  >  0  ovvero  r  <  0.  Si  completerà  poi  il  criwrio 
osservando  che  la  derivata:  8x'  +  '2px  +  5  =  0  ha  pure  le  radici  reali,  co- 
siochò  dai  segni  di  quest'ultime  si  arifomentcranno  facilmente  (cfr.  art.  729) 
i  sedili  delle  radici  delta  primitiva. 

2.  Mostrare  come  ei  determini  il  namero  delle  radici  reali  di  un'eqns- 
■ione  conoscendo  i  valori  delle  radici  reali  della  derivata. 

8.  Dimostrare  che  se  ;  (n  —  l)b'  <  2nac  ,  V  equazione  a  coefficienti  reali 
aa:"  +  ix"''  +  de"'"  .  .  .  ^  0  non   ha  più  dì  n  —  3  radici  reali. 

Si  applichi  il   teorema  4°. 

4.  Se  ^  è  il  numera  delle  radici  reali  multiple  di  un'equazione  («ooUte 
ciascuna  una  volta  sola)  e  }.  il  numero  delle   radici    reati    distinte   della 

prima  derivata,  si  ha  {1  ^  T-   per  X   pari    e   |j.<  —    ■      per  X  diepari. 

b.  In  molte  questioni  di  analisi  (in  quelle  per  esempio  in  cui  ocaornm» 
le  funiiont  ifericht)  e  di  fisica  matematica  hanno  grande  importania  certe 
particolari  funzioni  intere  di  31  di  1°,  2",  8",  .  .  .  grado,  che  si  chiamsoo 
risp.  polinomi  di  Ltgendre  del  1°,  2°,  8",  .  .  .  ordine  (**)■ 

Il  polinomio  di  Legendre  dell'  ordine  n,  ohe  indicheremo  con  P,<a!j  h* 
l'espressione  seguente: 


2-4.(2n^lX2K-3)   ' 
B  trae  la  sna  origine  dallo  sviluppo  in  serie  : 


—  =  1  +  P,{a;).a+P,(a!).a*+. 


(*)  Cktn  oiò  intendiamo  dire  brevemente  che  essa  ha  tante  radici  reali 
quanto  è  il  suo  grado. 

(**)  Cima  le  fnniioni  di  Laplae»,  cfr.  Jordan:  Coura  d' Analfse.  Tonie  n , 
2*  £dis.  pg.  24S. 
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La  «tossa  fnniEone  P„(r)  eì  paò  anche  ottenere  deri?aDdo  n  volte  dì  se' 
^ito  rispetto  alla  variabile  x  la  funzione:  (a*  —  !)",  e  precisamente,  ae  si 
pone  per  brevità  : 

rt-)  =  j^-(-'-ir,  (3) 

I',W  =  /""'W-  (4) 

Da  qaeBt'nltima  espreseione  di  F^i")  ^  facile  dedurre  che  U  tquaHoni 
Pi,(x)  —  0,  eh«  li  otleagmo  eguagliando  a  xero  uno  qualunque  dei  polinomi 
di  Legcndrt,  hanno  luiie  le  loro  radici  reali. 

Infatti,  poiché  l'eqnaiione: 

(x'-l)"  =  0  (5) 

ha  tutte  le  ano  2r  radici  reali,  (la  radice  -I-  1  e  la  radice  —  1  ripetute  cia- 
scuna »  volte),  tutte  le  sue  derivate,  e  quindi  in  particolare  la  aua  n"" 
derivata,  avranno  del  pari  (art.  782)  tutte  le  loro  radici  reali. 

6.  Dimostrare  che  l'equazione  P^fx)  =  0  ha  inoltre  tutte  le  tue  radici  dile- 
guali e  comprete  fra  —1  e  +1. 

Basterà  applicare  più  volte  dì  seguito  all'equazione  (5)  il  teorema  dal- 
l'art. 727  e  quello  dell'art.  fl99.  Cosi,  per  quest'ultimo  teorema,  la  derivata 
di  (&)  avrà  la  radico  +  1  e  la  radice  —1  ripetuta  ciascuna  n  —  l  volte  e, 
per  il  teorema  dell'art.  727,  avrii  inoltre  una  radice  compresa  Ara  —  1  e 
-^  1  ì  B  coti  via. 

7.  Mediante  le  (8)  e  (4;  si  dimostrino  le  formole  seguenti  : 

V'„»ix)  -  P'„_,(a;)  =  (2n  +  1)P„{3:) , 

(«  +  l)P„+i  -  (2»  +  l)xP„  +  nP^,  =  0 , 

(1  -  x*)J?\(x)  +  2«P'„(aj)  +  n(n  +  l)P„(a:)  =  0. 

§  4.0— Tarlftslonl  •  permanenze.  Teorema  di  Budan  e  Fonrler. 
Redola  del  se^nt  di  Oartetio. 


733.  Sìa  data  una  encceBsione  di  an  nnmero  finito  di  numeri 
reali,  diversi  da  zero,  flcritti  in  un  certo  ordine  sopra  altrettanti 
poeti.  Si  dirà  che  ìd  ano  di  qneetl  posti  vi  è  ixoa.  permanenza  ov- 
vero una  variazione  secondochè  il  segno  del  nnmero  che  occupa 
quel  posto  è  uguale  o  contrario  al  segno  del  numero  che  occnpa 
il  posto  precedente.  Cosi,  ad  esempio,  nella  successione:  3,  —2,  4, 
5,  —  6  vi  sono  tre  variazioni  {2°,  3",  e  5«  posto)  ed  una  perma- 
nenza (4°  posto). 

Poiché  al  primo  posto  non  c'è  né  variazione,  né  permanenza 
(non  essendoci  alcun  termine  che  lo  preceda),  cosi  è  chiaro  che 
la  «omma  compleisiva  del  numero  di  variazioni  e  di  permanenze 
in  una  aucceasione  di  n  quantità  sarà  n  — 1. 

734.  Tkokkma  di  Bodak  k  Poohieb.  —  Siano  a  e  ^  due  numeri 
reali  qualunque,  che  non  siano  però  radici  né  dell'equazione 
f(x)  =  0  (di  grado  n),  né  delle  sue  derioate  successive;  e  aia  a.  ai- 
ffebricamente  minore  di  ^.  Se  si  conaiderano  allora  te  due  aucces- 
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f(a)  ,  f'(«) ,  f"(a) ,  f"'(a) , .  . . ,  P»l(")  d) 

f(p)  ,  f'(?)  ,  f'(?)  ,  r"C?) ,  .  .  . ,  f(")(?) ,  (2j 

1.0  che  il  numero  di  variazioni  contenute  nella  prima  tucca- 
sione  è  maggiore  od  uguale  al  numero  delle  variazioni  contenute 
nella  seconda; 

2.°  che  il  numero  delle  radici  reali  dell'equasfone  f(z)=0  com- 
prese  fra  a  e  ^  non  può  mai  superare  la  differenza  fra  il  nu- 
mero di  variazioni  della  prima  e  della  seconda  successione,  ma 
può  esserle  inferiore  di  un  numero  pari. 

Per  riconoscere  in  qnal  modo  i  segni  della  sncceasione  (1)  pos- 
sano differire  dai  segni  della  sQccessione  (3),  consideriamo  la  snc- 
ceBSÌone  generale  : 

rt»),rw,rw /«w  (3i 

e  immaginiamo  dì  seguire  col  pensiero  i  diversi  valori  che  vanno 
prendendo  gli  n  termini  di  qnesta  snccessione,  quando  la  x  si  fa 
crescere  con  continuità  dal  valore  a  al  valore  |  passando  per  tutti 
i  valori  intermedi. 

Durante  questo  crescere  della  xà&a  &^,  noi  sappiamo  che  una 
qualunque,  fi'',  delle  ftinztonf  (ft)  potrà  cambiare  di  segno  soltanto 
nel  momento  in  cui  la  a;  passa  per  un  valore  che  1'  annulla,  cioè 
per  una  radice  di  /'*'  =  0. 

Dobbiamo  dunque  ricercare  che  cosa  avvenga  dei  segni  della 
sncceasione  (3)  quando  la  x  attraversa  un  certo  valore  f  che  an- 
nulla una  delle  funzioni  (3).  Incominceremo  dal  supporre  che  f 
annulli  proprio  la  stessa  funzione  fXx).  Allora,  se  i  eia,  in  gene- 
ralo, il  grado  di  mnltiplicita  di  y  come  radice  dell'  equazione 
fi,x)  =  0,  si  avrà,  come  sappiamo,  (art.  698}  : 

m=0  ,  f(i)=0  ,  ni)^(3  ,...,  f  1^-'>{T)=0  ,  /'^'(T)^  ■  ■  ■  ■ 

In  questa  successione  non  è  il  caso  di  considerare  variazioni  o 
permanenze,  poiché  i  suoi  termini  sono  in  parte  nulli. 

Delta  però  h  una  quantità  positiva  piccolissima,  potremo  con- 
frontare iVa  loro  le  due  successioni  : 

AT-ft) ,  r(Y-A)  -  r{^-k) ,...,  r''-"(Y-A)  -  /-'"'(-r-ft)  -  ■ .  ■ 

nt+h) ,  n^+h) ,  f'(-{+h) ,...,  /*-')Cy+a)  ,  /''^'(T+A) . . .  ■ 

che  corrispondono  a  due  valori  di  x  ì'  uno  antecedente  e  l' altro 
susseguente  a  -(. 

Ora,  per  quanto  si  è  visto  poco  innanzi  (art.  724) ,  essendo  f 
radice  di  f{x)-0,  fi-^-h)'tid  /"(r— A)  sono  ài  segno  opposto,  nel 
mentre  che  f{y+h}  ed  fl-i-i-h)  sono  di  egnal  segno. 

Ciò  signiflca  che  la  prima  successione  ha  una  variazione  nel  se- 
condo posto,  nel  mentre  che  in  questo  stesso  posto  la  seconda  bdc- 
cessione  ha  nna  permanenza.  Similmente,  poiché  7  è  anche  radice 
di  f{x)=0,  si  avrà  che  fiy-h)  ed  f'i^^h)  sono  di  segno  opposto 
nel  mentre  che  /"(y+h)  ed  f  {7  !-ft)  sono  di  egaa)  segno,  onde  sn- 
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che  al  terzo  poeto  si  avrà  una  variazione  per  la  prima  Biicceseione 

ed  una  permanenza  per  la  seconda. 

E  questa  stessa  conelusionc  sì  potrà  fare  evidentemente  fino  al 
poato  ().  +  X)""*  inclusivamente.  In  questo  posto  poi  fC-liy—h)  ed 
f'-^'if+f^ì  hanno  lo  atesso  segno,  poiché  -j  non  è  radice  di  f''^\x)=0. 
Dunque:  quando  la  x  cresce  passando  attraverso  un  valore  spe- 
dale Y  radice  di  f(x)  =  0,  la  serie  di  Budan: 

f(x),f'(x),f"(x),...,f'")(x,  (3) 

perde  precisamente  tante  tìariazioni  quanto  è  il  grado  di  multi' 
plicità  della  radice  -(. 

735.  Consideriamo  ora  l'altro  cano  che  pud  presentarsi  durante 
il  crescere  di  x  da  a  verso  p.  ciofe  che  x  passi  per  un  valore  spe- 
ciale Y  che  sia  radice  di  uoa  certa  derivata  p'""  (senza  esserlo 
della  precedente). 

Se  J:  è  il  grado  di  multiplioitìi  dì  Yi  bì  avrà  : 

/•"^"(y)  s  0 ,  /  (pi{y)  =  0 ,  /^fp^'K-r)  -  0 .... , 

/•(i«-*-i1(y)  =  0,/'"'^*1(y)sO. 
Anche  qui  dobbiamo  confrontare  le  due  successioni  di  valori  : 

flP*i'-iì(-^  _  A) ,  /'(P'-*)(Y  -  h) , 
ed 

r"""CT  +  A) ,  /""'(Y  +  à) ,  r^^Kt  ^-  A)  ,  -  .  . , 

che  corrispondoDO  a  due  valori  di  x  1'  uno  antecedente  e  1'  altro 
sasse^ente  a  y> 

Poiché  Y  *  radice  di  f^^Hx)  =  0,  ripetendo  il  ragionamento  pre- 
cedente, si  troverebbe  che,  dal  terzo  posto  in  poi,  si  hanno  nella 
prima  di  queste  due  saccessioni  k  variazioni,  le  quali  si  cambiano 
in  altrettante  permanenze  nella  seconda  successione.  Rimane  quindi 
a  vedere  che  cosa  accade  al  secondo  posto ,  giacché ,  quanto  al 
primo  posto,  è  chiaro  che  f^~^'(,-(  -  h)  ha  lo  stesso  segno  di 
/t'^>'(Y  +  h),  non  essendo  compresa  fra  Y  — A  e  y  +  h  alcuua  ra- 
dice di  /l''-''(a:)  =  0.  Invece  /'^'Cy-*)  «d  f^''Kt  +  >^)  saranno  di 
se^ni  eguali  o  contrari  (art,  720)  secondochè  k  sia  pari  o  dìspari; 
poichfe  Y  ^  radice  dì  ^"'l(a;)  =  0  di  raalliplicìtà  £,  cosicché  si  deve 
ritenere  che  fra  y  — AeY  +  A^i  sono  k  radici  di  /""'(kj^O. 

Nel  caso  di  k  pari  le  due  successioni  avranno  dunque  ai  primi 
due  posti  assolutamente  gli  stessi  segni,  onde  passando  dalla  prima 
successiono  alla  seconda  si  verificherà  semplicemente  la  perdita 
ilelle  k  variazioni  sopra  menzionate.  Si  perderà  quindi  un  numero 
pari  di  variazioni. 

Nel  caso  di  k  dispari  il  secondo  posto  cambia  dì  segno  passando 
dalla  prima  successione  alla  secunda,  cosicché,  se  al  secondo  po- 
sto si  aveva  una  permanenza,  sì  avrà  poi  una  variazione  e  vice- 
versa. ÀI  secondo  posto  ai  sarà  dunque  perduta  ovvero  guadagnata 
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una  variazione  dopo  il  passaggio,  cosicché  il  numero  totale  di  Ya- 
riazioni  perdute  non  sarà,  più  k  (come  quando  k  era  pari)  ma 
bensì  fc±l,  elle  è  eridentemeute  un  numero  pari  positivo  {o  nullo). 
Biassumendo  questi  dae  casi  concludiamo  ctie  il  passaggio  dì  x 
attraverso  tina  radice  dì  una  derivata  porta  con  sé  che  la  serie 
di  Budan  (3)  perda  un  numero  pari,  che  può  anche  essere  nnito, 
di  variazioni. 

736.  Esaminati  cosi  i  casi  possibili  di  cambiamenti  di  segni 
nella  serie  di  Budan,  immaginiamo  che  la  x  cresca  con  continuila 
da  a  verso  J.  Dopo  quanto  si  è  spiegato,  è  chiaro  che  la  serie  di 
Budan  durante  questo  crescere  di  x  non  gnadagnerA  mai  varia- 
zioni ;  bensì  essa  perdere  una  variazione  per  ogni  radice  di  fix)^0 
che  viene  attraversata  da  x;  di  piii,  ogni  qualvolta  x  attraversa 
una  radice  di  una  derivata,  essa  perde  un  numero  pari  {che  può 
essere  anche  nullo)  di  variazioni.  Si  conclude  che  la  perdita  di 
variazioni  che  si  verifica  confrontando  la  successione  (1)  colla  SDC- 
cesBÌone  (2)  è  uguale  o  maggiore  del  numero  di  radici  reali  di 
/(a:)  =  0  comprese  fra  a  e  f,  e,  se  è  maggiore,  ne  differisce  di  un 
numero  pari,  e.  d.  d. 

737.  B.BOOLA  DBI  SEGNI  DI  Càrtssio.  —  Sìa  : 

f{x)  =  c^  +  c,a:  +  ctx*  +  .  . .  +  c„,^x"-i  +  ««a"  =  0 

r  equazione  data.  Applichiamo  ad  essa  il  teorema  di  Bodan  per 

Si  avrà  allora  che  il  numero  delle  sue  radici  comprese  fra  0 
e  -h  w  (cioè  il  numero  delle  sue  radici  reali  e  poeitive)  non  potrà 
superare  ìl  unmero  di  variazioni  che  la  serie  delle  funzioni  ; 

f(x)  =  c^  +  c,x  +  c^x'  +  Gjo;'  +  . .  .  f  c^x" 

f'{x)  =  e,  +  2Cja:  +  SCgO;'  +  .  .  .  -i-  nc„x'''^ 

f"{x)=  2cj    +6c,a!-l- .  .  . +n(B-l)c„a!''-'  (4) 

f"'ix)  ~  6cj     + 


perde  passando  x  dal  valore  0  a!  valore  4-  oo-. 

Ora,  per  a:  =  0,  i  segni  di  queste  funzioni  coincidono  coi  segni 
dei  coefSclenti  : 


risp.  e  per  x=  x>  coincidono  iart.  715)  coi  segni  dei  termini  di 
più  alio  grado,  cioè  hanno  tulle  il  segno  di  c„,  il  che  significa 
che  per  x  =  an  la  serie  f{x)  ,  f{x)  ,  .  .  .  presenta  soltanto  perma- 
nenze. Si  conelude  dunque  che  per  3;  =  0  la  serie  di  Budan  ha 
precisamente  tanie  variazioni  quante  ne  ha  la  serie  dei  coefficienti 
dell'equazione,  e  che  queste  variazioni  si  perdono  tutte  passando 
ad  3!=  + ce.  Si  avrà  dunque  pel  teorema  di  Budan  che;  il  nu- 
mero delle  radici  potitive  di  un'equazione  non  può  mai  ntperare 
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l'i  numero  di  variazioni  cìie  presenta  la  serie  dei  suoi  coefflcienti, 
e,  se  ne  è  inferiore,  ne  di/ferisce  per  un  numero  pari. 

Cosi,  p.  es.,  l'equazione:  afi  —  4a^  —  3x'  +  12a;*  -t-  Se  +  1  =  0  non 
pnè  aveve  più  di  dae  radici  positive,  perchè  la  serie  dei  suoi  coef- 
ficienti 1,  —4,  -3,  12,  8,  l  presenta  due  sole  yariazìoni.  [noltre 
posBiamo  aggiungere  che  essa  avrà  o  nessana  oppure  due  radici 
positive. 

738.  La  regola  dei  segni  di  Cartesio  si  presta  egaalmeote  a  dare 
tin  limite  superiore  del  aamero  delle  radici  negative  dell'equazione 
proposta.  Basterà  infatti  trasformare  l'equazione  nell'equazione  a 
radici  di  segno  contrario,  con  che  le  radici  negative  si  cangiano 
nelle  positive  delia  trasformata,  e  applicare  a  quest'ultima  la  re- 
gola di  Cartesio.  Cosi  nell'es,  prec.  la  trasformata  a  radici  di  se- 
gno contrario  è:  jc*  +  4^*  —  'dx'  — 12»*  +  8»  -  1  =  0,  che  ha  tre  va- 
riazioni. Perciò  la  proposta  non  potrà  avere  più  di  tre  radici  ne- 
gative (e  precisamente  ne  avrà  una  o  tre). 

739.  La  dimostrazione  data  all'art.  737  cade  in  difetto  quando 
1'  equazione  proposta  sia  incompleta,  cioè  nianchi  di  alcuni  ter- 
mini. In  questo  caso  infatti  i  valori  delie  funzioni  di  Sudan  per 
z  =  0  (cioè,  che  è  lo  stesso,  i  coefficienti  dell'  eq.)  sono  in  parte 
nulli,  onde  il  teorema  non  si  può  applicare  immediatamente.  Con- 
verrà bensì  sostituire,  in  luogo  di  a;  =  0,  un  valore  piccolissimo 
positivo  X  =  t,  tanto  piccolo  da  potersi  ritenere  che  fl-a  xi^O  ed 
a:  =  E  non  cadano  radici  dell'equazione  proposta.  SI  cercherà  al- 
lora il  numero  di  variazioni  della  serie  /\e)  ,  /"(e)  ,  f  {e.) , .  . . . 

Ma  è  facile  riconoscere  che  questo  numero  di  variazioni  coin- 
cide ancora  precisamente  col  numero  delle  variazioni  delia  serie 
dei  coefflcienti  «diversi  da  zero)  dell'equazione  incompleta. 

Sappongasi  infatti  che  manchino  i  termini  compresi  fra  c^a:''  e 
Ci,3^(Ji<.k),  cioè  che  sia  nell'equazione  proposta: 

Cft  s  0  -  cjt+i  =  0  »  ■  ■  ■  .  cjt-i  =  0  ,  Cj  s  0 
o  vediamo  quali  siano  i  segni  delle  corrispondenti  derivate  : 

/-("'(e)  ,  /""+»)(£)  , .  .  . ,  /•l*-"(s)  .  /''*'(=)■  (5) 

Quanto  al  segno  di  ^'*'(e),  esso  coincide  (art.  715)  col  segno 
del  sao  termine  di  grado  meno  elevato,  cioè,  come  si  vede  dalle 
(4),  col  segno  di  c^.  Lo  atesso  dicasi  per  ie  /'''"■''(£), /(''"'"'"(s), ...  ; 
per  queste  funzioni  però  il  termine  dì  grado  meno  elevato  (essendo 
c^^.,  =  0  ,  Cft+j  =  0  , .  .  .  ,  Cj  2  0)  si  presenta  in  tutto  col  coefficiente 
Ck  che  è  il  primo  coefficiente  diverso  da  zero  dopo  c^.  Conclu- 
diamo dunque  che  i  segni  delle  (5)  coincidono  coi  segui  della  suc- 
cessione : 

"a  c*  c*  "*  •  ■  ■  e» 
la  quale  contiene  evidentemente  tante  variazioni  quante  uè  con- 
tiene la  semplice  coppia  c^c^.  È  dunque  chiaro  che  la  regola  dei 
se^ni  di  Cartesio  si  può  applicare  anche  alle  equazioni  Incom- 
plete, non  tenendo  alcun  conto  dei  termini  che  mancano.  Cosi  ad 
es.  l'equazione  se*  — dx  — 110  =0  non  contenendo  nei   suoi   eoeffi- 
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cienti  1,  -  8,  -  110  che  una  sola  variazione,  non  potrà  avere  che 
ana  sola  radice  reale  positiva,  e  questa  esisterà  certamente. 

740.  Se  un'equazione  ha  tutte  le  radici  retUi,  il  numero  delle  su; 
radici  compreae  fra  due  numeri  qualunque  a  e  3  (*  <  P)  ^  preci- 
tamente  uguale  al  numero  delle  variazioni  perdu^  dalla  serie  ili 
Sudan  passando  da  x  =  a  ad  x  =  ^. 

Sia  infatti  n  il  i^rado  dell'equazione.  Facendo  variare  con  con- 
tinaiià  la  a;  da  —  oo  a  +  oo ,  la  serie  di  findan  dovrà  perdere  (ar- 
ticolo 734)  n  variazioni  corrispondentemenre  al  passaggio  per  o- 
gnnna  delle  n  radici  dell'equazione.  Attraversando  le  radici  delle 
derivate  non  potrà  quindi  perdere  alcuna  variazione,  poiché  aliri- 
menii  il  numero  totale  di  variazioni  perdute  passando  da  -  o:  » 
■f  co  sarebbe  superiore  ad  n  ;  il  che  6  assurdo  non  potendo  la  se- 
rie di  Sudan  (art.  733)  contenere  piti  di  n  variazioni. 

741.  In  un'equazione  a  radici  tutte  reali  il  numero  delle  varia- 
zioni che  presenta  la  serie  dei  suoi  coefflcienti  è  precisamente  u- 
guale  al  numero  delle  sue  radici  positive. 

E  questa  una  conseguenza  del  teorema  dal  precedente  quale  si  de- 
durrà assolutamente  nello  stesso  modo  tenuto  per  dedurre  dal  teo- 
ema  di  Sudan  la  regola  dei  segni  di  Cartesio. 

ITot»  ed  Esftrcixi. 


1.  Applicare  la  regola  dei  segai  'di  Cartesio  all'equaKioue  l'+i'+i*— 25t- 
86  =  0.  Soatitaire  quindi  i  valori  i=-8,  —2,  —  1,  1,  S,  8  e  riconoscerà 
cosi  che  essa  ha  precisameDte  due  radici  reali  negative  ed  oca  reaie  po- 

2.  Un'equazione  a  coefficienti  tutti  positivi  non  ha  radici  positive  e  un* 
equazione  completa  a  coeffioieuti  alternativamente  positivi  e  negativi  dod 
ha  radici  negative. 

t).  Il  numero  di  variazioni  di  segno  che  presenta  la  sncoessione  dei  coef- 
ficienti di  un'equazione  é  pari  o  dispari  secondochà  i  coefficienti  estremi 
sono  dello  stesso  segno  o  di  segno  contrario. 

4.  Data  l' squali one  di  grado  n: 

A^)  =  OoiC  +  a^ar-^  -t...  +  a,^x  -H  a,  =  0  (l) 

si  considerino,  in  luogo  delle  successiva  derivale,  le  funsioui  più  sem- 
plici : 

^,(a;)     =  «(!«""'  +  Oiic"~»  +  .  .  .  -t-  a„.^  +  n„_, 


{2) 


«•  ncUit  trrie  .- 

m ,  f,(«) ,  f.w ,  • . . ,  f.w 
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è  «guaÌ4,  o  $%perÌor»  di  un  numero  pari,  al  numtro  dtUt  radici  potillve  lU- 
periori  ad  a  deU'egwfiomt  t[x)  =j  0. 

5.  L*  dimostra* ione  di  qaeato  taorema  data  da  Lagnerre  si  baaa  ani  ' 
lemma  se^uetite,  che  ai  paò  considerare  coma  una  general itjiaiioae  della 
regola  dai  segni  di  CorteHio  ; 

Sia  F(x)  una  lerie  ordinala  teeondo  le  polenxt  crracinti  di  x,  coivotrgente 
per  tvUi  i  valori  politivi  di  x  più  piccoli  di  un  numero  dato  a,  la  quale  ietti 
di  enere  eonvergenle  par  x  =  a.  AMmettiama  inolire  che  il  numero  delle  caria- 
iioni  di  irgno  che  li  pretentano  ntUa  tueeetiione  dei  eoiffieienii  della  terie  ita 
finito.  Il  numaro  dei  valori  di  x  per  i  quali  la  lerie  F[x)  i  convergente  ed  ha 
ptr  valore  tiro  i  al  piit  eguale  al  numero  delh  variaxioni  della  lerit  E'(x),  e, 
le  ne  ì  ir\fcriore,  ne  differUce  di  un  numero  pari,  (Laguerre  —  Notei  tur  la 
réiolnlion  dei  équalioni  numéHqaei.  Paria  ISdO). 

6.  Ciò  preraBsso,  per  dimostrare  il  teorema  di  Laguetre  cominciamo  dal- 
l'osservare  che  si  ha  identicamente,  per  la  regola  di  Raffini  : 

/(«)=W-«)lf,(a)i— +/',.-i(«)»'-'+  .  ■ .  +AWI+A») 

d'  onde  : 

j3^  =  /■.(«)";"-'  +  /•.-,(«)«"-'  + .  ■ .  +  AO)  +  ^- 

Ma  per  se  >  a  si  ha  (art.  628)  lo  sviloppo  convergente  : 

al—  a        X      .       a        x    \         x      x*       "  ']' 


fio:)  /l\-("-i)  /iv-C»-") 

+  Aa)-(j)  +  «floì-QV  «'««)•©■  +  •  ■  ■ 

cho  b  ano  avilDppo  ordinato  aecondo  le  potonse  crescenti  della  variabile 

I  —  I,  il  qnale  i  convergente  per  i  valori  di  -  compresi  tra,  0  ed  -~. 

Poiché  le  variaiioni  presentato  dai  ooeiBcienti  di  qnesto  sviluppo   non 
differiscono  evidentemente  da  qnelle  della  eerie  (8),  si  ha  dunque,  in  TÌrt<i 

del  lemma  premesso ,  che  il  numero  dei  valori  di  -  compresi  tra  0  ed  - 

(o,  che  è  lo  stesso,  Il  nnmsro  dei  valori  di  x  compteai  f ra  +  a>  ed  a)  per 

i  qnali  ai  annnlla  non  può  anperare  il  numero  delle  varia»Ìon^  della 


serie  (8)  ed  in  ogni  caso  ne  differisce  di  un  numero  pari,  e,  d.   d. 

7.  È  importante  di  osservare  ohe  il  teorema  di  Lagnerre  ai  applica  nella 
pratica  con  grande  facilità,  poiché  gli  n-HI  valori  (8)  Bono  appunto  quelli 
stasai  che  a'  incontrano  (art.  492)  nell'  naoale  calcolo  pratico  del  valore 
di  y(»). 

Coti,  ad  esempio,  data  1'  equasioue  : 

f[x)~3fi-3x*  +  83^~-2x  +  l  =  0,  (4) 

dovendosi  calcolare  il  valore  di  /(2)  per  riconoscere  ae  ì 
dici   poaitive  comprese  fra  0  e  2  sia  pari  o  dispari  (art. 
CAtmAJ.  ~-  MUwUoni  di  analiti   algebrica,  8.»   cdii. 
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ranno  natarklmente  i  numeri  ; 

1   ,  -1   ,  -6  ,  -12  ,  -26  ,  -51=A2). 

Preaentando  questi  hda  aola  variazione,  il  teorema  di  Laftnerra  ci  dlie 
che  l'eqoaaione  (4)  ha  una  radice  positiva,  ed  nna  aola,  enperioro  a  2. 

8.  Come  altro  esempio  ai  applichi  il  teorema  di  Badan  a  ricercare  un 
limite  superiore  del  numero  di  radici  positive,  comprese  fra  2  e  -f  « ,  del- 
l'equazione: x*  —  Bx'  +  Sx*  —  4x  —  1  —  0, 

Bi  oostmirà,  col  procedimento  dì  Horner  (ctr.  capitolo  XÌV),  il  qusdru 
1     _1       1-2     -5 


di  cai  la  prima  orizsontale  ci  dice,  pel  teorema  dì  La^erre,  che  il  nu- 
mero di  tali  radici  é  ugaale  od  inferiore  a  8;  nel  meotre  cbe  la  diaco- 
nale (  la  qoalo  ci  dà  i  valori  di  /i2),  — —  ,  —  1  ci  dice,  pel  teorema  di  Bn- 

dan,  che  l'equazione  ha   una    sola    radice  superiore  a  3. 

9.  Per  altri  teoremi  che  presentano  molta  analoRÌa  con  quelli  dimoMnti 
in  questo  g  ofr.  le  due  Note:  Sitila  leparationt  delle  radia  dtlU  tqaatioM  tu- 
dianU  il  caleoUt  d«lU  differenze.  (Bendiconto  della  H.  Aco.  delle  Scienze  di 
Napoli,  novembre  e  dicembre  1894)  ;  come  pare  i  §§  8>  e  4'  del  capitolo  cb* 

g  5.0  —  Teorema  di  Starni. 

742.  Sturm  è  giunto  pel  primo  a  costruire  una  snccesaione  di 
ftaDzioDl  : 

Aa:)  ,  nix)  ,  Ux) ,  U{x) ,,.. 

tali  cbe  la  perdita  di  variazioni  che  essa  subisce  passando  da  nn 
valore  x  =  a  ad  nn  valore  x=^,(j>  a),  sia  eguale  precisamente 
al  numero  delle  radici  reali  distinte  di  AaJj-O  comprese  fraae  J. 
Le  prime  due  funzioni  flx)  ed  f^(x)  altro  non  sono  che  il  primo 
membro  dell'equazione  e  la  sua  prima  derivata  f{x),  che  orafn- 
dicberemo  per  simmetria  con  f,(.x).  Le  altre  funzioni  si  costroi- 
soono  come  segue,  Per  f^(x)  si  prende  il  reato  (con  segno  cam- 
biato) della  divisione  di  f(x)  per  f^(x)  ;  per  ff{x)  il  resto  (con  se- 
gno cambiato)  della  divisione  di  f^(x)  per  f^{x)  e  così  di  segnilo; 
cosicché  Bi  hanno  le  identità  : 


nell'ultima  delle  quali,  poiché  i  gradi  dei  resti  yanno  diminaeiiiio 
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sempre  almeno  di  nna  nniU  (cfr.  art.  645),  si  può  ritenere  che 
l'ultimo  resto  fi,[x)  sia  una  costarne  C. 

Inoltre,  ammettendo  per  ora  che  la  funzione  f{x)  e  la  sna  prima 
derivata  f(_x)  siano  prime  fra  loro,  possiamo  anche  ritenere  (cfr. 
art.  515)  che  questa  costante  C  sia  diversa  da  zero. 

74'ò.  Ciò  posto,  passiamo  a  dimostrare  che  la  perdita  di  varia- 
zioni che  gubigce  la  lerie  di  funzioni  : 

fCx)  ,  f,{x) ,  f,(x)  ,  .  .  .  ,  fjCx)  (2) 

così  costntita,  passando  dal  valore  x  =  aL  al  valore  x  =  ^,  (^  >  a), 
è  preeieamente  uguale  al  numero  delle  radici  reali  di  f(x)=0  com- 
prese fra  a  e  ^. 

A  tale  oggetto  è  essenziale  di  notare  che  le  funzioni  (2)  (godono 
delle  due  aegnenri  proprietà  fondamentali. 

l."  Due  funzioni  coneecutioe  della  Berle  (2)  non  «i  posaono  an- 
nullare per  uno  ttesto  valore  di  x. 

Supponiamo  infatti,  se  6  possibile,  che  si  avesse  per  un  certo 
valore  a  di  a:  : 

Poiché  fra  le  (1)  stiseiste  la  relazione  identica  : 

fi(x)  =  »i4.,(a;)  A+i(a:)  -A+i(a:) , 
si  avrebbe  in  particolare  : 

/V(«)  =  9i..,(a)A+i{a) -/(+»(«), 

d'onde  si  dedurrebbe,  essendo  per  snpposto  /"((a)  =  0  , /',4.,(«)  =  0, 
dover  essere  altresì  fi+iia)  =  0.  Essendo  ora  A+if*)=0  i  A+s(«)=0, 
si  dimostrerebbe  similmente  dover  essere  fij.3(a)  =  0,  e  cosi  pro- 
cedendo si  concluderebbe  finalmente  che  dev'essere  /■|,(a)--0.  Ma 
ciò  è  assurdo,  poiché  f^ix)  è  una  costante  diversa  da  zero. 

2."  Se  una  funzione  di  Sturm  si  annulla  per  x=a,  le  due  fun- 
zioni della  serie  (2)  che  la  comprendono,  prendono,  per  x=«,  wa- 
lori  di  segno  opposto.  Dalle  relazioni  (1)  si  ha  Infatti  : 

r*-i(«)  =  <?,(«)  AC») -A«(«). 

Di  qui  si  vede  che,  se  /■((a)  =  0,  si  ha: 
A-iW  =  -A«(a)> 

cioè  appunto  che  le  due  funzioni  fi^i(x)  ed  A+i(x)  che  compren- 
dono f^x),  hanno  segni  opposti  per  x  =  a, 

744.  Venendo  ora  alla  dimostrazione  del  teorema,  notiamo,  come 
ai  è  fatto  pel  teorema  di  Sudan,  che,  facendo  crescere  la  x  da  a 
verso  3,  te  funzioni  di  Sturm  allora  soltanto  possono  subire  cam- 
biamenti di  segno,  quando  la  x  attraversi  un  valore  speciale  che 
anoDlIi   qualcuna  dì  queste   funzioni.t  Inoltre ,    con    ragionamento 
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identico  a  quello  tenuto  pel  teorema  di  Badan,  si  riconosce  che, 
se  X  attraversa  «na  radico  a  (semplice,  per  snpposto)  dell'  equa- 
zione proposta  /fa:)  =  0,  la  serie  di  Starm  perderà  (al  secondo  po- 
sto) nna  variazione. 

Se  dunque  ooi  dimostreremo  che  la  serie  di  Sturm  non  perdi 
alcuna  variazione  quando  la  x  pagai  per  un  valore  di  f  che  an- 
nulli  vn'altra  qualunqve  delle  funzioni  (2),  è  chiaro  che  il  teo- 
rema enunciato  resterà  stabilito  completamente. 

Sapponiamo  pertanto  che  la  x  attraversi  un  valore  ^  per  il  quale 
si  abbia  /'{(y)  =  0,  e  confrontiamo  al  solilo  i  valori: 

^,-,CT-''),/V(T-a),/'m(Y-»)  ("I 

coi  valori  : 

ruf + A) .  Uf + A) .  fi*t(-i + fc).  (*) 

In  virtù  della  prima  proprietà  (art.  743)  delle  fanzioni  di  Sturm, 
essendo  /((i)  =  0,  sarà  invece  : 

A_,(Y)sO,At,(T)SO, 

onde,  per  h  abbastanza  pìccolo,  1  tre  namerì  : 

A-,(T-ft;>A-,(T).A-i(T  +  A) 

avranno  eg^al  segno  e  cosi  pare  i  tre  numeri  : 
A+,(T-A).A.iCT),/'i+.(T  +  ft)- 

Ma,  per  la  seconda  proprietà,  ft^iiy)  ed  A-i(t)  hanno  segni  op- 
posti ;  avranno  dnnqne  segni  opposti  anche  A-iCf"*)  ^-^  A+itT-*)' 
come  pure  avranno  segni  opposti  /,_i("]f+A)  ed  fi+iil+h).  Poiché  ora 
nella  tema  (a)  i  termmì  estremi  hanno  segni  opposti,  è  chiaro  cbe, 
qualunque  sia  il  segno  del  termino  intermedio,  questa  tema  pre- 
senterà una  variazione  segrufta  da  una  permanenza,  ovvero  uda 
permanenza  seguita  da  nna  variazione;  cioè  in  complesso  avrà  nni 
sola  variazione.  Per  la  stessa  ragione  anche  la  terna  (fi)  avrà  nns 
sola  variazione.  Non  c'è  dunque  né  perdita  uè  guadagno  di  va- 
riazioni passando  da  (a)  a  (&),  e.  d.  d. 

745.  Ci  resta  ora  a  far  vedere  che  il  teorema  di  Storm  vale  an- 
che nel  caso  che  f{x)  ed  f(,x}  abbiano  un  massimo  comun  dÌTÌ- 
sore  variabile  (cioè  almeno  di  l»  grado)  ^(x).  Soltanto  vedremo  cbe 
allora  il  numero  delle  variazioni  perdute  dalla  serie  di  Sturm  pas^ 
sando  da  a  a  ^  iodica  semplicemente  il  numero  delle  radici  reali 
ttittinle  di  f  x)  =  0  comprese  fra  a  e  §,  senza  tenere  alcun  conto 
del  loro  grado  di  mulciplicità. 

Da  quanto  già  sappiamo  sulla  ricerca  del  massimo  comun  dirì- 
sore  di  duo  fanzioni  e  dall'ispezione  del  quadro  (L),  che  serre  ap- 
punto a  questa  ricerca,  segue  che  anche  le  fdazionl  ft(x),  /jf^)'-' 
fi_,(x)  saranno  tutte  divisibìli  per  i}i(z)  ;  anzi  1'  ultima  di  queste 
Tk-iC^)  coinciderà  appunto  con  ^{x),  nel  mentre  che  la  costante 
fi,{x)  riescirà  eguale  a  zero. 
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Se  danqae  poniamo  : 

soatitnìamo  nelle  (1)  e  dividiamo  qnindi  tntte  le  prime  £—2  agas.- 
glìanze  per  ^(x>,  otteniamo  le  ideatiti  : 

V{x)  =  <},<x)F^(x)  -  Fg(3;) 

P,Ca!)  =  o^x)Ft(x)  -  FaCir) 

F»  =  ?a(«)F^a=)-^*W  (1)' 


in  virtù  delle  quali  le  funzioni  : 

r{x) ,  F,(a!) ,  ¥,(x) ,...,  F,.,{x) ,  l  (2)' 

si  trorano  nelle  stesse  condizioni  di  quelle  considerate  nei  prece- 
denti articoli,  e  soddisfano  quindi  alle  stesse  due  proprietà,  fon- 
damentali. Inoltre,  se  y  ^  radice  multipla  di  f(x)=0,  essa  è  sol- 
tanto radice  semplice  di  F(x)=0  (cfr.  articolo  701)  e  non  è  af- 
fatto radice  di  F,(3:)  =  0.  Si  gian^erà  dunqne  alle  stesse  conse- 
guenze ;  cioè  che  il  numero  di  radici  reali  di  F(x)  =  0  (o,  che  è 
lu  stesso,  il  numero  di  radici  reali  distinte  di  ^x)  =  0);  comprese 
fra  a  e  p  è  n^ale  al  numero  delle  variazioni  che  perde  la  suc- 
cessione (2)'  passando  da  x  =  a  ad  a;  =  p.  Ma  dalle  (3)  si  vede  che 
i  segni  della  successione  (2)'  coincidono  (ovvero  sono  tutti  oppo- 
sti) coi  segni  della  snccessioue  : 

m ,  fii^:) ,  ux) , . . . ,  fk-ii^) 

secondochè  il»(a!)  ha  segno  positivo  o  negativo.  In  ogni  caso  si  vede 
che  le  variazioni  e  permanenze  di  quest'ultima  successione  coin- 
cideranno con  quelle  della  successione  ('2)'.  Resta  cosi  dimostrato 
quanto  si  voleva,  polche  sì  ritorna  cosi  precisamente  alla  succes- 
sione (2),  della  qnale  soltanto  si  deve  trascurare  l'ultimo  termine 
fnix)  che  è  ora  identicamente  ugnale  a  zero. 

746.  Volendo  conoscere  11  nomerò  preciso  delle  radici  reali  del- 
l'eqaazione  proposta  f{x)=0,  basterà  sostituire  nella  serie  di  Sturm 
aj  =  —  00  eda:— -Ht»  e  vedere  qnante  variazioni  si  perdono  pas- 
sando dall'uno  all'altro  valore. 

Poiché  i  gradi  delle  funzioni  di  Sturm  vanno  snccessivamente 
diminnendo  almeno  dì  an'nnltìt,  cosi  è  chiaro  che  il  numero  delle 
funzioni  di  Stnrm  non  può  mai  essere  superiore  ad  n+l.  ACBnchè 
poi  l'equazione  abbia  le  sue  radici  reali  e  distinte,  è  necessario 
primieramente  che  jt  numero  delle  funzioni  di  Sturm  sta  proprio 
71-t-l,  poiché  altriineuti  non  si  potrebbero  perdere  n  variazioni 
passando  da  —  os  a  -)-  oo .  Oltre  a  questa  condizione  deve  poi  ve- 
rificarsi r  altra,  che  i  coefficienti  dei  termlui  di  più  alto  grado 
delle  fanzìoni  di  Sturm  siano  tutti  dello  stesso  segno.  Siano  iti- 
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ax"  ,  fta;""'  ,  ex""'  , . . .  ,tx  ,r 

i  primi  termini  delle  funzioni  di  Stnnn. 

Per  x  =  —  ix>,  qaeate  funzioni  prenderanno  i  segni  dei  loro  primi 
termini  ;  onde  presenteranno  appunto  n  variazioni  soltanto  9«  a,  h, 
e, .  . .  sono  dello  stesso  segno. 

Per  a:  =  -t-ao  questi  primi  termini  riescii'anno  pot  allora  tatti 
dello  stesso  segno.  Le  n  variazioni  saranno  cosi  perdute  pasekndo 
da  —  00   a  +  00   e  1'  equazione  avrji  tutte  le  radici  reali. 

717.  Se  una  delle  funzioni  di  Sturni ,  p.  es.  fj(x) ,  non  cambia 
mai  di  segno  per  tutti  i  valori  x  compresi  fra  a  e  9,  per  calcolare 
il  numero  di  radici  reali  comprese  fra  a.  e^,  basterà  operare  coma 
se  la  serie  di  Sturm  ai  componesse  delle  sole  i  + 1  funzioni  : 

t(i) ,  f,W  ,  f,{s) ,  . . .  ,  f,(x). 

E  questo  nn  corollario  quasi  evidente  della  dimostrazione  fatta 
all'art.  744.  Esso  può  avere  molta  importanza  pratica,  perchè  po- 
trà in  molti  casi  far  risparmiare  il  calcolo  delle  rimanenti  funzioni 

fU=^) ,  A+,(^)  •  ■  ■  • 

748.  Aggiungeremo  nn'  altra  osservazione  riguardante  l' ultima 
funzione  di  Sturm,  la  quale,  come  si  è  vieto,  è  una  costante. 

Per  l'applicazione  del  teorema  non  è  necessario  conoscere  il  ts- 
iore  di  tale  costante,  ma  basta  conoscerne  il  segno.  Ora,  segue 
evidentemente  dalla  seconda  delle  due  proprietà  fondamentali  (ar- 
ticolo 74b),  cai  soddisfano  le  funzioni  di  Sturm,  che  questo  segno 
è  opposto  a  quello  che  assume  hi  terzultima  funzione  per  quel 
valore  di  x  che  annulla  la  penultima,  che  è  in  generale  di  primo 
grado  in  x.  Nella  pratica  sarà  per  lo  più  conveniente  calcolare 
in  questo  modo  il  segno  della  funzione  costante. 

Vote  ed  Eseroiii. 


1.  Preudeiido  l'equazione  del  t^rzo  grado  (come  è  lecito}  sotto  It  fornik: 

f(x)  =  ai"  +  BA»  +  j  =  0, 
■i  trovano  per  le  altre  fnniioni  di  Storm  le  seguenti  : 

/,(*)  =  X*  +  A  ,f,W=-2hx-g  ,Ux)  =  -  ff*  -  ih'. 

In  base  a  ciò  trovare  le  condizioni  perchè  1'  eqaaaione  abbia  tntte  le 
radici  reali,  ovvero  tutte  reali  oon  nn  dato  numero  di  r»dÌoì  poiitivs  (cfr. 
poi  la  Nota   !.■  del  §  S.°). 

'2.  Se  neir  equasione  generale  del  qaarto  grado  : 

ax*  +  4*3!'  +  Gex*  +  idx  +  e  =  0  (U 

si   fa  U  trasformazione:  y  —ax  +  b,  ea&a  prende  la  forma  (cfr.  Ctp.  XIV, 
g  e,".  Mola  !.•): 

/f  jf)  =  jf*  +  6H|(>  +  4Gy  +  («'I-  8H')  =  0, 
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H  =  oe~6'  ,  I  =  a«-ibd  )-  He"  ,  G  =  aV~  Sabe  +  2f. 


/i<V)  =  V*  +  8Hk  +  G  ,  /,(!,)  =  -  8H'y  -  SQg  -  (o'I  -  BH') , 

/,(y)  =  -  (2HI  -  8aJ)y  -  Gì  ,  f^{y)  =  1»  -  27J'. 

3.  Troyare  le  oondiaiODÌ  psrchft  la  (1)  abbia  un  dato  numero  di  radici 
reali. 
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CAPITOLO  X. 

RISOLUZIONI!:   NUMERICA   DELLB   EQUAZIONI. 


%  I  ■■>  —  D«t«railiwitone  di  limiti  cbe  comprendano  le  imdld 
reali  iNtaitlve  (o  neiratlve)  di  un'  equasione  a  coflfBeienti 
reali. 

749.  Data  un'  equazione  a  coefficienti  reali  : 

f^x)  =  a^  +  o,a"-'  +  . .  .  +  o,.,K  +  a,  =  0,  (lì 

ci  proponiamo  di  determinare  un  Domerò  positivo,  poBsibllmenie 
piccolo,  il  quale  eaperi  tatte  te  radici  poBitìve  della  (1),  o,  come 
ai  dice,  un  limite  Bupa-iore  delle  radici  poBÌtlve  di  (1). 

Noi  supporremo,  come  è  sempre  lecito,  che  il  primo  coefScieoie 
ag  dell'equazione  sia  positivo  (poiché  in  caso  contrario  basterebbe 
moltiplicare  tutta  l'equazione  per  -1).  Allora,  se  anche  tutti  gli 
altri  coefficienti  dell'  equazione  fossero  poBÌtirl ,  I'  equazione  non 
potrebbe  evidentemente  avere  radici  positive,  poiché  per  x  posi- 
tivo f(x)  prenderebbe  evidentemente  un  valore  positivo  e  diverso 
da  zero.  Sia  dunque  a^ik^n)  il  primo  coefficiente  negatìvo  (di- 
verso da  zero).  0,  in  altri  termini,  poichà  : 

«0  >  0  ,  o,  ^  0  ,  a,  5  0  ,  .  .  . ,  Oj_j  5  0  ,  o»  <  0, 

tia  k  i7  numero  dei  coefflcientì  consecutivamente  positivi  (o  ntUUì 
a  cominciare  da  aj.  In  tale  avppoato,  se  A  indichi  il  valore  cu- 
aoluto  del  mattimo  coefficiente  negativo  dell'equazione  (1),  l'espre»- 

sione  1  +\j —  CI  dora  un  limite  superiore  delle  radici  potitive  di 
quest'  equazione. 

750.  Invero  aggiungendo  e  togliendo  alla  finzione  intera  f{x) 
la  somma  Ajb""*  +  Aa:""*"'  -|- .  . .  +  Aa;  +  A  ,  si  paò  scrivere  iden- 
ticamente : 

f{x)  =  Oofli"  -I-  a,a!"-'  +  ...  +  o»_,sc^**'  -1-  [(A  +  a^y*-" 

+  (A  +  »,„)x-»- +  .  .  .  +  (A  +  aJJ  +  ^  -  A^^j^  , 

poiché  A(a:""*  +  a:""*"'  -h  . . .  +  a;  -(- 1)  è  una  progressione  geome- 
trica che  ha  per  somma  A-— 
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Se  ora  in  questa  csprcBsione  di  f{x)  Bostitniamo  per  x  un  nu- 
mero positivo,  la  parte  coutentita  nella  parentesi  quadra  riuscirìi 
certo  positiva,  perctiè  è  una  funzione  di  x  i  cui  coefficienti  sono 
positivi,  eBsendo  ciascuno  di  essi  la  somma  del  numero  positÌTo  A 
e  di  uno  dei  numeri  oj  ,  a»^, , ...  i  qnali  o  sono  anch'essi  positivi, 
o,  se  sono  negativi,  hanno  sempre  un  valore  assolato  minore  di  A 
per  l' ipotesi  fatta  sul  numero  A.  Se  inoltre  supponiamo  di  pren- 
dere d'ora  innanzi  a:  >  1,  sarà  positiva  anche  la  parte     ■   ■  -  :  e  fi- 

a:  -  1 
nalmente  notiamo  che  sarà  anche    certamente    positiva   la   parte 
a^x"~^  +  a,x"~*+...+a^_lX'^''*^,  poiché  i  k  coefacienti  0(|,a, ,«, ,.,,,  a,,_^ 
eì  sono  supposti  tutti  positivi.  Se  indichiamo  dunque  con  t  un  certo 
numero  positivo,  possiamo  scrivere  : 


a;  —  1  X  —  ! 

Se  nel  secondo  membro  trascuriamo  la  parte  positiva  t  e,  se  In 
luogo  del  numero  positivo  a;*"'  scriviamo  il  nomerò  positivo  più 
pìccolo  (a;  -  1)*~',  si  avrà  algebricamente  a  foHiori: 

Esaminando  ora  il  secondo  membro  si  vede  che  il  fattore  a:""^' 
ed  il  denominatore  x  —  l  sono  positivi,  cosicché  l'intero  secondo 
membro  sarà  positivo  semprechÈ  sia  positiva  la  quantità  fra  pa- 
rentesi Oq^x  —  1)*  -  A,  cioè  semprechè  ai  abbia  : 

«o(a:-l)*>A, 
o,  che  è  io  stesso, 

*_  n 

X"lg\/—      ed      !r^l+i/  — ■ 

Segue  dunque  dalla  (2)  a  fortiori: 

Aa:)>0,     per    a:^l+J-.  (3) 

Ciò  posto,  se  a  sia  una  radice  positiva  di  f{x)  =  0,  si  dovrà 
averci 


a<  1  + 
-  Ittitazioni  di  aitoUri  algebi 


B.>  ediz.  50 
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poiché,  se  6Ì  avesse  o>l+'»/ —  ,  se  ne  dedurrebbe  in  virtù 
della  (3)  : 

m  >  0, 

il  che  è  assurdo,  giacché  si  ha  invece  /(a)  =  0,  essendo  per  enp- 
poBto  a  una  radice  di  f(x)  =  0.  Il  teorema  enunciato  all'  art.  T4!i 
resta  cosi  dimostrato. 

751 .  Esempio.  —  L' equazione  : 

Sx'  +  5xr^-  lOa:*  +  18a;  - 100  =  0 

ha  tre  coefficienti  consecutivi  positivi  (o  nuIU)  a  cominciare  dal 
primo,  che  sono  i -coefficienti  delle  potenze  x^,  x',  o^.  Hi  ha  donqne 
in  questo  caso  k  =  3,  A=:  100,  onde  si  pu&  prendere  come  liiniu 
superiore  delle  radici  positive  ; 

s 3 s 

e  quindi  a  fortiori  si  può  prendere  : 

L=l+V27  =  4. 

Le  radici  positive  dell'  equazione  sono  danqne  tutte  più  pic- 
cole di  4. 

752.  La  regola  esposta  si  può  spesso  applicare  con  più  vantag- 
gio decomponendo  il  primo  membro  dell'equazione  in  una  Bomma 
di  più  funzioni  intere. 

Supponiamo  infatti,  per  fissare  le  idee,  che  l'equazione  proposta 
Bla  messa  sotto  la  forma  ; 

/T?)  =  f  .(x)  -H  9,(a:)  +  9j(a:)  +  <i^{x)  =  0,  (*) 

dove  le  «  sono  quattro  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  reali  col 
primo  coefficiente  positivo.  Se  ft,  è  il  numero  di  coefficienti  con- 
secutivi positivi  in  9i(a:)  a  cominciare  dal  primo,  Aj  il  valore  as- 
soluto dei  suo  massimo  coefficiente  negativo,  Oj  il  suo  primo  coef- 
ficiente e  poniamo  : 


->/|. 


si  avrà  per  la  formola  (8)  : 

?t(a:)  >  0    per    x  %  L,. 
Se  ora  Lj  ,  Lj  ,  L^  sono  i  limiti  analogamente  calcolati  per  ?,(«'i 
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TjW  ,  ?+{«),  8i  avrà  similmente  : 

?,(a;)  >  0    per    x  ^  L, 

5tj(a;)>0    per    a;>L, 

^^{x)  >  0    per    X  >  L(. 

Quindi,  se  L  è  il  maggiore  fra  i  quattro  numeri  L, ,  L^ ,  Lj  ,  L^ , 
si  avrft  a  fortiori  per  sr  >  L  : 

<p,Ca;)  +  <f,{x)  +  <ft(x)  +  T/aiJ  >  0, . 
cioè  per  la  (4)  : 

f(x)  >  0    per    a;  >  L, 

d'onde  si  conclade,  come  all'art.  750,  che  L  è  un  limite  Buperiore 
delle  radici  positive  di  f(x)  =  0. 

Il  limite  L  cosi  calcolato  può  riuscire  molto  plttpiccolo  di  qaello 
cbe  si  troverebbe  applicando  direttamente  alla  fiinzione  f{x)  il 
teorema  dell'ari.  749,  purché  al  faccia  opportunamente  la  decom- 
posizione di  f(x)  in  una  somma  di  piti  parti. 

753.  Per  risebiarare  tutto  cid  con  no  esempio,  prendiamo  l'equa- 
zione atessa  di  poco  fa,  cbe  scriviamo  come  segue  : 

(4a:'  -  100)  4-  (4x^  -  lOc*)  +  (Sx*  -  l&x)  =  0. 
Si  ha  cosi: 

L,  =  H.^,  I'i=l+\/|  L3=J-hJ^<l+^4. 

Di  questi  tre  numeri  il  maggiore  è  11  primo,  onde  si  pud  ritenere  : 

7 s 3 

L  =  l+^/25<l+l/25=l+^^. 

Le  radici  positive  dell'  equazione  aono  dunque  tutte  più  pio- 
cole  di  8. 

754.  Limite  inferiore  delle  radici  poiitive.  Per  determinare  no 
limite  inferiore  delle  radici  reali  poaltlve  di  f{x)  =  0,  cioè  uu  nu- 
mero posBlbifmente  grande  pib  piccolo  di  tutte  le  radici  positive, 
si  costmìsca  la  trasformata  a  radici  reciproche  (cfr.  Gap.  XIV,  §  4.°) 

ponendo  x  =  -  e  si  determini  un  limite  superiore  L'  delle  ra- 
dici positive  di  questa  trasformata.  Si  avrà  allora,  se  j/  è  una 
radice  positiva   della   trasformata  che  corrisponde  ad  una  radice 

positiva  X  della  proposta,  ^  <  L',  cioè  -  <  L'.  Sar&  dunque  : 


il  che  equivale  a  dire  che  -=7  è  un  limite  inferiore  delle  radici  po- 
sitive di  f{x)  =  0. 


lyCoOt^lc 


—  396  — 

755.  Limiti  per  le  radici  negative.  Se  buH'  equazione  proposta 
f(x)  =  0  sì  fa  la  trasformaziorie  a  radici  egnali  ma  di  segno  con- 
trario x  =  —  y,  e  si  determinano  due  limiti  uno  inferiore  e  l'aliro 
Buperiore  X  e  A  che  comprendano  fra  loro  tutte  le  radici  positive 
della  trasformata,  bì  avrà  per  ogni  radice  positiva  y  (che  coni- 
Bponde  ad  una  radice  negativa  x  della  proposta)  : 

X<ff < A, 
onde: 

—  A<-sf>  —  X, 


Si  haano  cosi  due  limiti  -  A  e  -  X  che  comprendono  fra  loro 
tutte  le  radici  ne^fative  di  f[x)=0. 

756.  Mslsdo  d)  Newton.  —  Per  ottenere  un  limite  snperìore  delle 
radici  positiTe  dell'equazione  (1),  si  cerchi  un  numero  a.  pel  quale 

f{'x) ,  fio) ,  /"'(a)  , . .  .  riescano  tutte  positive. 
Poiché  : 

^,  +  *,  =  A.)  +  /.^  +  '.«  +  ..., 

fii  avr&  allora,  per  h  positivo,  f(a  +  ft)  >  0.  Ciò   significa   appunto 
che  il  numero  a  6  un    limite    superiore    delle   radici    positive  di 

Volendo  applicare  11  metodo  di  Newton,  bì  comincierà  a  ricer- 
care il  più  piccolo  numero  Intero  5  per  il  quale  la  ftinzìone /^"""(i), 
che  è  di  primo  grado  in  x,  riesce  positiva.  Si  sostituir&  questo  mi- 
merò in  ^'""''(j;)  ,  /'<''"*)(a:)  ,  .  .  ,  finché  si  trovi  una  derivata /'^'ia:) 
la  quale  per  x  =  ^  riesca  negativa,  SI  aumenterà  allora  £  di  tante 
imita  quanto  è  necessario  perchè  /''^'(x)  riesca  positiva.  Sia  Ì'=i+I> 
Il  nuovo  numero  cosi  ottenuto.  L' importanza  pratica  del  metodo 
di  Newton  sta  in  ciò  che  questo  nuovo  numero  4'  rendere  posi- 
tive, a  maggior  ragione,  anche  le  derivate  che  gi&  si  erano  esami- 
nate prima,  poiché  p.  es.  : 

/'*'"(£  +  A)  =  y<**"(5)  +  v'*-'»'^)  + . . .  . 

Si  potrà  quindi  procedere  allo  stesso  modo  sostituendo  S' nelle 
derivate  ^<*~') ,  /l*~"),.,.  ed  aumentandolo  all'occorrenza  appenachè 
si  trovi  una  derivata  che  prende  valore  negativo. 

757.  Esempio.  Sia  l'  equazione  : 

f(x)  =  X*-6x'  +  èx*  +  Gx-i  =  Q. 
Si  ha: 

^^fix)  =  2x^~9xUex  +  Z, 

l  r{x)  =  3a:«  -  9a:  -H  4  , 1  f"[x)  =  2^-3. 

Si  vede  che  f"'{x)  è  positiva  per  jc  =  2  ;  ma  perchè  sia  positiva 
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anch^fixì,  bisogna  poi  aggiangere  nn'onìtà  e  prendere  a:=3-  Per 
a;  =  3  si  trova  che  f'(x)  ed  fìx)  riescono  poeitive.  Il  numero  3  è 
dnnqne  il  limite  anperiore  cercato. 

Questo  riaultato  è  preferibile  a  quiìUo  che  sì  avrebbe  applicando 
il  metodo  dell'  art.  749,  secondo  il  quale  bì  sarebbe  trovato  come 
limite  superiore  6. 

Hate  «d  Eieroixì. 

1.  Per  la  determinazione  di  un  limite  eaperìore  delle  radici  positive  di 
un'equazione  data,  si  hanno  molti  differenti  metodi.  Dal  ponto  di  vista 
teorico  è  a  tutti  preferibile  il  metodo  di  Newton.  Sarit  per6  più  comodo 
nella  pratica  di  applicare  dapprima  il  metodo  dell'art.  749  e  ricorrere  al 
metodo  di  Newton  soltanto  nel  caso  in  cui  il  limite  cosi  ottenuto  sem- 
brasse troppo  grande. 

2.  Si  applichino  i  due  metodi  a  trovare  dei  limiti  per  le  radici  positive 
e  negative  dell'  equazione  ; 

3a:6-  lOa^  -  40x*  +  200a:'-  ISOx-  100  =  0. 

8.  Ss  nell'igvazione  data  ojni  eoeffMenle  negativo  si  prenda  poiitivameale 
e  ti  divida  ptr  la  tùmma  di  lutti  i  coefficienti  poiilivi  che  lo  precedono,  il  più 
grande  dti  qveiiitnli  coti  oUtnvli  accreici«lo  di  nn'«nUà  i  un  limite  superiore 
delle  radici  poiilive. 

Qnesto  metodo,  di  facilisBima  applicazione,  è  anche  spesso  adoperato  nella 
pratica. 

4.  Dati  i  polinomi  : 

(p„(a;)  =  Ofl  ,  ¥,(a;)  =  a^x  +  a, 

9,(ic)  =  a^x*  +  a^x  +  a^ 
tf^{x)  —  (io!c*  +  OjX^  +  a^x  +  «j 


<?»(a:l=(a;-a)l5j(o)a:''-'+ìp,(a)a!''-«+9,(a)a:*'*+...i+Tii{a)- 
Da  quest'identità  apparisce  che    te    il    numero    a   rende   poeitive    9,(iì  , 

>,(«)  ,  .  .  .  ,  ft_,(a)  ,  <pj^l,a),  la  fanxione  (p),'x)  tara  potiliva  per    tutti   t   valori 

li  X  tuperiori  ad  a  e  creicerà  col  creicere  di  x. 

Di  qnl  Belane  evidentemente  che  il  numero  a  soddisfacente  a  queste  con- 

lisioni  b  un  lìmite  superiore  delle  radici  positive  di  tutte  le   equazioni  : 

Ti{a:)  =  0  ,  ftix)  =  0  ,  . .  .  ,  <f^{x)  =  0. 

.   limite  superiore  dalle 

tf„{x)  =  a^x"  +  a,a:"-»  +  .  .  .  +  a„_,a;  +  a„  =  0. 

Emo  consiste  nel  prendere  un  numero  a  por  il  qnale  f,<a)  sìa  positivo 
ed  accrescere  poi,  occorrendo,  questo  numero  successivamente  finché  rie- 
scano positive  tutte  le  quantità,  9,(9)  ,  ^,(a)  ,  .  .  .  ,  ^«(a).  X-'  ultimo  valore 
di    a  cosi  ottenuto  sarà  il  limite  superiore  cercato. 

Questo  metodo,  analogo  a  quello  di  Newton,  6  stato  proposto  da  La- 
guerre  per  la  K^ande  comodità  di  calcolo  ohe  esso  presenta,  potendosi  oal- 
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ivi  valori  f ,(«) ,  9,(«) . , .  modiuit*  U  re- 

?»(=)  =  «Tii-i'a)  +  «*■ 

§  2.0  —  8«parMloD«  delle  radici  re«lt  di  an'  eqiuwloiie 
a  ooefflelentl  reali. 


758.  Per  procedere  alla  determinazione  delle  radici  reali  di  una 
equazione  data  f{x)  =  0  a  coefficienti  reali,  si  comincierà  dal  de- 
terminare (con  uno  dei  metodi  del  §  preo.)  due  limiti  l  ed  L(;<L! 
posaibilmente  vicini  allo  zero  entro  1  qaali  cadano  tutte  le  radici 
reali  dell'  equazione. 

Fatto  ciò,  sì  pHsaerA  alla  cosi  detta  separazione  delle  radici 
reali.  Separare  le  radici  reali  dell'equazione  f{x)^0  significa  as- 
segnare per  ogni  singola  radice  due  numeri  che  la  comprendano 
fra  loro,  senza  comprendere  fra  loro  alcun'  altra  radice.  Cosi  per 
es-,  se  l'equazione  abbia  tre  sole  radici  reali  a,  ^,  -fi  esse  si  di- 
ranno separate  qnando  si  siano  determinati  p,  es.  due  numeri  r, 
e  Cj  compresi  fra  i  limiti  I  ed  L  io  modo  cbe  si  abbia: 

I  <  a  <  e,  <  p  <  e,  <  L. 

Per  la  separazione  delle  radici  reali  è  speciaimenCe  utile,  nella 
pratica,  il  teorema  di  Sudan  sia  per  la  facilita  di  costruire  le  fon- 
zioal: 

come  per  la  facilità  di  calcolarne  i  valori  (o  pinttosto  !  segni)  per 
valori  speciali  di  x. 

È  chiaro  infatti  cbe  i  segui  delle  (1)  coincidono  coi  segni  dei 
quozienti  : 

f..  m  rw    rw 

i  quali  si  calcolano  facilmente  col  procedimento  di  Uomer  che  im- 
pareremo a  conoscere  in  seguito  (cfr.  Gap.  XIV,  §  2''}. 

759.  Per  applicare  il  teorema  di  Sudan ,  immaginiamo  diviGO 
r  intervallo  compreso  tra,  i  lìmiti  I  ed  L  in  ft  intervalli  pib  piccoli 
(p.  es.  eguali  fra  loro)  mediante  l' intercalazione  di  certi  numeri 
a, ,  a, ,  Oj  .  . .  fij,_j.  Ciò  posto  si  comìnci  col  sostituire  nella  serie 
dì  funzioni  (l)  una  volta  x  =  l  e  poi  x  =  a,  e  si  veda  qaal' è  il 
numero  {i^  di  variazioni  che  questa  serie  perde  passando  daa-=l 
ad  a;  =  o,.  Diremo  allora  brevemente  che  la  serie  dì  Sudan  perde 
[1,  variazioni  nell'intervallo  compreso  fra  l  ed  Oj,  Si  trovi  quindi 
similmente  it  numero  |Xj  di  variazioni  perdute  dalla  serie  di  Sudan 
nel  secondo  intervallo  fra  a,  ed  a^  e  cosi  di  seguito  fino  a  deter- 
minare il  numero  [j»  di  variazioni  perdute  nell'  ultimo  intervallo 
fra  a)i_i  ed  L.  Poiché  la  serie  di  Budan  non  può  avere  più  di  » 
variazioni  (detto  «  il  grado  dell'equazione  proposta)  e  queste  si 
perdono  tutte  passando  da  —  oo  a  -t-  m  senza  che  mai  se  ne  gaa- 
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dagni  alcuna  durante  il  crescere  di  x,  è  chiaro  che  ai  avrà  sempre: 
[i,  +  iij  +  .  .  .  +  1»»  3  «■  (2) 

Intanto  qaelli  fra  gl'intervalli  2 ,  %  ;  a,  ,  a,  ;  . . .  nei  quali  non 
ATTiene  perdita  di  variazioni  (y.~0)  possono  senz'altro  escludersi 
da  ogni  ulteriore  esame,  polche  è  certo  pel  teorema  di  Bndan  che 
in  essi  non  può  trovarsi  alcuna  radice  dell'  equazione.  Esclusi 
questi  intervalli,  resterà  un  certo  numero  À  d' intervalli  per  cia- 
scuno dei  quali  avviene  la  perdita  di  una  o  più  variazioni.  In  uno 
qualunque  di  qnest'intervalH  cadrà  certamente  almeno  una  radice, 
se  la  perdita  di  variazioni  è  dispari  ;  in  caso  contrario  resta  dub- 
bio se  l'intervallo  contenga  un  numero  pari  di  radici  ovvero  non 
contenga  alcuna  radice. 

In  ogni  modo  il  numero  X  degli  intervalli  che  restano  ad  'esa- 
minarsi, sarà  minore  di  n,  come  segue  evidentemente  dalla  (2). 

Se  ora  suddividiamo  ciascuno  di  questi  X  intervalli  in  k  inter- 
valli ancora  più  piccoli,  avremo  in  tutto  y.k  intervalli,  dei  quali  si 
escluderanno  come  sopra  quelli  in  cui  non  avviene  perdita  di  va- 
riazioni. Resteranno  cosi  ad  esaminarsi  X'  intervalli  e  per  la  stessa 
ragione  di  poco  fa  si  avrà  X'  <  n. 

Cosi  procedendo  si  dovranno  esaminare  degl'intervalli  sempre 
più  piccoli,  nel  mentre  che  il  numero  di  quest'intervalli  sarà  sem- 
pre inferiore  o,  nel  caso  più  sfavorevole,  eguale  al  più  al  grado  n 
dell'equazione  proposta. 

Cosi  ad  esempio  se  1'  equazione  sia  del  S»  grado  e ,  dopo  un 
certo  numero  di  suddivisioni,  si  sia  giunti  a  suddividere  l' inter- 
vallo fra  2  ed  L  in  1000  piccoli  intervalli  tra  loro  eguali,  di  questi 
1000  intervalli  soltanto  &  al  più  resteranno  ad  esaminarsi ,  nel 
mentre  che  degli  altri  si  saprà  con  certezza  che  non  possono  con- 
tenere radici  dell'equazione. 

Impiccolendo  cosi  sufficientemente  gl'intervalli,  si  giungerà  ne- 
cessariamente dopo  un  numero  finito  di  suddivisioni  ad  intervalli 
abbastanza  piccoli,  perchè  in  ognuno  di  essi  sia  compresa  una 
sola  radice  distinta  dell'  equazione  proposta.  Le  radici  si  trove- 
ranno allora  separate. 

Supponendo  poi,  come  del  resto  è  sempre  lecito,  che  l'equazione 
non  abbia  radici  multiple,  sarà  facile  decidere  se  in  uno  qualun- 
que di  questi  aitimi  intervalli  aia  compresa,  o  pur  no,  una  radice. 
Poiché,  se  vi  è  compresa  una  radice,  f(x)  dovrà  cambiare  di  se- 
gno sostituendo  per  a:  i  due  valori  estremi  dell'intervallo. 

760.  Se  l'equazione  abbia  due  radici  fra  loro  molto  vicine,  o  se 
in  grande  vicinanza  di  una  radice  dell'equazione  si  trovi  una  ra- 
dice di  qualcuna  delle  derivate,  potrà  accadere  che,  anche  spìn- 
gendo molto  innanzi  la  auddiviaione  dogi'  intervalli,  resti  sempre 
cionondimeno  qualche  intervallo  dubbio,  pel  quale  cioè  la  serie  di 
Badan  perda  più  di  una  variazione.  Nel  primo  caso  è  chiaro  che 
questo  inconveniente  è  inerente  alla  natura  stessa  del  problema. 
Nel  secondo  caso  invece  può  accadere  che  l'intervallo  da  esami- 
narsi contenga  già  una  sola  radice  dell'equazione  o  non  ne  con- 
tenga affatto,  e,  potendo  avere  la  certezza  di  ciò,  è  inutile  allora 
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di  proseguire  colla  snddÌTÌ9Ìonc  dell'intervallo,  mediante  il  quale, 
se  esìste,  si  troverebbe  già  completamente  separata. 

E  importante  quindi  di  poter  conoscere  a  pi-iorì  un  limite  infe- 
riore 5  della  piccolezza  fino  alla  quale  sarà  necessario  di  giungere 
per  questi  successivi  intervalli.  A  tale  oggetto  basterà  determinare 
un  numero  positivo  S  che  sia  più  piccolo  della  differenza  che  in- 
tercede fra  le  due  radici  reali  che  più  sono  vicine  fra  loro.  Fatto 
ciò,  è  chiaro  che,  quando  gl'intervalli  ottenuti  colla  suceessiva  di- 
visione siano  divenati  eguali  o  piti  pìccoli  di  S,  ogni  intervallo  non 
potrà  comprendere  più  di  una  sola  radice  dell'equazione  ;  percb^, 
se  ne  comprendesse  due ,  queste  due  differirebbero  fra  loro  per 
meno  di  6,  contro  il  sapposto. 

A  questo  punto  sarà  dunque  inutile  procedere  colla  suddivisione, 
poiché  per  accertare  se  l'intervallo  contenga  o  no  un'nnica  radice 
dell'equazione ,  basterà  l'esame  dei  segni  di  f(_x)  per  x  eguale  ai 
due  valori  estremi  dell'intervallo. 

Vedremo  in  altro  luogo  (cfr.  Gap.  XII)  come  si  possa  deter- 
minare nn  cosiffatto  limite  5  mediante  il  calcolo  del  cosi  detto  di- 
gcriminante  dell'equazione  proposta. 

ZTot*  ed  Biercùi. 

1.  É  appena  necesaario  far  oBservare  che  la  separazione  delle  radici  di 
un'equazione  data  si  potrebbe  effettuare  assolutamente  allo  atesso  modo 
applicando  il  teorema  di  Sturm.  Questo  metodo  sarebbe  aoii  preferìbiU 
dal  pnoto  dì  vista  teorioo,  perchè,  ad  uno  stadio  qualunque  della  succes- 
siva  Buddivisione  degli  intervalli,  non  resterebbero  mai  intervalli  dubbi. 
Nella  pratica  si  suole  però  dare  la  preferenia  al  teorema  di  Budan,  spc' 

sia  di  grado  un  pò  elevato,  sia  per  la  maggioro 
elle  funzioni  di  Budan,  come  per  la  maggiore  f»- 
luri  per  valori  speciali  dalla  variabile.  D' sltra 
3  che,  per  una  medesima  suddivisione  in  ìntarralli, 
itervalli  che  resteranno  ad  esaminarsi  applicando 
-  .--.1  supera  mai  il  numero  delle  radici  reali  dell'e- 
quazione, applicando  invece  il  teorema  di  Budan  non  supererà  mai  il  grado 
dell'equazione  ed  il  numero  di  quelli  fra  questi  intervalli  cbe  restano 
dubbi  non  supererà  mai,  corno  è  facile  riconoscere,  la  metà  di  detto  grado. 

2.  Separare  le  radici  dell'  equazione  : 

che  sono  tutte  comprese  fra  —2  6+2,  incominciando  ool  Bostitnire  nelle 
funzioni  di  Budan  i  valori  interi  x  =  — 2,  —I,  0,  1,  2.  Con  ciò  resteranno 
separate  tre  radici  comprese  risp.  negli  intervalli  (  —  1,  0)  ;  (0,  1}  ;  {1,  2). 
Resteranno  a  separarsi  altre  due  radici  comprese  nell'intervallo  (  —  2,  —1'. 

§  S."  —  Applicazione  del  calcolo  delle  dlStorenxe. 

761.  Se  f{x)  è  una  funzione  ben  determinata  della  variabile  x 
ed  h  un  incremento  costante,  che  si  suppone  fltsato  una  volta  pf 
sempre,  la  difi'erenza /'(a:  +  fe)  — /(a:)  è  una  nuova  funzione  di  x 
cLe  si  suol  chiamare  la  differenza  prima  di  fix)  e  designare  col 
simbolo  àf[x). 


lyCoOt^lC 


—  401  — 

Il  simbolo  A  premesso  alla  funzione  f{x)  si  può  dunque  consi- 
derare come  un  simbolo  operatore  che  cambia  f{x)  in  f{xTh)~f{x). 
Per  tal  ragione  col  simbolo  ^^f{x)  s'intenderà  quella  funzione  che 
si  deduce  applicando  due  volte  di  seguito  l'operatore  &  alla  fun- 
zione f{x),  cioè  la  differenza  prima  della  differenza  prima  di /ì| se). 
Questa  nuova  funzione  si  chiama  brevemente  la  differenza  seconda 
di  f(x).  Si  ha  dunque  : 

Analogamente  sì  chiama  in  {generale  differenza  fc'"'  della  fiin- 
zione  fi,x),  e  si  indica  con  ^*f{x),  quella  funzione  che  si  deduce 
da  f{x)  applicandole  fc  volte  di  seguito  l'operatore  1. 

762.  La  differenza  It*""  della  somma  di  due  (o  piik)  funzioni  è 
uguale  alla  gomma  delle  differenze  k"*  delle  singole  funzioni. 

È  senz'  altro  evidente  che  : 

4[Aa:)  +  V{x)]  =  ^r.x)  +  A9(«:). 
Applicando  un'altra  volt»  questo  principio  si  avr&  dunque: 
i  V  +  ?J  =  i[  V  +  i?]  =  A  V  +  4»? 
e  applicandolo  ancora  una  volta  : 

A'[/'  +  if]  =  4[iy  +  d»9]  =  l*f  +  i"? 
e  coel  di  seguito. 

763.  8e  f{x)  è  una  funzione  intera  del  grado  n  in  x,  si  ha  pei 
teorema  di  Taylor  : 

fix +k)-'f(x)=ì*  [a{«)  +  j|  /"w  +  ^  n^^)  +  ■■■], 

onde  si  vede  che  la  prima  differenza  AA^)  ^  ^^  polinomio  in  x 
del  grado  n  —  1. 

La  seconda  differenza  sarà  quindi  una  funzione  del  grado  n— 2 
e  la  ft""*  differenza  sarà  una  funzione  intera  di  x  del  grado  n—k, 
poiché  ogni  applicazione  del  simbolo  operatore  4  diminuisce  di 
un'  unità  il  grado  della  funzione. 

In  particolare  la  n""'  differenza  di  A"^)  sarà  una  funzione  intera 
di  X  dei  grado  0,  cioè  una  semplice  costante.  Le  ulteriori  diffe- 
renze («  +  1)*",  (n  +  2)"",  , . .  avranno  quindi  tutte  il  valore  co- 
stante 0. 

764.  Quest'ultima  osservazione  riesce  preziosa  per  il  calcolo  pra- 
tico dei  valori  che  assume  una  finzione  intera  A^)  P^**  ^^^  serie 
di  valori  di  x  procedenti  in  progressione  aritmetica,  cioè  per  un 
certo  valore  Xq  e  per  i  valori  a^o  4- 1,  a:,,  +  2A,  . .  .  ;  detta  A  la  ra- 
gione della  progressione  aritmetica,  che  si  sceglierà  appunto  come 
incremento  costante  per  la  formazione  delle  differenze  dei  diversi 
ordini. 

Oaprlli.  —  Illusioni  di  analiti  algebrica,  B.*  edit.  51 
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In  luogo  di  scrivere  : 

A^o)  ,  rC^o  +  fi)  :  A'Co  +  2ft)  ,  /-(xo  +  Zk),... 
scrìveremo  brevemente  : 

«0  .  «,  ,  u, ,  «s  , 

Avendo  cosi  già  denotato  con  u^  il  valore  speciale  che  assume 
f(x)  per  x  =  Xo  +  ih,  designeremo,  in  coerenza  a  ciò,  con   i*«i  il 
valore  speciale  che  prende  per  x^x^+ih  la  differenza  k""  iV(a:). 
Possiamo  pertanto  costmtre  il  qnadro  segnente  : 


a; 

A") 

4«":) 

A'rti) 

.     .     .     .[aW^»:) 

»o 

«0 

io. 

A'», 

e 

JCo  +  ft 

t*l 

i«. 

A%, 

e 

x,+  2h 

«1 

A», 

A>., 

e 

JCa  +  SA 

». 

Au, 

A'", 

e 

x^  +  ih 

«. 

Ab, 

A'», 

e 

del  qnale  la  legge  di  costruzione  numerica  è  semplicissima,  poiché 
i  numeri  di  una  «(essa  colonna  non  sono  altro   che   le   differenzi 
fra  i  numeri  successivi  della  colonna  precedente. 
Se  poniamo  infatti  per  brevità: 

4»-"Ax}  =  4<(x),  (2) 

i^f^x)  =  <^{x  +  ft)  -  i^a:).  (3) 

■    Sostituendo  ora  in  quest'ultima  Identità  in  luogo  di  x  il  valore 
speciale  a;^  +  ih,  se  ne  deduce  : 

i*«j  =  i^a:,  +  ih  +  h)~  ((-(iCo  +  ih).  (*) 

Uà  d'altra  garte,  sostituendo  nella  (2)  in  luogo  di  x  una  vai» 
x^  +  ih  6  poi  Xo  +  ih  +  h,  si  ha  ; 

4*->«,  =  ^(£Co  +  ih)  (5) 

d*-iu,+,  =  «K^o  +  ih  +  A).  (6) 

Dalle  (i),  (5)  e  (6)  segue  dunque  appunto  che  : 

i*Uf  =  4*"'M(+,  -  a*-'»,.  (7) 

765.  Sussistendo  fra  i  numeri  del  quadro  (1)  le  relazioni  (7),  6 
facile  scorgere  che  i  numeri  del  quadro  stesso  si  potranno  calcolare 
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per  mezzo  di  semplici  addìeioni,  appenachè  bI  coDOScano  i  namerì 
delia  prima  orizzontale;  giacché  allora  si  potrà  anche  considerare 
come  coDosciata  completamente  1'  ultima  colonna  1  cai  eiementi 
sono  tutti  eguali,  come  bì  è  oaseryato. 

Quanto  poi  ai  numeri  della  prima  orizzontalo,  es8l  si  determi- 
neranno mediante  semplici  sottrazioni  dopoché  si  siano  calcolati 
i  primi  n  +  1  nomerl  della  prima  colonna:  Ug  ,  u, ,  u, . . .  u„ ,  es- 
sendo n  il  grado  di  f(x). 

766.  Gssupio.  —  Si  vogliano  calcolare  ì  valori  che  prende  la  fun- 
zione : 

f{x)  =  4a;*  -  2a;«  -1-  a;  f  2 
per  i  valori  speciali  di  x  : 

-1,0,1,2,3,4,5,6,7, 

Colla  sostituzione  diretta  dei  primi  quattro  valori  in  f{x)  sì  troverà 
sabito  : 

Si  avrà  coal  : 

«n  =  —  5  ÌUa  =  u,  -u„=     7  i*«o  =  —  4  i'«n  =  24 


lu," 


20 


«,=    28 


i»M,  =  24 
A%,  =  24 
A>Wj  =  24. 


(«1 


Fatto  old,  si  potrà  calcolare  u^  con  sole  tre  addizioni,  poiché 
bI  ricaverà  saccesBivamente  : 

4»K,  =  i*u,  +  A"ui  =  20  -1-  24  =  44 

i«s  =  iwj  +  i»u,  =  23  -1-  44  =  67 

«^  =    «,  -!■  4«,  =  28  -I-  67  =  95. 

Con  ciò  il  quadro  (7)  ai  troverà  accresciuto  di  una  noova  diaj^oDate, 

cioè  diverrà  : 


X 

n^ì 

4««) 

4'rtx) 

4>Ax) 

- 1 

-5 

7 

-4 

24 

0 

3 

a 

20 

24 

1 

5 

23 

44 

24 

2 
3 
4 

8 
2 

5 
9 

67 

24 
24 
24 

5 

24 
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E  cosi  si  se^iterii  aggiungendo  allo  stesso  modo  tante  diago- 
nali QQOTe  per  qaanti  sodo  i  nomerì  detta  prima  colonna  che  si 
vogliano  calcolare. 

767.  Se  è  data  una  certa  funzione  di  x  : 

f{x)  =  a^  +  a^^-^  +  o^"»  +  . . .  +  o„  (9) 

e  si  ponga  per  breritA  (*)  : 

x(x  -  h)(x  -  2A)  .  ..(a;-(n-l)A)  =  a*, 

è  facUe  riconoscere  cbe  si  potranno  sempre  determinare  ed  in  un 
unico  modo  dei  nuovi  coefficienti  costanti  a, ,  a,  ,  .  . . ,  a,  tali  da 
aversi  identicamente  : 

f{xì  =  o^**  +  aix"-'  +  . . .  +  a,_,a:  +  a„.  (9)' 

Eguagliando  infatti  i  due  coefficienti  di  x"  nelle  dae  espres- 
sioni (7)  e  (7)',  si  avrà  dapprima  Sg  t=  a^.  Eguagliando  i  coefficienti 
di  a^"^  BÌ  avrà  un'equazione  che  conterrà  soltanto  a,  ed  a^  e  farli 
quindi  conoscere  il  valore  di  a,.  Uguagliando  poi  i  coefficieotjdi 
a;""*  si  avrà  un'equazione  di  primo  grado  in  a«  ,  a,  ,  a,  dallu  quale, 
essendo  già  noti  a,,  ed  a, ,  resterà  determinato  in  modo  unico  il 
valore  di  o,  e  cosi  di  seguito. 

768.  Ciò  posto,  si  ha  per  la  definizione  di  if(x)  : 

&f{x)  =  a^iix  +  hf  -  a;"J  +  o,[(!r  +  hf^  ~  x^  -^ . . . 
Ma: 

{x+hy-a^=(x+h)x{x~h)  . . .  (a:-{!i-2)A) 

-x{x-h  )  ...  (a:-(ii-2)fc)(x-(tt-  l)h)  (10) 

=a{x~h)...ix-(v.-2)k)[ix+h)-{x-(\L~l)h)]  =  ìiha*=^. 
Quindi  : 

V{a:)=ftjn(V:~*+Cn-l)a,3;"~*+(»-2)a^^^+.  .+a„_,ì.     (11) 
Vediamo  cosi  che:  il  rapporto  incrementale: 
Af(x)      f(x  +  h)-f(ìc) 
h  h 

si  deduce  dalla  forma  (9)'  di  f(x)  precisamente  colla  atetta  legge 
di  derivazione  mediante  cui  dalla  forma  ordinaria  (9)  di  f(x)  « 
dedurrebbe  f(x}. 

769.  Prendendo  ora,  della  funzione  (11)  la  differenza  prima  che 
sarà  eguale  a  à*f(x),  si  avrà  immediatamente  applicando  la  re- 


(*)  Per  h  =  0,  ir  comcidert  appunto  coU'ordÌn»rÌa  pot^nEa  aP*. 
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gola  di  derivazione  ora  dimoslruta  : 

^'f{x)=h^\n(n-l)tr^^^+in    l}{n-  2)a,a^s+...42»„.,Ì.     (12) 
Procedendo  allo  stcsBo  modo  si  troverà  : 

à'fix)  =  h'\n(_n  -  \){n  -  2)7oa:^»  +  . . .  !  (13) 


e  per  ultimo  ; 

A"/(x)  =  [nao  =  [na,^. 

770.  Se  con  ^^f(0)  intendiamo  quel  valore  epeciale  che  prende 
i'^flx)  quando  sì  ponga  a;=0,  sostitnendo  x=0  nelle  UDi  (12),  {l'ó),..., 
si  trova  (per  ft  =  1)  : 

4r(0)=«„_,  ,  4»/'{0)=L2«„-,  ,  i'A0)=L3«„_s (14) 

Mediante  queste  forinole  si  potranno  calcolare  i  coefficienti  a^  > 
a,  ,  a,  ...  della  forma  i9)'  di  f{x)  qiiaudo  siano  dati  I  coefficienti 
della  forma  (9).  Sostituendo  poi  i  valori  delle  a^  ,  Sj  , ...  ricavati 
dalle  (14)  in  (9/,  si  ha  la  forinola; 

[2  [n 

771.  Esempio.  —  Per  : 

f{x)  =  4a:'  -  2a;*  +  a;  +  2 
si  è  già  trovato  all'  art.  766  (dove  si  è  preso  ft  =  1)  : 
f(0)  =  2  i  4A0)  =  3  ,  4*A0)  =  20  ,  A'/ì;0)  =  24. 
Sì  ha  dunque  per  f{x)  la  nuova  espressione  : 

■  ^°  ■^  ■   ^a?  =  4a:»'+10i*"+3(r-l-2. 

773.  La  teoria  esposta  in  questo  §  pnò  avere  molta  importanza 
pratica  nel  calcoli  da  farsi  per  la  separazione  delle   radici  reali 

di  /x^)  =  0. 

Infatti,  sia  che  si  applichi  11  teorema  di  Badan,  come  se  si  ap- 
plichi quello  di  Stnrm,  potrà  occorrere  facilmente  di  dover  sud- 
dividere l'Intervallo  compreso  fra  certi  valori  speciali  xo  ed  x,  in 
un  numero  molto  grande  di  intervalli  e  questi  si  prenderanno  or- 
dinariamente tutti  eguali  fra  loro. 

Si  tratterà  allora  di  calcolare  I  valori  che  assume  una  stessa 
funzione  ^(x),  appartenente  alla  serie  di  Sudan  od  a  quella  di 
Sturm,  per  t  valori  speciali  di  k: 

Xo,X(,+h  ,xo+2h  ,  .  . .  ,x, 

essendo  h  la  grandezza  dei  nuovi  intervalli. 

Se  ora  m  sia  il  grado  di  ^{x),  basterà  calcolare    (art.  765)   le 
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differenze,  a  base  A  : 

^(xo) ,  ^(.xo) ,  i'K'^o) ,  ■  ■  ■ ,  i'-"'4'(a^)  : 

dopodiché  tutti  i  valori  speciali  ^{xf,  +jh)  bÌ  potranno  ottenere  per 
mezzo  di  semplici  operazioni  di  addizione. 

773.  E  alile  notare  che  l'ultima  differenza  l'i^tx^)  è  uguale  (ar- 
ticolo 769J  al  primo  coefficiente  di  ^{x)  moltiplicato  per  [m.  Cosi, 
nell'cBempio  dell'art,  766,  sapendosi  già  o  priori  che  A^Wo=24,  po- 
teva bastare  il  calcolo  dei  tre  soli  valori  f{—  1) ,  /(O)  ,  f(l).  Sarà 
però  Tantaggioso  di  avere  eseguito  il  calcolo  nel  modo  che  si  era 
indicato,  In  quanto  che  sì  potrà  avere  una  riprova  dell'esattezza 
dei  calcoli  fatti  verificando  che  l'ultima  differenza  calcolata  coin- 
cide effettivamente  col  detto  valore  già  conosciuto. 

ITots  «d  Eseroìsi. 


1.  Per  maggiori  Bvilappi  sulla  teoria  delle  ftmtiont  intera  di  x  ordtoftte 
secondo  le  potenze  x"  ,  x"~^,  .  .  .  rimandiamo  al  §  che  aegne,  come  pure 
alla  memoria:  V  anatiti  algebrica  t  V  inUrpretaziont  faltorialB  dtUe  pottnìt 
(QiomaU  di  matematiche  di  Ballaglini,  Voi.  XXXI).  Osserviamo  intanto  fin 
d'ora  ohe  il  calcolo  delle  differenze,  trattato  secondo  quest'ordine  d'idM, 
conduOd  ad  altri  teoremi  riguardanti  ìl  problema  delia  separaiione  de)le 
radici,  che  presentano  molta  analogia  con  quelli  già  espoeti  nel  Gap.  IX. 

'2.  Ci  limiteremo  qal  a  dimostrare  il  teorema  seguente  che  oontieoe  in 
eè  come  caso  particolare  la  regola  dei  segni  di  Cartesio  (che  ai  dedurrà 
facendo  h  =  0). 

Data  V  eqvatione  : 

OoX"  +  ftiX"-*  +  .  .  .  -^  a„_,x  +  «^  =  0, 

xi*  -  x(x  -  hXx  -  2h) . . .  (x  -  (n  -  l)h)  ,  h>0, 

U  numero  detU  tue  radiai  reaìl  porilive  maggiori  dHti^l)1iinm  può  *itp*rare 
il  numero  delle  variazioni  di  tegno  nella  aerit  dei  eoeffieienti  Og  ,  a, ,  a, ,~.,  i,- 
Basterà  dimostrare  che  se  un  polinomio  : 

aoaj"  +  a,a3""'  +  . . .  -f  a„  (i; 

ai  moltiplica  per  IF  —  p,  essendo  p  >  mA,  e  sì  ordina  quindi  il  risultato  se- 
condo le  potenze  ar™*'  ,  *"*  ,  «"'"',  ...  il  numero  di  variazioni  nei   coeffi- 
cienti del  nuovo  polinomio  sapara  sempre  dì  un  numero  dispari  di  unii* 
il  numero  delle  variazioni  che  si  avevano  no)  polinomi  l).o  > 
Sia  infatti  : 

tW(»'-PiX»-p.)---(«-Pi)  =  o  (-' 

l'equasione  proposta  in  cui  si  siano  messi  in  evidenta  i  fattori  lineari  cor 

riapoodenti  alle  radici  Pi  ,  p, pi  maggiori  di  (b-1)A.  Supposto  dimo 

strato  quanto  si  h  detto  or  ora,  ciascuna  delle  funzioni  intere: 

♦W  I  <■(»)(»:  -  Pi)  ,  ^["Vl'  -  PiX":  -  Pi)  ,  •  •  • 
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ai  troverà  accreacinto,  dopo  la  moHiplk 
dì  1  -H  2yt,  essendo  k  un  intero  positivo 

8.  Per  completare  la  dimoatraEione,  ci 
nomio  (I)  ha  nn  nomerò  dispari  di  variazioni  in  meno  aei  pi 
logo  che  bì  ottiene  Bvilappaudo  il  prodotto  di  (1)  per  (x— p). 

Qneato  sviluppo  è  il  segaeute  : 

Oca:'" 


per   [x-p,)<«-pi)  -(ai-pi), 
e  B  far  vadera  che  il  pali- 


+  0, 

a:"           +<ij 

x" 

■' 

+  ». 

m/ioo 

*(m-l)ha, 

+(» 

-2)ha, 

-  P«o 

-fi 

-tu. 

to,  aian 

o  ordìnatftiuea 

e; 

o, ,  a, ,  o, ,  .  .  . ,  o,  (4) 

qnelli  tra  i  coefficienti  di  (1)  nei  quali  accadono  le   variazioni ,    cosicché 
p.  ea.  i  coefficienti  compresi  fra 
a,   opposto  a  qTielIo  di  a,.  Nello 
ai  il  coefficiente  : 

a,+  \{m-t+  l)ft  — flO(_i 

che  avrà  però  lo  stesso  sexno  di  a, ,  poiché  a/^,  è  di  segno  opposto  t, 
qaelJo  di  a,  e  la  parentesi  |(ri  —  < -f- l)A  —  p[  h»  valore  negativo  per  l'ipotesi 
fattA  p  >  mh. 

Se  si  considera  finalmente  che  l'altimo  coefficiente  dello  sviluppo  (8)  , 
cioè  — pOni'  ^''  segno  opposto  ad  a„  ,  e  quindi  anche  opposto  al  segno 
dell'ultimo  coefficiente  a„  di  (4),  si  vede  che  i  coefficienti  dello  sviluppo  (8) 
presenteranno  in  ognuno  dei  posti  corrispondenti  agli  indici  : 


r  ,  8  ,t , 


1  +  1 


,  alle  quali  se  ne  potranno  aggiungere  anche  altre 
{sempre  però  evidentemente  in  numero  pari)  provenienti  dai  segui,  che 
non  conosciamo,  dai  coefficienti  di  (8)  compresi  fra  il  posto  r™°  ed  il  po- 
sto   »•",   ovvero  fra  1'»"  ed  il  (■",  ecc. 

È  dunque  chiaro  che  i  coefficienti  di  (3)  presenteranno  un 
variazioni  eguale  a  quello  della  succassione  (4)  aumentato  di 
dispari   di  nnità,  e.  d.  d. 

4.  Tennto  conto  delle  formola  dell'art.  770,  il  teorema  ora  di 
puù    anche  enunciare  cosi  : 

Jl  numero  delle  radici  potUive  deirequazione  di  grado  n,  f(i)=0,  che  tono 
maggiori  di  (n— Ijh,  non  fvò  tuperai'e  il  numei'o  delle  vartniiont  eanl«nule 
i^lla    ^ueeeiiùme  : 

f(0)  ,  4f(0}  ,  i*f(0) ,  . .  ,  ,  iC'fCO) , 

dove    l*  differente  l'intendono  riferile  all'incremento  finito  h. 

Il  teotema  di  Budan  ci  darebbe  invece  come  limite  supariora  di  questo 
stes«o  numero  di  radici,  che  sono  poi  le  radici  comprese  fra  (n-i)A  e  +«  , 
il    namero  delle  variaBioni  della  saccessione  : 

/<(n-l)ft)  ,  /"((»-  l)ft)  ,  r('»  -  1)4) /•1"'{»-1)». 

5,    Si     deduca  come  corollario  del 
j^Ug    f^tdia  poiitivt,  eojnprete  fra  C 


t    irvà    superare  il  numero  delle 


+  a„_,x  +  a„  =  0 
eontenate  nella 


9(0)  ,  4,(0) ,  l'9(0)  , 


„Goo<^lc 


<p(x)  =  ao  +  a,x  +  a,x*  +  .  . .  +  a„x" 

ton  eu>  tono  cotimiie  le  differente  A,  eetendo  prao    tgaalt 

ad^ 

(n  -  l)k 

6.  Si  deduca  ancor»  come  ooroU&rìo  un  limite  superiore  del  naraero  di 
radici  di  /(z)  =  0  comprese  fra  due  numeri  qualunque,  espresso  dal  nnoieTO 
delle  variazioni  di  un'unica  succosBione  di  differenze  di  fOnsioni,  deWrmi- 
nando  oppoctunamenCe  l' argomento  delle  fnUEioni  e  l' incremento  A  delle 
differenEC. 

§  4.0  —  Altri  teoremi  sul  calcolo  delle  diOtoreiise. 

774.  Da  qnanto  si  è  esposto  nel  §  precedente  già  appare  che 
per  mettere  in  completa  evidenza  ia  perfetta  analogia  fra  le  dif- 
ferenze dei  diversi  oi-dini  di  una  funzione  f{x)  e  le  sae  derivate 
ordinarie  f(x)  ,  f"{x)  ,  •  . . ,  conviene  considerare  in  luogo  della 
semplice  differenza  l/'{x)  il  rapporto  incrementale: 

àfW  _  f(x  +  h)^-f(x) 
h  h  '  ^'' 

Noi  chiameremo  questo  rapporto  \&  prÌTTia  derivata  a  differetua 
finita  h  della  funzione  ftx),  per  distìnguerlo  dall'  ordinaria  deri- 
vata f\x)  e  la  indicheremo  con  /'(a;). 

£  cliiaro  che,  facendo  tendere  h  allo  0,  la  derivata  a  differenza 
finita  h  tende  a  confondersi  (art.  684)  coll'ordlnaria  derivata  T'a^'- 
Si  può  dunque  considerare  la  f'(x)  come  il  caso  particolare  di 
f{x)  cho  corrisponde  ad  A=0;  o  meglio  si  potrà  dire  che  f\,x'; 
è  la  derivata  a  differenza  infiniUsima  di  f{x)  (*). 

775-  Prendendo  di  flx)  un'altra  volta  la  derivata  a  differenza 
finita  h,  sì  avrà  la  seconda  derioata  a  differenza  finita  h  che  si 
indicherà  similmente  conf'{x)\  e  si  avrà  evidentemente: 


nx)= 


<'-¥) 


In  generale,  si  indicherà  con;''*J(a!j   la   k'""   derivata,  a   diffe- 
renza finita  h,  di  f(x)  ;  e  si  avrà  : 


(*)  Invero  il  rapporto  incrementale  (1)  non  avrebbe  senso  per  A=0.  Però  s 
lonsidererà  il  simbolo  ■ come  lequivaleoto  di 


+  h)-f(tC!)_ 


/'(*)■ 
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776.  Ciò  premeBso,  la  legge  di  derivazione  delle  fanziaiii  intei'Q 
sì  pub  enunciare  allo  BteBso  modo  Bia  che  bì  tratti  di  derivata  a 
differenza  finita  h  ovvero  di  derivata  ordinaria.  Soltanto,  in  que- 
st'ultimo caso  bì  applicherà  la  legge  di  derivazione  alla  funzione 
ilx)  ordinata  secondo  le  potenze  ordinarie  di  x,  nel  mentre  che 
nel  primo  caso  s'intenderà  applicarla  ad  f{x)  ordinata  secondo  le 
potenze   x"  ,  se""',  .... 

Invero,  se  sia  data  la  ftinzione  intera  di  grado  n  : 

f(x)  =  floic"  +  «1*""'  +  Oja^"*  +  .  .  .  +  a„  (3) 


ed  affatto  analogamente  (art.  766)  : 

i/ifaì  —  — 

f(x)  =  -^  =  noo»'*-'  +  (»  -  I)a,a;''-»  + (5) 

Di  qui  si  deduce  ora  colta  stessa  legge  dì  derìvazioue  : 

f^ì  =  fi(n-  l)aoi:^^+  (n  -  \){n  -  2)a,a;^^+  ...  (6) 

e  cobI  di  segnlto. 

777.  A  questo  punto  è  importante  di  osservare  che  la  perfetta 
analogia  fra  i  dne  processi  derivativi  ha  per  couBegaenza  nna  per- 
fetta analogia  fra  molti  teoremi  dell'algebra  ottenuti  coll'uso  delle 
derivazioni  ordinarie  ed  altri  teoremi  ottenuti  coll'uso  delle  dìQe- 
renze  finite.  Ci6  dipende  dal  fatto  che,  oltre  alla  perfetta  somi- 
glianza dei  dne  processi  derivativi,  si  ha,  come  gi&  si  è  notato 
(art.  499),  nna  completa  somiglianza  tra.  lo  sviluppo  della  potenza 
ordinaria  del  binomio  : 

{x  -i-  yT  =  !c-  +  (")a:"-V  +  i^)^-*y*  +  ■ .  ■  >  (7) 

che  é  la  prima  base  del  calcolo  algebrico,  e  lo  sviluppo  della  po- 
tenza : 

{X  -^  yf  =  x^^  {^y^'y  -i  (^y^y^  +  •  ■  ■  ■  (®5 

Si  ha  cosi  evidentemente  una  categoria  assai  estesa  di  teoremi 
algebrici  ì  quali  non  cessano  di  esser  veri  qualora  nel  loro 
enunciato  si  sostituisca  ad  ogni  potenza  x**  la  potenza  corrispon- 
dente x"  =  x(x- h)(x-2h)...(x  — (n— l)h)  e  ad  ogni  derivazione 
ordinaria  la  corrispondente  derivazione  a  differenza  finita  h. 

778.  Come  prima  applicazione  importante   di   questo   princìpio, 
G«nnj.i.  — /*(t(it(ioiit  di  tmali*i  algtbriea,  6."   odiz.  52 
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ci  SEtrft  lecito  di  BCrivere  senz'altro  Is  aegaente  formola  : 

f{x + y) = A»:}  +  yW) + ^m  +  ^r(^ + • . .      (i) 

la  quale  altro  non  è  che  l' ordinaria  foratola  di  Taylor  interpre- 
tata nel  naovo  modo. 

Invero  la  formola'di  Taylor  è  stata  da  noi  dedotta  (art.  501-503', 
partendo  dalla  funzione  f{x)  ordinata  secondo  le  potenze  x",  i""',.. , 
mediante  il  solo  ubo  dello  sviluppo  della  potenza  del  binomio  e 
dell'ordinaria  derivazione.  So  dunque  si  parta  invece  da  f[x)  or- 
dinata secondo  le  potenze  x"  ,  a;"'' ,  .  . .  e  si  ripetano  le  stesse 
deduzioni  sostituendo  le  potenze  se'  con  x^  e  le  derivate  /'**  con 
le  /(*>,  il  risultato  cui  si  perverrà  sarà  certamente  esatto  e  sari 
precisamente  la  formola  (I). 

779.  Se  nella  formola  (I),  che  vale  qnalanqae  siano  i  valori  di 
X  ed  y,  si  cambia  x  con  y  e  si  pone  quindi  y  =  Q,  se  ne  dedace 
la  seguente: 

«.)  =  AO)+»^>  +  ».^M+...  (111 

che  corrisponde  alla  formola  (8)  dell'art.  504. 

Finalmente  se  nella  (I)  sostituiamo  y~x  in  luogo  dì  y  e  scam- 
biamo poi  X  con  y,  troviamo  la  formola  : 


Ax)  =  /•.  j)  +  (^  -  v)'-^  +  (»>  -  yf-if  +  . . .         m 


che  corrisponde  alla  (9)  dello  stesso  articolo. 

780.  Se  nelle  formole  (I),  (II),  (III)  sostituiamo  in  luogo  delle 
potenze  a:'',  y^  i  loro  sviluppi  x{x  —  h) ... ,  y{y  —  A) ...  ed  in  luogo 
di  ^'*'  il  simbolo  equivalente  (art.  775):  -jf,  esse  assumono  risp. 
la  forma  : 

(l'i 


=A''^i-^'+?a-o-^' 


*U       V       [2 

AV(0)  , 


(ID 


L'ultima  di  queste  formole  é  conosciuta  nel  calcolo  delle  diffe- 
renze sotto  il  nome  di  formola  di  Ntwton, 
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761.  Se  nella  formola  (F)  si  ponga  y  =  hz,  essa  dÌTÌene  : 

«>:  +  to)  =  rts;)  +  (;)4rt^)  +  i^^y'n.")  +  ■  ■  ■  (9) 

Questa  forinola  pnò  riuscire  utile,  prendendo  per  z  ud  numero 
intero  qualunque,  per  calcolare  un  termine  qualunque  della  sac- 
cessione ÌQdeflnita  : 

A'fo) ,  A»^  +  ft) ,  Aa^  +  2A) ,  AiCo  +  3ft) ,  . .  . 
qnando  si  siano  già  calcolate  le  differenze  : 

AAa'o) ,  i'AaìO  , .  ■  . ,  i'-'Aa'o) , 
essendo  n  il  grado  di  f{x). 

782.  Per  mostrare  con  altro  esempio  la  fecondità  del  principio 
ennnciato  uH'art.  777,  proponiamoci  di  ricercare  il  teorema  corri- 
spondente a  quello  già  dimostrato  (art.  699)  che:  la  condizione 
neceaaaria  e  aufflciente  affinchè  a  sia  radice  multipla  di  grado  X 
di  un'equazione  f(x)  =0,  ai  é  che  a  aia  anche  radice  multipla,  di 
grado  X  — 1|  della  sua  prima  derivata. 

La  definizione  di  radice  multipla  di  grado  \  consistendo  nel 
dover  essere  f(x)  diviaibile  esattamente  per  (x  —  a,)^,  si  tratterà 
ora  di  ricercare  la  condizione  affinchè  f{ic)  sia  invece  divisibile 
per  ix-af. 

Ripetendo  parola  per  parola,  salvo  i  matamenti  richiesti  dalia 
legge  di  analogia  già  spiegata,  la  dimostrazione  fatta  agli  arti- 
coli 697-699,  si  giangerà  alla  conclusione  analoga  che: 

Se  a  è  radice  di  f(x)-0,  affinchè  f(x)  aia  diviaibile  per  {x.  —  a'f' , 
cioè  per  (x  -  a)(x  —  a  ~  h) ...  (x  —  a  -  (X  —  Db),  è  neceetario  e  suffi- 
ciente che  f'(x)  aia  divisibile  per  (x  —  aìr^;  osaia  anche,  che  è  la 
stessa  cosa,  che  a  sia  anche  radice  delle  equazioni  : 

4f(x)  =  0  ,  4»f(x)  =  0 ,  .  .  . ,  4^-'f{x)  =  0. 

Hote. 

1 .  La  noEÌone  di  di£Fereiiza  si  pnó  anche  stabilire,  indipendentemente 
dal  concetto  di  fantioue,  partendo  da  naa  Bnccessione  qualsivoglia,  purohè 
ben  determinata,  di  numeri: 

Uq  r  e,  j  Uj  ,  Ug  ,  .  .  . ,  U„  ,  .  .  .  .  (1) 

In  tal  caso  ai  definirà  la  differenza  prima  di  nn  termine  qattlnni^ue  u 
come  ciò  che  si  uttiene  sottraendo  quel  termine  dal  successivo,  cioè  : 

ÌW(  =  Wj^.,  —  Uj.  (2) 

Alla  successione  (1)  corrispondendo  cosi  nna  sucaessione  di  differeuBe 
prime  : 

ÌMo  ,  4«,  ,  Am,  ,  .  .  .  ,  iu„  ,  .  .  -. ,  (3) 

si  potrit  ora  considerare  la  snccesBione  : 

Ahto  ,  4*u, ,  4X  , . .  . ,  A'w„  ,  . .  .  (4) 
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formata  ^ftlla  differenie  prime  dei  termini  di  (3)  ohe    bì   ohìamerKiino  le 
difference  seconde  dei  oorriapondenti  tonnini  di  (1);  e  oosl  di  se^ito. 

2.  Qaalora  ei  potesse  troTare  nna  fntiEÌORe  bea  determinata  /(«)  per  la 
quale  bì  aTease  precisameiit«  : 

AO)  =  tto.Ai)^«../'(2)  =  K»,.... 

è  manifesto  ohe  i  nameri  della  snoceMiono  (S)  si  potrebbero  seri  vere  seuia 
perìcolo  di  ambigaitfc  lotto  la  forma  : 

àm  ,  4/(l) ,  4A2)  .  •  •  • 
in,  qnanto  essi  si  pouono  anohe  oooeiderare  come  ottenuti  dalla  fnciione 
4^<x),  definita  come  all'art.  761  prendendo  l'ineremento  k=l,  ponendo  in 
«Ma  ancoessivameute  z  =  0,  1,  2 £  cosi  si  avrà  in  generale  : 

i»»,  =  l>Ai). 

8.   Un  ttrmint  qualunque  n^jidla  *»te«ttiont  : 

Do  ,  U,  ,  U,  ,  .  .  . ,  n„  ,  .  .  .  (1) 

ti  pui  dedurre  dalle  prime  n  differtnxe  del  primo  termine  'mediante   ìa  fwr- 

«n  =  '»o  +  (;)M^-(5)4'IIo...+(°)rao.  (5) 


?{0)  =  «0  ,  ?(1)  =  K,  ,  9(2)  =  u, , .  . .  ,  ¥(«)  =  w„.  ( 

Applicando  a  qneeta  funiione  f>(x)  la  fonnola  (II)'  dell'art.  180  in  e 
"  '  1  Jl  si  prenda  eguale  ad  1  e  si  faccia  »  =  n,  sì  otterrà  : 


9(»)  =  ?(0)  +  (J)at<0)  +  (2  )4'f  CO)  ^ 


Ora  questa  formola  è  precisamente  la  (6),  poiché  dalle  (6)  ei  ha  ebe: 

<p(n)  =  «„     e     A'(p(0)  =  4*«o    per    f  =  1,  2,  3, . . . .  (7) 

4.  La  fonnola  (6)  ei  può  anche  scrìvere  eimbolioamente  cosi  : 

U„  =  (l +  à)"uo,  (8) 

poiché,  svilappando  la  potenza  del  bìnomin  come  se  &  fosse  nn  nnmero, 
la  (8)  si  riduce  precisamante  alla  (6). 

La  (8)  Hi  può  però  anche  interpretare  nel  senso  che  il  termine  u.  si  de- 
duce dal  termine  u,  applicando  ad  esso  n  volta  di  seguito  1' operai* one 
1  +  &  che  applicata  ad  nn  termine  qualunque  della  successione  (i)  lo  csin- 
gia  nel  termine  segaente,  poi  ohe  ; 

(1  +  ijUj  =  u,- +  4«,  =  «i  +  (U(^.,  -U()=«,^.,. 

Infatti,  applicando  n  volte  di  segnito  ad  Ug  queet' operaci  one,  esso  si 
cangierà  HucceBsivamente  in  u,  ,  u,  ,  u,  .  .  .  e  per  ultimo  in  •,  ,  appunto 
come  verrebbe  significato  dalla  (8;. 

La  formola  (8),  e  quindi  anche  la  (6),  si  sarebbe  cosi  potuta  «oche  pre- 
vedere immediatamente  in  base  alla  nozione  di  differenia. 

5.  Una  difftrenia  qualunque  ^"04  i  legata  ai  primi  n  -^  1  teminidtUa  tuc- 

Ho  1  «1  j  U|  I  .  ■  .  >  U-  ,  .  .  . 
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dalla  relasione  : 

(-  iri%.  = ..  -  (;•)«,  +  (;)«,- ...  ±  (:)»,.       (9) 

SU  infatti  aiiQorft  (p(z)  nna  fansione  intera  di  'v  ohe  soddisfi  alla  (6).  Si 

4"?(a;)  =  [(1  +  i)  -  l]"?(a:) 
0  quindi  : 

(-iri-,(«)= li -a +  !)]"•(«)  = 

"  5("^)  -  (")('  +  4)»<»1  +  (?)('  +  *)'«<=') ' 

ossia  anoh«,  poiohé  i'operacione  (1+A)  cangia  i^x)  in  ffa-fl): 

(-l)»A"f{.)=i,C«)-(j)f(«+l)+  (5)(!{«t2)- ....  (10) 

Se  in  questa  identità  ai  pone  ora  x  =  0,  Tiene  : 

(-iri''9(0>=9(0)-(")'h(l)+(2)?(2)--=^(^)<pW 
che  è  appunto  la  formala  (9),  come  si  Tede  dalle  (6)  e  (7). 

§  5.0  —  ApproRSlmazIone  delle  radici. 
Metodo  di  Newton.  Arginate  dlJFonrler. 

783.  Una  volta  separata  nna  certn  radice  reale  a  dell'equazione 
propoeta  a  coefficienti  reali  : 

/T»)  =  o,  (1) 

cioè  determinati  dae  nameri  a  %  b  {a<b)  tati  che  iVa  a  e  &  cada 
soltanto  la  radice  a  che  bì  sapporrà  semplice  e  nessun' altra  ra- 
dice reale  della  (1),  b1  tratta  poi  di  determinare  il  valore  di  a.  Gid 
non  si  può  fare  in  generale  che  per  via  di  Bncceasiva  approssima- 
zione determinando  le  saocessive  cifì-e  della  frazione  decimale  rap- 
presentante Gt  fino  a  qnella  cifra  che  corrisponde  al  grado  di  ap- 
prossimazione desiderato. 

Tale  approssimazione  non  presenta  dal  punto  di  vista  teorico 
alcuna  difficoltà.  Infatti,  poiché  fra  net  cade  nna  sola  radice  dì 
f(x)  =  0,  sappiamo  che  f(a)  ed  f\_b)  saranno  di  segni  opposti  (ar- 
ticolo 720}.  Se  dunque  sfa  e  un  numero  qualunque  compreso  fra 
n  G  b  (p.  es.  il  li.>ro  medio  aritmetico)  è  chiaro  che,  se  f{a)  ed  f{c) 
sono  di  segno  eguale,  f(c)  ed  f{b)  saranno  di  segno  opposto  e  vi- 
ceversa. Se  dunque  il  cambiamento  di  segno  di  f{x)  avviene  p.  e. 
fra  e  e  b,  concluderemo  che  la  radice  a  è  compresa  fra  e  e  {t. 
Inserendo  ora  df  nuovo  tT&  e  e  &  il  medio  aritmetico  e',  sì  troverà 
similmente  che  la  radice  a  è  compresa  p.  es.  fra  e  e  e',  e  cosi  di 
scg'uito.  In  tal  modo  dopo  k  inserzioni  di  medi  aritmetici  resterà 
determinato  un  intervallo  entro  il  quale  cade   la  radice   a,   e   la 

b-a 
(grandezza  di  questo  intervallo  sarà  data  evidentemente  da  -^. 
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Ciò  significa  che  la  radice  a  si  troverà  allora  approssimata  a  meno 

del  numero     ■■■^    il  qaate  diviene  piccolissimo  per  poco  che  cresca 

l'esponente  k. 

Cid  nondimeno  questo  metodo  di  approsaimazioue  riesce  nella 
pratica  di  troppo  lenta  applicazione,  onde  ad  esso  si  sostituiscono 
i  metodi  che  passiamo  a  spiegare. 

784.  Metodo  di  Newton.  Se  la  differenza  (b-à),  fra  I  dne  numeri 
&  ed  a  che  comprendono  a,  sia  già  abbastanza  piccola,  si  avrì 
evìdeutemenie: 

a  =  a  +  h, 


dove  h  è  un  numero  del  pari  molto  piccolo,  che  rappresenta  l'er- 
rore che  bI  commetterebbe  prendendo  a  come  valore  approssimato 
di  a.  Poiché  a  è  radice  della  (1),  si  avrà: 

cioè  pel  teorema  di  Taylor  : 

Essendo  ora  h  molto  piccola,  le  potenze   superiori   h*,h*,... 
sono  di  un  ordine  di  piccolezza  molto  più  grande  (  polche,  se 

eia  p.  es.  h  <  ^^,  sarà  h*  <  jqq^jqqq  )•  Si  possono  per  tal  ragione 

trascurare  quei  termini  dell'equazione  (2)  che  contengono  a  fai- 
tore  &* ,  A' ,  .  .  .  .  Con  ciò  l' equazione  (2)  si  riduce  ad  un'  eqna- 
zione  di  1°  grado  in  h: 

ria)+hr{à)=o 

da  cui  si  ricava  : 


rw 


(3) 


D  metodo  di  Newton  consiste  nel  prendere  per  A  appunto  que- 
sto valore,  cosicché  si  verrà  a  prendere  come  valore  approssimato . 
di  a,  in  luogo  del  valore  primitivo  a,  il  valore  : 

Per  avere  poi  un  terzo  valore  a''  maggiormente  approssimato, 
si  procederà  allo  stesso  modo,  cioè  si  prenderà  similmente: 

„..=.:_  «21). 

Cosi  procedendo,  dopo  sole  due  o  tre  approssimazioni  si  giou- 
gerà  per  lo  più  all'approssimazione  desiderata. 

785.  La  dimostrazione  dell'art,  precedente  riascirà  più  rigorosi 
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se  dall'equazione  (2)  si  deduca  dapprima  : 

e  dividendo  per  f(_a)  : 

»  =  -^j  +  E,  (4) 

dove  si  è  posto  per  brevità.  ; 

Se  ora  si  prende  per  A ,  secondo  l' Indicazione  di  Newton ,   in 

luogo  dell'intera  espressione  (4)  la  sola  prima  parte  —  tt— ,  l'er- 

iw 
rore  che  si  commette  è  appunto  rappresentato  da  E.  Ed  Invero 
si  vede  chiaramente  dalla  espressione  (5)  che  il  valore  di  E  sarà 
di  un  ordine  di  piccolezza  superiore  alla  piccolezza  di  Ti,  sempre- 
ché  la  quantità  fra  parentesi  non  sia  molto  grande,  come  d'ordi- 
nario accade.  In  generale  dunque  l'errore  che  si  commette  pren- 

fla) 
dendo  a  —  -jr-.  come  valore  di  a  non  influirà  che  sopra  cifre  de- 

'(a) 
cimali  di  ordine  molto  piti  avanzato  dell'ultima  già  accertata  esatta 
nel  valore  approssimato  a;  coslccbè  alle  cifre  decimali  che  già  si 
conoscevano  esattamente  se  ne  verranno  ad  aggiungere  parecchie 
altre  successive  In  una  sola  volta. 

786.  Agoidnte  di  Pohrier.— fie  fra  i  due  livàii  ae  h,  ch.e  com- 
prendono la  radice  a.  e  soltanto  questa  radice  dell'equazione  fis.)=0, 
non  cade  alcuna  radice  né  della  prima,  né  della  seconda  derivata, 
per  uno  dei  due  lìmiti  a  eh,  p.  e»,  per  a,  accadrà  che  f|a)  ed  f"(a) 
sono  dello  stesso  segno.  Allora  prendendo  questo  limite  come  primo 
valore  approssimato  di  a  ed  applicando  ad  asso  il  metodo  di  New- 
ton, ai  otterranno  dei  nuovi  valori  sempre  ptù  approssimati  ad  a 
e  sempre  nello  stesso  senso  (cioè  per  difetto  o  per  eccesso  secondo 
che  il  punto  di  partenza  sia  il  limite  a  ovvero  il  limite  b). 

Poiché  fra  a  e  6  cade  una  sola  radice  di  f{x)  =  0,  i  due  valori 
f(a)  ed  f{b)  saranno  di  segno  opposto  nel  mentre  che  1  due  va- 
lori f"(a)  ed  f"\b)  saranno  di  egaal  segno,  non  cadendo  fra  a  e  & 
alcuna  radice  di  f"(x)  =  0.  È  dunque  chiaro  che,  se  fio)  ed  ^'(a) 
Bono  di  segno  opposto,  f{b)  ed  ^'(6)  saranno  di  segno  eguale  e  vi- 
ceversa. Per  fissare  le  idee,  noi  supporremo  che  siano  di  segno 
egnale  f{a)  ed  f(a).  yell'altro  caso  la  dimostrazione  del  teorema 
enaocìato  ai  fa  assolutamente  nello  stesso  modo. 

787.  Noi  dobbiamo  dunque  dimostrare  che,  partendo  dal  valore 
approssimato  per  difetto  a  e  prendendo  come  nuovo  valore  ap- 
prossimato, secondo  Newton,  il  numero  : 


no)  ' 
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questo  Damerò  ò  piti  prossimo  di  a  alla  radice  ai   e   sempre  per 
difetto.  Iq  altri  termini  che  si  tia  ; 

a  <  a'  <a.  (7) 

Per  dimostrare  la  prima  diee^aglianza,  si  coDsideri  un  vaìon 
di  a;  antecedente  ad  a  che  indicheremo  al  solito  con  a-h.  Poiché 
fra  a  ed  a  —  k  non  cade  per  sapposto  alcuna  radice  né  di  f{x) 
né  di  fix),  il  segno  di  f(a)  coinciderà  con  quello  di  f[a  —  A)  ed 

il  segno  di  ^^y—  coinciderà  col  segno  di ■ ,  Ma  il  segno  di 

ria]  r{a.  -  A) 

quest'  ultimo  quoto  è  negativo  (  art.  724  );  quindi  anche  il  segno 

di  -^tK  sarà  negativo.  Dalla  (6)  segue  percid  che  a'  è  aguale  ad  a 

accreecioto  di  un  numero  positivo,  cioè  appunto  che  si  ha  a'>a. 

788.  Eesta  a  dimostrare  che  a'  <  a,  cioè  che  a  ~  ^M-  <  «- 
Ma  se  poniamo  per  brevità: 

"-«!='<"'  <" 

ai  ha  In  particolare  a  —  — —  =  s(a)  :  ed  inoltre,  poiché  fla)  =  0,  sì 

ha  anche  a  =  iF(a).  La  diseguaglianza  da  dimostrarsi  è  dunque  U 
seguente  : 

(fla)  <  (?(«).  (9) 

Noi  dimostreremo  ciò  mostrando  che  ^(x)  cresce  sempre  col 
crescere  di  x  da  a  fino  ad  a.  Dalla  (8)  si  ha  infatti  : 


f(x)     fix-Yh) 
e  dividendo  per  h  si  può  e 


Ax).r(a:tA) 
Di  qui,  passando  al  limite  per  A  =  0,  si  deduce  (art.  679)  : 

?(o=  +  A)-y(a;)  _         f{x)nx) -Ifiz)]* 

*=o       ft       "  "*'      [rwr 

e  riduceudo  nel  secondo  membro  ; 

,,-.?(» +  »)-tw  A^rw  ,,0, 

^       h         ir(x)]'-  ^  ' 

Poiché  ora  f(x)  ed  f'(x)  non  cambiano  mai  di  seguo  facendo 
variare  x  d&  a  fino  ad  a  e,  per  x  =  a,  f{a)  ed  f'(a)  hanno  segno 
cgnsle,  si  vede  che  il  prodotto  fix)f\x)  sarà  sempre  positivo  per 
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ogni  valore  di  x  compreeo  fì-a  a  ed  a.  D' altra  parte  il  denomi- 
natore [f(x)]*  b  pure  positivo  essendo  il  quadrato  di  nn  numero 
reale;  quindi  il  secondo  membro  della  (10)  è  positivo,  cioè: 

è  positivo  per  x  compreso  fra  a  ed  a.  Epperù  se  l'incremento  po- 
sitivo h  si  prenda  abbastanza  piccolo,  la  differenza  ^(a;f  A)— f  (x) 
deve  rfasoiro  positiva  o,  che  ò  lo  stesso,  deve  aversi  : 

^{x  +  h)><{ix). 
Questa  disegnaglianza  ci  dice  appunto  che  11  valore   algebrico 
di  if(x)  cresce  continuamente  col  crescere  di  a;  da  a  verso  a.  An- . 
ctie  la  disegnaglianza  (9)  resta  coal  dimostrata. 

789.  Concludendo  vediamo  dunque  che  per  applicare  con  tutta 
sicurezza  il  metodo  di  Newton,  converrà,  specialmente  per  i  primi 
valori  approssimati,  esaminare  l'espressione  E  che  si  trascura  (ar- 
ticolo 785)  per  accertarsi  (ciò  che  si  fa  quasi  sempre  a  prima  vi- 
sta) se  essa  sia  veramente  trascurabile.  Ovvero,  non  volendo  far 
ciò,  si  potrà  occorrendo  restringere  i  limiti  di  a  e  6  che  compren- 
dono a,  fino  al  punto  di  essere  certi  che  fra  essi  non  cada  alcnna 
radice  della  prima  o  seconda  derivata,  dopodiché  si  procederà  con 
sicarezza  nel  modo  Indicato  dalle  aggiunte  di  Tourier. 

790.  Esempio.  —  L'  equazione  : 

f(ii:)  =  x'-2x-5  =  0 
ha  una  radice  compresa  fra  2  e  3,  poiché  /■(2)=  — 1  ed  /t3)  =  16; 
e  non  può  averne  alcnn'altrn,  poiché  la  regola  di  Cartesio  ci  dice 
subito  che  l'equazione  ha  una  sola  radice  positiva.  Per  ristringere 
maggiormente  i  limili  che  separano  la  radice,  si  dividerà  l'inter- 
vallo fra  2  e  3  in  dieci  intervalli  eguali.  Si  troverà  coal  che  la 
radice  cade  fra  2  e  2,1  poiché  /t2,lj=0,061,  cioè  ha  segno  opposto 
a  quello  di  /'(2).  Si  applicherà  ora  il  metodo  di  Newton  partendo 
dal  primo  valore  approsaimato  a  =  2,1,  giacché  /"(2,l)  ha  valore 
positivo  come  f[2,ì).  Si  troverà: 

f(a)-m,l)      11,23     ".""""■•• 
Si  ha  dunque  come  seconda  approssimazione  : 

a'  =  2,1  -  0,00543  =  2,0946. 

Si   troverà  poi  come  terza  approssimazione  : 

„     „„„,„     /(2,0946) 

che  già  ci  dà  11  valore  della  radice  cercata  con  otto  cifre  deci- 
mali esatte.  A  riprova  di  ciò  basta  verificare  che  f(2,09455l48)  ha 
valore  negativo. 

CArKU.1. - /«(tlufioni  di  otmi;.i   ulgihrica,  8.«   odi».  38 
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1.  Applicare  il  metodo  di  Newton  «1  calcolo  dell»  radice  sitDKta  fn  i 
limiti  Bssegnati  nalla  equaiìoni  eeftnenti: 

x'-éx-  12  =  0     ;     radice  tra  2  e  8 

x'—ix*  -  7*  +  24  =  0     ;     radice  tra  2  e  S 

iB'-24a;  +  W  =  0    j    radice  tra  8,2  a  8,ìl 

a*—lba)  —  h  =  0    ;    radice  tra  4  e  4,1 

3!*~8s>  +  I-ìb»  +  Sa;  —  4  =  0    ;    radice  tra  0  ed  1. 

§  6.0  —  Metodo  di  Horner  per  i'approBslmaxloDe  delle  radiei. 
Dm  HlmnltMieo  del  metodi  di  Horner  e  di  Newton. 

791.  Horner  ha  dato  un  metodo  che  permette  di  calcolare  suc- 
cessivamente le  diverse  cifre  decimali  della  radice  che  si  vuole 
approBsimare,  che  ai  eupporrà  gi&  separata.  SnppODÌRino  p.  es.  di 
sapere  che  l'equazione  f(x)=0  ha  una  solfi  radice  ol  compreea 
fra  200  e  300,  cosicché  della  radice  a  (che  calcoleremo  p.  es.  per 
difetto)  si  conosce  la  cifra  dello  centinaia  che  è  2.  Si  tratta  ora 
di  calcolare  la  cifra  delle  decine.  Se  poniamo  a  =  200  -(-  A,  l'eqaa- 
zione  in  h  :  /[200  +  A)  =  0,  cioè  : 

:)^,.rm,,..,..+q220)  =  „  („ 

L  [2  [n 

avrà  una  sola  radice  A  compresa  fra  0  e  100  ;  cosicché  se  nel 
primo  membro  di  qaesta  equazione  si  sostitaiscono  Buccessivamente 
in  luogo  di  A  i  valori  0,  10,  20,  30,  40,  50,  60,  70^  80,  90,  100, 
si  troveranno  due  valori  consecutivi,  p.  ea-  30  e  40,  per  i  quali 
il  detto  primo  membro  cambia  di  segno.  Ciò  significherà  che  h  è 
compreso  fra  30  e  40,  cosicché  si  sarà  determinata  la  cifVa  delle 
decine  di  A,  cioè  3.  E  si  avrà  quindi  a  =  230  +  A, ,  dove  A,  è  un 
numero  compreso  fra  0  e  10,  Poiché  A  =  30  +  A, ,  l'equazione  in  ft, 
si  dedurrà  dalla  (l)  al  modo  stesso  con  cui  la  (1)  si  è  dedolta 
dalla  fix)  =  0. 

Cioè,  se  si  indichi  con  if{h)  il  primo  membro  dclls  (1),  si  avrà: 

,(30)  +  ».«  +  v?|a  +  ...  +  v!!^  =  o.       ,2) 

Questa  equazione  avrà  una  sola  radice  A,  compresa  fra  0  e  10. 
8i)8tituendo  dunque  per  fi,  i  numeri  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  IO, 
si  troveranno  due  numeri  consecutivi,  p.  es.  8  e  9,  per  i  quali  il 
primo  membro  di  (2)  cambia  di  segno  ;  cosicché  A,  sarà  compreso 
ft-a  8  e  9,  onde  8  sarà  la  cifra  delle  uuità  di  A,  e  quindi  anche 
lu  cifra  delle  unità  di  a.  E  si  avrà  o  =  238+A, ,  dove  ft^  è  coia- 
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presn  fra  0  ed  1.  Per  determinare  ora  la  cifra  dei  decimi  di  k^ , 
si  procederà  allo  stesso  modo.  Poiché  &j  =-  8  +  Ag ,  indicando  con 
'{'(Al)  il  primo  membro  della  (2),  bÌ  avrà  per  A,  l'egoaziODC  : 

dalla  quale,  sostituendo  per  A,  i  valori:  0,  0.1,  0.2,  0.3,  0.4,  0.5, 
0.6,  0.7,  0.8,  0.9,  1,  si  dedarrà,  osservando  il  cambiamento  di  se- 
gno, che  A,  è  compresa  p.  e.  fra  0.6  e  0.7.  Si  avrà  allora  o=238,6+Aj, 
dove  A,  è  compresa  fra  0  e  0.1,  e  cosi  si  procederà  finché  si  siano 
determinate  di  a  tante  cifre  decimali  da  ottenere  il  grado  di  ap- 
prossimazione richiesto  dal  problema  che  si  tratta. 

792.  Il  metodo  spiegato  b  per  se  stesso  abbastanza  ovvio.  Ciò 
che  lo  rende  pregevole  nella  pratica  si  è  il  fatto  che  ì  coetncienti 
delle  saccessive  equazioni  (1),  (2),  (3)  .  .  .  si  possono  calcolare  ab- 
bastanza rapidamente  col  metodo  dovuto  ad  Horner  che  noi  spie- 
gheremo in  seguito  (cfr.  Gap.  XIV,  §  2'>).  Oltre  a  ciò  si  noti  poi 
che  quando  nn  dato  intervallo,  entro  cui  si  sa  cadere  un  valore  Aj , 
si  anddivide  in  10  intervalli  più  piccoli,  per  riconoscere  quale  sia 
quello  di  questi  intervalli  più  piccoli  entro  cui  cade  hi,  non  occor- 
rerà mai  di  fare  etTettivamente  10  sostituzioni  di  valori,  ma  baste- 
ranno sempre  due  o  tre  od  al  più  4  sostituzioai.  Cosi  p.  e.  per  deter- 
minare le  due  cif^e  consecutive  della  successione  0,  1,  ^, . . . ,  10 
che  comprendono  fra  loro  la  radice  hj  dell'  equazione  ^lh{ì  =  0,  co- 
nosceadosi  già  per  il  calcolo  anteriore  il  segno  di  i^lO),  che  sia  p.  e. 
■+■ ,  si  sostituirà  A,  =  5.  Allora,  se  ^(Ò)  riesce  positivo.  A,  sarà  com- 
preso fra  5  e  10;  noi  caso  contrario  fra  0  e  5.  In  entrambi  i  casi  re- 
steranno ad  esaminarsi  soltanto  5  intervalli.  SI  vede  dunque  che, 
con  una  sola  sostituzione,  gl'intervalli  da  esaminarsi,  che  prima 
eraoo  dieci,  si  sono  ridotti  a  5  soli  intervalli  consecutivi.  Con  una 
naova  sostituzione  questi  5  intervalli  si  ridurranno  a  soli  2  o  3, 
onde  è  chiaro  quanto  si  b  asserito. 

793.  A  queste  osservazioni  ne  aggiungeremo  un'altra  mediante 
la  quale  il  metodo  di  Newton  esposto  al  §  prec.  si  può,  almeno 
ad  un  certo  punto  del  calcolo,  intrecciare  assai  opportunamente 
col  metodo  dì  Horner.  Supponiamo  invero,  per  fissare  le  idee,  che 
si  sia  giunti  al  punto  di  dover  determinare  hf  radico  dell'  equa- 
zione : 

)!(Ai)  =  0 

la   quale  sia  compresa  fra  0  e  0.001. 

Si  tratta  allora,  per  avere  la  quarta  cifra  decimale  della  radica 
cercata,  di  riconoscere  nella  successlono  dei  dieci  numeri  0,  0.0001, 
O.O002, .  .  . ,  0.0009,  0.001  quali  sono  i  due  numeri  consecutivi  per 
i   quali  la  {finzione  x  cambia  di  segno. 

Secondo  il  metodo  di  Newton  la  radice  Af  sarebbe  data  appros- 
liQ) 
simativamente  da  -^-^,-  C'è  dunque  gran  probabilità  che  i  due 
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della  succeBsione  precedente  com  prendenti  A^  sleoo  quelli 

stessi  fra  cni  cade  il  numero  —^\t^-  SI  possono   qaindì   sempri; 

senz'altro  provoTè  questi  dae  numeri  e  molto  facilmente  sì  riscon- 
trerà che  per  essi  appunto  avviene  il  cambiamento  di  segno.  Si 
noti  poi  ohe  i  valori  -flfl)  ^  x'*0)  sono  già  noti,  poiché  coincidono 
coi  coefScieDti  di  V  ed  hf  nella  funzione  x(^<)- 

794.  Chiuderemo  con  un  esempio  pratico. 
a)  Si  voglia  calcolare  con  una  certa  approssimazione  la  ra- 
dice positiva  a  dell'equazione  : 

f{x)  =  4a:»  -  13a;*  -  31a:  -  276  =  0 

che  b  una  sola,  come  risalta  immediatamente  dalla  regola  dei  se- 
gni di  Cartesio. 

Questa  radice  *  compresa  fra  6  e  7  come  subito  si  ricocosee 
dni  primi  teutativì. 

Se  poniamo  a  =  &  -t-h,  per  costraire  1'  equazione  di  cui  h  i  ra- 
dice, si  formerà  con  la  regola  di  Horner  (Cap.  XIV,  §  2°)  i' 
quadro  : 


4 

-13 

-SI 

-276 

4 

11 

35 

-66 

4 

3& 

245 

4 

59 

4 

il  quale  nella  pratica,  mettendo  in  evidenza  le  addizioni  paraìaii: 
si  suol  mettere  piuttosto  sotto  la  forma  seguente: 

4-13  -31  -276 

24  66         210' 

4       li  35  ^"66 

24  210  I 


ij      51» 
4 

Si  ha  dunque  per  k  V  equazione  : 

<f(h)  =  4ft»  +  69A*  +  245A  -  66  =  0  , 

o  si  dovranno  ora  provare  i  numeri  : 

0.1  ,0.2,0.3,.  ..  ,0.9,  1 

per  vedere  quali  siano  i  dne  consecutivi  che  comprendono  *.  ^' 
trova  cosi  con  qualche  tentativo  che  <f(0,2)  è  negativo  e  f{0£,  •■ 
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positivo,  onde  si  ha: 

A  =  0,2  + fi,,    dove    A,<0,1. 

Per  avere  l'equazione  in  A, ,  al  formerà  ora  il  quadro 

4 
4 

59,        245,          -66                6,2 
0,8         ll,9tì           61,392 

59,8       256,96     1-  14^608 
0,8         12,12     ] 

4 
4 

60,6      269,08 
0,8     1 
61,4 

onde  eì  avrii  1'  equazione  : 

cf{A,}  =  4A,»  +  61,4- A,»  +  269,08 -A,  -  14,608  =  0 

dalla  qnale  si  dedurrà  con  qualche  teutativo  cbe  A,   è  compreso 
fra  0,05  e  0,06.  Si  ha  dunqne  : 


a  = 

6,25  +  il. 

h,  <  0,01. 

SI 

formerii 

ora 

il  qnadro  ; 

4 

61,4 

269,08 

-  14,608 

0,2 

3,08 

13,608 

61,6 

272,16 

-1 

0,2 

3,09 

61,8 

1275,25 

0,2 

_l 

[62,0 

dal  quale  si  deduce  1'  equazione  in  A,  : 

X(AO  =  * V  +  62,0  ■  Aj»  +  275,25  •  Aj  -  1  =  0. 

6)  A  questo  punto,  per  rioonoacere  quale  dei  valori  0,  0.001, 
0.002  , ...  sia  il  primo  a  far  cambiare  il  segno  di  ^,  serviamoci 
del  metodo  di  Newton  cbe  ci  dà  come  valore  approssimato  di  A, 


Questo  quoziente  è  compreso  fra  0,003  e  0,004.  C'è  dunque  gran 
probabilità  che  tu  questo  intervallo  cada  la  radice  Aj.  Ed  infatti 
si  verifica  che  XC0|003)  ^  negativo,  nel  mentre  che  7(0,004)  è  po- 
sitivo. Perciò  BÌ  ha  : 

a  =  6,253  +  Aj  ,  fts  <  0,001. 

Volendo  proseguire  collo  stesso  metodo  si    formerebbe    ora   il 
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qaadro : 

4     62,0  275,25  -1  6,253 

0,012  0,186036         0,896308108 

62,012       275,436036      1-0,103691892 

0,012  0,186072 [ 

62/)24      1275,622108 
0,012      I 
162,036 
da  cui  si  ha  per  ftj  1'  equazione  : 

*CA|)=4fts*+62,036-V+27^622108-As-0,103691892=0. 

e)  Ha  ormai,  essendo  ft,  <  -^,  gioverà  applicare  senz'altro 

r  ordinario  metodo  di  Newton. 

Dall'  equazione  precedente  si  li&  infatti  : 


62,036 +  4ft, 
^    275,622108  ' 


Ora,  essendo  A,  <  77^ ,  si  Tede  a  colpo  d'occhio  che 
E<- 


"1000" 

100 1^ 

"■  2756221Ò8  ^  100000000  ~  lOOOOOO' 


Si  vede  dunque  che  l'errore  che  ai  commette  prendendo  per  hj 
il  Talore  approssimato  : 


275,622108        275622108 

non  pnò  influire  al  più  che  sulla  sesta  cifra  decimale  di  a.  Pos- 
siamo dnnqae  ritenere  con  cinqae  ciflre  decimali  esatte: 


Vote  «d  Eierdai. 

1.  Cktcolare  con  quattro  cifre  deoimKii  esatte  la  ndioe  positiva  (coDf 
presa  fra  1  e  2)  dell'  eqaaEioae  ; 

3r«  4.  iai»-*»"-!!*  +  4  =  0. 
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e  0)  dell' aqnasione  : 

x»  +  -Et-to'-Sx*  +  8a  +  l  =1 0. 

=  0  bft  la  ndioe  ] 

X  =  3,094fiS»84. 

4.  Oltre  M  metodi  già  esposti  per  rapproieimuioae  delle  radici,  va  ne 
SODO  dÌTersi  kltri,  &a  i  quali  è  specialmente  notevole  quello  di  Lagrange, 
ohe  da  la  radice  cercata  sotto  forma  di  frasione  oontinaa.  Qaesto  metodo 
6  però  di  poca  importania  nella  pratica;  onde  oi  limiteremo  a  darne  qui 

Bapponiamo  ohe  l'equazione  /(e)  =  0  abbia  ona  radice,  ed  una  soltanto, 

compresa  fra  i  dne  interi  oonseoutivi  a  ed  a+1.  Ponendo  3i=a-|-  -l'eqna* 

BÌone  trasformata  in  y  avrà  nna  sola  radica  positiva  snperìore  ad  1.  Si 
determinino,  mediante  opportani  tentativi,  i  due  interi  6  e  6  -I-  l  ohe  la 

comprendono  e  si  ponga  quindi  y  =  b  -t-  --  Si  oostmisca  poi  la  trasformata 

in  I  e  si  determinino  similmente  i  dna  interi  conseontivì  e  a  e  +  1  ohe  la 
oomprendono.  Cosi  prosegnendo  si  vorrà  ad  ottenere  l' appressi  mai  ione 
di  X  sotto  forma  di  nna  ftasione  oontinaa  : 


Qnesto  metodo  che  per  la  lunghetta  dei  calcoli  rinsoirebbe  nella  pra- 
tica quasi  inapplicabile,  b  suscettibile  tuttavia  di  notevoli  semplifloaiioni, 
proposto  appunto  da  Lagranfte.  Lagrange  ha  dimostrato  come  la  serie  dei 
nnmeri  a,  b,  e, ...  si  poiaa  costruire,  da  on  certo  punto  in  poi,  laiia  ten- 
tatiti.  (Vedi  Strret!  Court  d'Algibre  SupirUure,  Section  I,  Chap.  VII). 
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CAPITOLO  XI. 

OPERAZIONI    CON    NUMERI    COMPLESSI. 

§  1."  —  Operftzlonl  fondAmeatall. 

795.  Abbinmo  veduto  come  la  teoria  dei  problemi  di  1»  grado, 
quelli  cioè  che  si  traducono  algebricamente  mediante  nn  sistema 
dì  piili  equazioni  di  1°  grado  a  più  incognite,  si  possa  compleU- 
mente  svolgere  anche  restando  nel  campo  deinumerl  razionali.  Non 
cosi  pei  problemi  di  2°  grado,  come  ad  esempio  quello  della  estra- 
zione di  radice  quadrata  da  un  numero  positivo,  che  già  ci  hanno 
condotto  a  costituire  al  campo  dei  numeri  razionali  quello  piti  esteso 
dei  numeri  reali.  Ma  neanche  il  campo  dei  numeri  reati  è  bastevole 
a  trattare  in  tntta  fa  loro  generalità  i  problemi  di  2"  grado  e  di 
grado  superiore.  Per  persuadersi  di  oi6  basta  per  esempio  consi- 
derare il  caso  semplicissimo  dell'equazione: 

ic'  +  A  =  0 

la  quale  non  ammette  soluzione  reale  quando  A  è  un  numero  po- 
sitivo diverso  da  zero,  cosiccbè  la  espressione  dell' Incogoita 
x=  >/— A  avrebbe  in  questo  caso  nn  valore  puramente  formale 
ma  privo  di  significato  numerico. 

Conviene  pertanto  di  vedere  se  sta  possibile  allargare  ulterior- 
mente il  campo  dei  nuqierì,  introducendo  nuovi  enti  aritmetici  me- 
diante i  quali  questo  ed  altri  problemi  possano  divenire  risolubili. 
Naturalmente  l'Introduzione  di  nuovi  enti  aritmetici  in  tanto  potrà 
considerarsi,  anche  qui,  come  lecita  in  quanto  1  teoremi  fondamen- 
tali del  calcolo  algebrico  continuino  a  sussistere  anche  dopo  avere 
esteso  il  campo  dei  numeri  mediante  l'introduzione  dei  nuovi  enti. 

Noi  comincleremo  pertanto  dall'esaminare  se  si  possa  introdurre 
nel  calcolo  un  nuovo  ente  aritmetico,  che  indicheremo  con  i  e 
chiameremo  unità  imaginarìa,  il  quale  soddisfi  per  definizione  alla 
eguaglianza  : 

i»  =  -l. 

796.  Ove  si  possa  introdurre  il  numero  i,  converrà  altresì  intro- 
durre i  numeri  della  forma  bi  che  si  ottengono  moltiplicando  no 
numero  reale  qujiluuquc  b  per  l'unità  imaginarìa  t,  e  che  noi  chia- 
meremo numeri  imaginarii  puri.  E  finalmente  converrà  anche  dare 
significato  numerico  al  simbolo  a  +  bi  che  esprime  la  somma  di 
un  numero  reale  qualsivoglia  a  e  di  un  numero  imaginarìo  puro  bi- 
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I  Dnnieri  della  forma  a  +  bi  si  dicono  namei'i  complessi.  Esbì 
comprendono  come  caso  parricolare  tutti  i  numeri  reali  (6  —  0). 
Quando  sia  invece  6  ^0,  i  numeri  complessi  si  diranno  imaginarii. 
£  questi  ultimi  comprendono  alla  lor  volta  come  caso  particolare 
gli  imaginarii  puri  [a  —  0). 

Per  gli  scopi  dell'analisi  non  è  necessario  di  cercare  di  qaali 
specie  di  grandezze  questi  numci'ì  complegei  possano  considerarsi 
come  misura.  Bensì  è  necessano  legittimarne  l' introduzione  net 
calcolo  stabilendo  :  1°)  quali  fra  essi  debbano  ritenersi  come  uguali 
e  quali  come  distinti,  2°)  se  e  come  si  possano  estendere  ai  nn- 
meri  complessi  le  regole  fondamentali  del  calcolo  ed  in  ispecie  le 
definizioni  delle  quattro  operazioni  fondamentali. 

797.  Vediamo  in  quali  casi  si  dovrà  ritenere  l'uguaglianza  di 
due  numeri  complessi  : 


Per  ritenere  questa  eguaglianza  senza  abbandonare  le  regole 
fondamentali  del  calcolo,  dovremo  altresì  ritenere  l'eguaglianza 
che  ne  consegue  : 

a  —  a'  =  b'i-  bi 
e  1'  eguaglianza  : 

a  —  a'^(b'  —  b)i 

e  finalmente  1'  eguaglianza  : 

{a-a')»=(6'~&)»-i» 

le  quali  eguaglianze  si  deducono  tutte  dalla  prima  colle  regole 
fondameuiali  di  addizione  e  moltiplicazione.  Cioè,  polche  i'=-I, 
si  dovrà  i-itenere  altresì  : 

(a -a")»  =  -(&'-&)*. 

Ma  {a  -  a')*  e  (6'  -  6)' ,  come  quadrati  di  numeri  reali ,  sono 
sempre  numeri  reali  positivi;  onde  si  vede  che  questa  inugaa- 
giianza  ò  inammissibile  ad  eccezione  del  caso  In  cu!   si   avesse  : 

a-o'  =  0  ,  6' -6  =  0 

cioè  a  =  a'  e  b  =  b'.  Dunque  : 

Def,  —  Due  numeri  compietti  allora  ed  allora  soltanto  ei  riter- 
ranno eguali,  quando  la  parte  reale  del  primo  coincida  coti  la 
parte  reale  del  secondo  e  il  cotffldente  della  parte  imaginaria  col 
coefflciente  della  parte  imaginaria. 

CoK.  1."  —  Un  numero  imaginarìo  puro  non  può  mai  ritenerti 
effuale  ad  un  numero  reale. 

Cor.  2,o  Perchè  due  imaginarii  puri  bi  e  b'i  siano  eguali,  de- 
v' estere  b  =  b'. 

Cor.  S."  —  Affinchè  un  numero  complesso  a  +  bi  tia  eguale  a 
zero,  dev'essere  necessariamente  a  =  0  e  b  =  0. 

C*riiLLi.  —  lililuiioni  di  analiti  algebrica,  &.■  edii.  54 


lyCoOt^lC 


798.  La  condizione  ora  trovata  affinchè  un  numero  complesso 
a  +  bi  aia  eguale  a  zero,  pnò  anche  esprimersi  più  brevemente  di- 
cendo che  dev'essere  a*  +  b*  =  0.  Infatti  a* +  6*,  essendo  somma 
ài  due  parti  reali  positive,  non  pnò  essere  nnllo  se  non  quando 
sia  nulla  ciascuna  delle  due  parti,  cioè  si  abbia  a  =  Q  e  b  =  0. 

Reciprocamente,  se  o  =^  0  e  6  =  0,  sarà  a*  +  6*  =  0. 

Questa  somma  «*■»&*  dicesi  norma  del  numero  complesso  a-f  &i- 
Neil'  algebra  però  ha  speciale  importanza  la  radice  quadrata  po- 
titiva  Va*  +  6'  che  chiamasi  modulo  del  numero  complesso  a  +  bi, 

scrivendosi  :  

mod(a  +  60  =  \'a*  +  b*. 

Il  modulo  di  un  numero  compiette  »  +  bi  può  dunque  definirai 
come  quel  numero  reale  e  positivo  che  rappresenta  il  valore  arit- 
metico della  radice  quadrata  della  somma  a*  +  b*. 

Ciò  posto,  è  chiaro  che  affinchè  un  numero  complesso  a4-bi  sfa 
uguale  a  zero,  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  eguale  a  zero  il 
suo  modulo. 

799.  Addizione  e  sottrazione  dei  numeri  complessi.  Volendo  con- 
servare le  regole  fondamentali  del  calcolo,  è  chiaro  che  la  defi- 
nizione di  addizione  di  due  numeri  complessi  non  può  darsi  che 
nel  modo  seguente  : 

(o  +  W)  +  (o'  +  b'i)  =  (o  +  a')  +  (&  +  b'}i  (1) 

cioè:  per  somma  di  due  numeri  complessi  si  intenderà  quel  nu- 
mero complesso  che  ha  per  parte  reale  la  somma  delle  parti  rsali 
dei  due  addendi  e  per  coefficiente  di  ì  la  somma  dei  coefficienti 
di  i  nei  due  addendi. 

Di  qui  segue  immediatamente  che  il  problema  della  sottrazione 
di  due  numeri  complessi  si  può  sempre  risolvere,  ed  in  tm  modo 
unico,  a  seconda  della  formola  : 

(a  +  M)  -  (a'  +  b'i)  =  (o  -  a')  +  (b-  b%  (2^ 

Infatti,  per  la  definizione  di  addizione,  si  TerìSca  immediata^ 
mente  che  : 

(a'  +  b't)  +  [(a  -  a')  +  {b-  b')i]  =  (a+  bi) 

e  ohe  il  secondo  membro  della  (2)  è  il  solo  numero  complesao  x 
che  soddisfi  all'eguaglianza: 

(a'+  b'i)  +  X  =  (_a  +  bi). 

L'addizione  e  la  sottrazione  di  nnmeri  complessi  venendo  cosi 
ricondotte  ad  Un  numero  doppio  di  addizioni  e  sottrazioni  da  ese- 
guirsi in  modo  analogo  una  volta  snlle  parti  reali  ed  un'altra  sai 
coefficienti  delle  parti  imnginarie,  è  chiaro  che  tutte  le  regole  fon- 
damcniali  del  calcolo  relative  all'addizione  e  sottrazione  restano 
invariate  anche  nel  campo  più  esteso  dei  nnmeri  complessi.  Così 
sarà  p.  es.  : 

(a  +  bi)  +  (a'  H-  b'i)  =  [a'  +  b'i)  +  {«  +  60, 
ecc. 
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800.  Moìtiplicazione  di  numeri  complessi.  Anche  qni,  affinchè 
possano  eassistere  inalterate  le  regole  fondainenlali  per  il  prodotto 
di  due  polinomi,  si  vede  che  la  definizione  di  prodotto  dì  due  nu- 
meri complesBÌ  a-t-bi  ed  a'  +  b'i  non  ptiò  darsi  che  come  segue  : 

{a+bi){a'+b'i)=aa'+ba'i^ab'i+bb'i*=aa'-i-ba'i+ab'ì—bb' 

o  meglio  : 

(a  +  6i)(a'  +  b'i)  =  (W  —  bh')  -1-  {ah'  +  a'b)i  (3) 

Dunque:  per  prodotto  di  due  numeri  complessi  afbi  ed  a'+b'i 
s'intenderà  quel  numero  complesso  che  ha  per  parte  reale  il  nu- 
mero reale  aa'  —  bb'  e  per  coefficiente  della  parte  imaginaria  il 
numero  reale  ab'  +  a'b. 

801.  Dalla  definizione  data  di  prodotto  segue  evidentemente  che 
il  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  indipendente  dall'ordine  di 
moltiplicazione  dei  due  fattori. 

Cioè: 

(a  +  bi)(a'  +  b'i)  =  (ti'  +  6'iJ(a  +  bi). 

Lo  stesso  accade  per  un  prodotto  di  tin  numero  qualsivoglia  di 
fattori  complessi.  In  effetto,  per  dimostrare  che  un  prodotto  non 
si  altera  cambiando  in  nu  modo  qualunque  1'  ordine  dei  fattori, 
basta  dimostrare,  come  è  facile  vedere,  che  esso  non  si  altera  per 
lo  scambio  di  due  fattori  consecutivi;  cioè,  in  ultima  analisi,  ba- 
sterà dimostrare  nel  nostro  caso  che  : 

(a  +  bij{a'  +  b'i){a"  +  6"i)  =  (a  +  bi){a"  H-  b,'i){a'  +  b'i) , 

cioè  anche  che 

[{aa'  -  bb')  +  (ai.'  +  a'b)i]{a"  +  b"i) 

=  [(aa-'-  bb")  +  {ab"  +  a"b)]{a'  +  b'i). 

Ed  invero  ciò  si  verifica  immediatamente  effettuando  i  dne  pro- 
dotti secondo  la  regola  data  sopra  nella  definizione.  Conclude- 
remo duoqae  che  un  prodotto  di  due  o  più  numeri  complessi  non 
ti  altera  cambiando  in  un  modo  qualunque  l'ordine  di  successione 
dei  fattori, 

802.  iie  un  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  uguale  a  zero, 
dev'essere  necessariamente  uguale  a  zero  almeno  uno  dei  due  fattori. 

Supponiamo  infatti  che  si  abbia: 

{a-t-6t)(a'  +  W)  =  0 
ossia  per  la  definizione  dì  prodotto  : 

{aa'  -  bb')  4-  {ab'  4  a'b)i  =  0. 

Poiché  quest'ultimo  numero  complesso  è  ugnale  a  zero,  dev'es- 
sere separatamente  (art.  797,  Cor.  S.")  : 

aa'  —  bb'  =  0  ,  a6'  +  o'ft  =  0; 


lyCoOt^lc 


—  428  — 
quindi  anche  : 

{aa'  -  66')*  +  («6'  +  ti'6>*  =  0, 
cioè,  svolgendo  i  quadrati  e  ridacendo  : 

a»a'»  +  6*6«  +  a*b'*  +  a'n»*  =  0 
il  che  può  scriversi  : 

(a»  +  b»)(a'*  +  b")  =  0. 

Ma  il  primo  membro  di  qaest' egaaglianza  essendo  il  pi-odoiro 
di  nnmeri  reali,  già  sappiamo  ctie  esso  non  può  annullarsi  che 
quando  si  abbia  : 

a»  +  6»  =  0 
ovvero  quando  si  abbia  : 

a'*  +  6'*  =  0. 

Ufl  nel  primo  caso  (cfr.  art.  798)  dovrà  essere  a  =  0  e  &  =  0, 
cioè  essere  nullo  il  primo  fattore  complesso  a  +  bi  del  prodotto 
considerato  in  principio;  nel  Becondo  caso  dovrà  essere  a' =  0  , 
6'  =  0,  cioè  nullo  il  secondo  l'attore. 

Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  era  asserito. 

803.  Dalla  definizione  di  prodotto  si  deduce  immediatamente  che 

{a-i-bi)[{a'  +  b'i)  +  {a"  +  b"i)] 

=  (a  +  bi)(a'  +  b'i)  +  (a  +  6ij(a"  +  b"i), 

onde,  combinando  poi  qnesta  proprietà  del  prodotto  coll'altra  già 
dimostrata  dell'  invertibilità  dell'  ordine  dei  fattori,  si  dimostrerà 
senza  difiicoltà,  collo  stesso  andamento  che  snol  tenersi  in  arit- 
metica, che  anche  per  il  caso  di  numeri  complessi  A  ,  A' ,  A'',... 
B  ,  B' ,  B",.-  sussiste  inalterata  la  regola  per  il  prodotto  di  due  po- 
linomi espressa  dalia  formola  : 

(A  -h  A'  +  A"  +  ...)(B  +  B'  +  B"+  . . .)  =  AB  +  AB'  +  A"B  + 

Possiamo  dunque  senz'altro  concludere  che  anche  tutte  le  pro- 
prietà fondamentali  dell'  algoritmo  della  moltiplicazione  possono 
estendersi  all'intero  campo  dei  numeri  complessi. 

804.  Come  caso  particolare  importante  del  prodotto  di  numeri 
complessi  consideriamo  le  potenze  successive  i9  ,  i^  ,i*  ,i' ,  .  .  . 
dell'unità  imaginarin.  Ritenendo  per  coni^enzione,  analoga  a  quella 
che  sì  fa  per  i  numeri  reali,  C  =  1,  si  vede  subito  che  si  ha  poi 

Di  qui  segue  che  per  m  ed  n  interi  si  avrà  : 

onde  si  vede  che  i  valori  distinti  delle  potenze  : 
1°  ,  t' ,  i* ,  i*  ,  t*  ,  i* ,  t*  ,  i^ , .  . . 
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si  riproducono  periodicamente  di  qaattro  in  quattro,  cioè  si  ha  : 


=  1  ,  i«= 
^  1  ,  t'^ 


«  =  -!,*'  = 


ecc. 

Pertanto,  se  an  esponente  intero  qaalBivoglia  k  è  aguale  ad  db 
maltiplo  di  4  più  nn  certo  resto  e  (che  paò  essere  0,  1,  2,  3)  si 
avr&: 

i*  =  t« 

dove  i*=l  ,i,  —  l,—i,  secondochè  e  =  0,  1,  2,  3. 

605.  Z  due  numeri  a  +  bi  eà  a-  bi,  che  differiscono  soltanto  per 
Il  ^gno  del  coefficiente  della  parte  imaginaria,  si  dicono  coniugati. 
È  facile  di  riconoscere  : 

lo)  che  la  somma  di  due  numeri  coniugati  è  sempre  un  nu- 
mero reale.  Infatti  : 

(a  +  hi)  Jria-bi)  =  2a 

2°)  che  il  prodotto  di  due  numeri  coniugati  è  «n  numero  reale 
positivo  eguale  al  quadrato  del  loro  modulo.  Infatti  : 

{a  +  ftt)(o  -  6t)  =  a'  ^  b»  =  [mod(a  +  bi)]»  =  [mod(a  -  bi)]' 

3°)  che,  reciprocamente,  gè  due  numeri  complessi  hanno  la  loro 
somma  e  il  toro  prodotto  reali,  essi  sono  necessariamente  coniugati. 

806.  Divisione  dei  numeri  complessi.  Dividere  un  numero  eom- 
plesao  a  +  bi  per  un  altro  a'  +  b'i  significa  cercare  nn  terzo  nu- 
mero X  cbe  soddisfi  all'eguaglianza: 

(a'  +  b'i)x  =  a  +  bi.  (A) 

Se  esiste  un  numero  complesso  x=  a  +  ^i  che  soddisfa  a  questo 
problema,  si  dovrà  dunque  avere  : 

(a'  +  b'i)('x  +  ?»■)  =  a  +  bi, 
cioè  : 

(a'a  -  b'^)  +  {b'a  +  a'^){  =a  +  bi 

il  che  equivale  alle  due  uguaglianze  : 

a'a  -b'^  =a 

(B) 

b'a  +  a'^  =  b 

cbe  ci  danno  due  equazioni  di  primo  grado  fra  le  due  Incognite 
a,  ^.  il  cui  determinante  : 

lo'     -  &'  I 

,-=  (l'i  +  6'* 

ci  è  lecito  ritenere  diverso  da  zero.  Infatti,  se  fosse  a'*+b"  =  0, 
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—  iso- 
li attmero  complesso  a'  +  b'i  s&rebbe  nullo  e  per  conseguenza  l'e- 
quazione (A)  non  potrebbe  essere  soddisfatta  da  alcun  valore  fi- 
nito di  X,  nd  eccezione  del  caso  in  cui  fosse  anche  a+bi=-0,  nel 
qnal  uliimo  caso  ogni  valore  di  x  soddisferebbe  alla  (A).  Rite- 
nendo dunque  a"  +  6'*  >  0  vediamo  (art.  427)  che  eBìsterA  sempre 
nno  ed  un  solo  sistema  di  valori  di  a  e  ^  che  soddisfa  alle  (B), 
cioè  esisterà  sempre  uno  ed  un  eolo  numero  complesso  x=  a+  ^i 
che  soddisfi  alla  (A).  Questo  numero  si  chìamerA  il  quoziente 
della  divisione  di  (a  "  bi)  per  {a'  -l-  b'i)  e  si  indicherà  col  simbolo 
a  +  M  _ 
a'+  b'i~ 

-=  X,  si  ha  per  definizione  : 
(a'  +  b'%)x  =  o  +  ft» 
onde  moltiplicando  entrambi  i  membri  per  A  +  fit  : 
[(A  +  Bi){<t'  +  h'i)\x.  =  (A  -1-  BO{a  +  60 
e  per  conseguenza  : 

(AJ-  BO(a  -h  W)  _     _  a  +  6£ 
(A  +  Bi)  (a'  +  b'{)  ~'^~  a'  +  b'i  ' 

cioè:  il  valore  di  una  frazione  complessa  non  li  altera   moltijili- 
cattdone  numeratore  e  denominatore  per  uno  stesso  numero. 

Di  qui  Begae  ormai  manifestamente  che  tutte  le  regole  di  cal- 
colo relative  alle  quattro  operazioni  fondamentali  si  possono  sen- 
z'altro estendere  anche  all'intero  campo  dei  numeri  complessi. 

808.  Come  caso  particolare  della  proprietà  notata  all'articolo 
precedente  sì  ha  : 

a+bi  _  {a+bi){a'~b'i)  ^{a'i-bi){a'-b'i)  _(aa'-\bb')+(b<^-ab')i 
a'-{b'i  ~  (a'+t'0(a'-6't)  ""        a"+6''  a^+b"  ' 

onde: 

a  +  bi       aa'  +  bb'     ba'  —  ab'   , 
'^^iVi ~  o'»  +  fc'»  "*"  o** +  &'»"' 

Dunque:  il  quoziente  di  due  numeri  complessi  a+bi  ed  a'+b'i 
(dei  quali  il  secondo  sia  diverto  da  zero)  è  perfettamente  determi- 
nato, ed  è  uguale  ad  un  terzo  numero  complesso  che  ha  per  parte 

,    aa'  +  bb'  .  ba'— ab' 

reatfl  —j^ — --f^  e  per  coefflctente  detta  parte  tmaginana  —^ — r-jj. 
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1.  Dimoatrftre  che  il  modulo  del  prodotta  di  dai    numeri 
aguale  k1  prodotto  dei  loro  moduli. 

2.  OetermiDare  Ik  parte  reale  e  1«  parte  imagiuaria  del 


«l-t-*; 


e   +   di 


.+/.• 


8.  11  prodotto  l(a+bi)(a-bÌ)][{K+ki)(h-kiì}  potendo  anche  oasere  effettuato 
nel  modo  «egnente  : 

[(o  +  binh  +  kiiw-  «)(»-*•)], 

dadnme  che  il  prodotto  di  due  numeri  interi,  oiaacttno  dei  qnali  aia  la 
somma  di  dne  quadrati  esatti,  «ar6  pnra  una  somma  di  dae  quadrati  esatti. 

§  2.0  —  Bsppreieotaslone  geometrica  del  namerl  oomplesal. 

809.  Nella  geometria  analitica  del  piano  la  posizione  di  nn  pan* 
to  P  Tiene  rappresentata  ordinariamente 
dalle  distanze  di  esso  panto  da  dne  assi 
OX  ed  OY  fra  loro  perpendicolari. 

Il  numero  ctie  in  valore  assoluto  mi- 
sura la  distanza  PP'  dall'asse  delle  y  si 
cbiama  aiciaia  e  si  assume  come  positivo 
o  come  negativo  secondochò  il  punto  P 
trovasi  a  destra  ovvero  a  sinistra  del- 
l' asse  OY. 

Similmente  si  chiama  ordinata  il  nu- 
mero cbo  misura  in    valore    assolato    la 

distanza  PF''  dall'  asse  delle  x  preso  positivamente  o  negativa- 
mente seeoodochè  il  punto  P  cade  al  disopra  o  al  disotto  di  detto 
asse. 

Questi  dne  numeri  sono  sempre  reali;  quindi  ad  ogni  punto  del 
piano  corrispondono  sempre  due  numeri  reali  a  e  b.  Ma  a  due  nn- 
mert  reali  a  b  b  corrisponde  sempre  un  solo  numero  complesso 
a  +  bi;  dunque  6  naturale  far  corrispondere  al  punto  del  piano 
(di  ascissa  a  ed  ordinata  b)  il  numero  complesso  a  +  bi;  poiché 
allora,  reciprocamente,  ad  ogni  numero  complesso  corrisponderà 
nel  piano  ud  punto  ed  uno  soltanto.  Il  punto  del  piano,  che  rap- 
presenta in  tal  modo  geometricamente  un  numero  complesso  dato, 
si  dice  imagine  o  indice  di  quel  numero  complesso.  Sì  ba  cosi  la 
rappresentazione  geometrica  più  semplice  (detta  rappresentazione 
di  Gauss]  dei  nnmeri  complessi  mediante  I  punti  dì  un  piano.  In 
particolare  si  vede  che  i  numeri  reali  [cioè  i  numeri  complessi 
a  +bi  ia  cui  b  =  0)  sono  rappresentati  dai  punti  dell'asse  OX  ;  e 
precisamente  dai  punti  che  stanno  a  destra  o  a  sijiìstra  dell'  ori- 


y 

l V 

Ir" 
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fine  delle  coordinate,  secondochè  il  nnmero  reale,  che  si  consi- 
dera, sia  positivo  0  negativo.  Si  vede  slmilmente  che  i  numeri 
puramente  imaginarli  (cioè  ì  numeri  complessi  a  +  bt  In  cnia=0) 
sono  rappresentati  dai  ponti  dell'asse  OT. 

Se  col  eentro  nell'origine,  e 
con  an  raggio  egaale  al  seg- 
mento che  si  assume  come  n- 
nità  di  misnra,  si  descriva  un 
cerchio,  questo  incontrerà  ordi- 
natamente i  due  assi  poattiTi 
OX ,  OY  e  i  dne  assi  negativi 
in  quattro  punti  Qo  r  Q,  ,  Q;  i 
Q,,  i  quali  rappresentano  geo- 
metricamente Le  quattro  prime 
potenze  del  numero  t  : 

1,1,-1,-1. 

810.  Dati  due  numeri  complessi  a  +  bi  ed  a'  +  b'i,  1  etti  Indici 
nel  piano  siano  i  punti  P  e  P',  vediamo  come  si  possa  costmire 
geometricamente  11  punto  P"  cbe  rappresenta  fi  numero  somma 
del  due  dati,  cioè  il  numero  complesso: 

(li 

Congiunta  l'origine  0  con  P  e  con  P',  attribuiamo  ai  dne  aeg- 
menti  OP  ed  OP'  la  direzione  indicata  dalle  freccle  nella  Agora 
qui  sotto  ;  conduciaino  quindi  da  P  un  segmento  di  retta  PP" 
equipollente  (cioè  parallelo,  della  stessa  lunghezza  e  direzione)  ai 


(a  -i-  o')  +  (J>  +  b')i. 


y 

/'*" 

/    /^' 

/Vi      ! 

0 

K'      M           M" 

segmento  OP'.  Dico  che  il  punto  P"  cosi  ottenuto  è  precisamente 
l'indice  del  numero  complesso  (l).  Per  dimostrare  cib ,  basterà 
verificare  che  1'  ascissa  di  P"  è  ugnale  ad  a  -H  a',  cioè  alla  somma 
dell'  ascissa  di  P  e  di  quella  di  P',  e  slmilmente  per  le  ordinate.  In 
effetto,  partendo  dal  principio  che  dne  segmenti  eqnipollenti  hanno 
proiezioni  eguali,  si  vede  subito  dalla  figura  che  il  segmento  MM" 
proiezione  sull'asse  delle  a;  de!  segmento  PP'' sarà  eguale  al  seg- 
mento OM'  proiezione  {cioè  ascissa)  del  segmento  OP".  Pertantu 
il  segmento  OM" ,  che  è  1'  ascTssa  di  P",  è  precisamente  ugnale 
ad  OM  -I-  MM",  cioè  appunto  alla  ascissa  di  P  aumentata  dell'  a- 
scissa  dì  P'.   Dimostrazione  affatto  identica  vale  per  le  oi-dinate. 
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811-  Imagiiiando  atlribuite  ai  segmenti  OP  ,  OP'  le  direzioni 
indicate  sopra,  possiamo  dare  ulla  somma  del  numeri  compleBsi 
rappresentati  da  P  e  P'  la  seguente  interpretazione  meccanica. 
Congiungendo  1'  origine  col 
punto  F"  ed  attribuendo  al 
segmento  OP" ,  come  già  ai 
segmenti  OP  ed  OP',  la  dire- 
zione da  0  verso  P",  si  vede, 
paragonando  la  nostra  figura 
colla  nota  costruzione  del  pa- 
rallelogramma delle  forze,  che 
il  segmento  OP"  rappresen- 
terà in  grandezza  {intensità) 
e  direzione  la  risultante  delle 
due  forze  rappresentate  in 
grandezza  e  direzione  dal  seg- 
menti  OP  ed  OP'. 

812.  È  facile  ora  dedurre  la  regola  per  costruire  geometrica- 
mente il  punto  somma  dì  un  numero  qualunque  di  numeri  com- 
plessi dati. 

Siano  p.  es,  P,  P',  P",  P'"  i  punti  che  rappresentano  i  nomeri 


complessi  dei  qttali  si  cerca  la  somma.  Si  congiunga  l'origine  0 
coi  punti  P,  P',  P",  P'"  e  si  dia  ai  segmenti  OP,  OP',  OP",  OP"' 
il  senso  da  0  verso  i  punti  stessi.  Si  comincerà  allora  dal  fare  la 
somma  di  P  e  di  F'  nel  modo  epiegato  sopra  ;  si  otterrà  cosi  un 
punto  Q',  dal  quale  conducentio  un  segmento  Q'Q"  equipollente 
ad  OP"  si  avrà  poi  il  punto  Q"  somma  di  P  di  P'  e  di  P".  Som- 
mando finalmente  Q"  con  P'",  cioè  conducendo  da  Q"  un  segmento 
Q"Q"'  equipollente  ad  OP'",  si  otterrà  il  punto  Q"'  somma  di  P, 
P',   P",  P'". 

Vediamo  cosi  che  il  segmento  OQ"'  inteso  nella  direziono  da  0 
verso  Q'",  rappresenta  in  intensità  e  direzione  la  risultante  delle 
forze  applicate  al  punto  0  e  rappresentate  risp.  dai  segmenti  OP, 
OP',  OP",  OP"'. 

813.  Il  modulo  di  un  numero  complesso  è  rappresentato  geo- 
iDctrìcamente  dalla  distanza  fra  1'  origine  ed  il  punto  indice  del 
numero  complesso. 

Capkli.i.  —  Tilituiioni  ili  aHolUi  alijelirita,  3.*   uriiz.  ^>T> 
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Infaiti,  se  Q  sia.  U  ptcdu  della  perpendioolare  abbassata  sull'asse 
delle  X  dal  punto  F  ìndice  di  un  certo  □umero  complesso  a  +  in, 
i  dne  cateti  OQ  e  QP  del  triangolo 
rettangolo  OPQ  saranno  misurati  ri- 
spettivamente dai  numeri  a  e  b;  quin- 
di l' ipotenasa  OP,  la  cai  misara  sìa 
il  nomerò  positivo  r,  avrà  il  suo  qua- 
drato misurato  da 


y 


=  \/a*  +  ft*  =  mod(a  -)-  hi\ 


e.  d.  d. 


8i4.  Richiamando  la  costruzione  sopra  indicata  del  punto  P" 
che  rappresenta  la  somma  dei  due  numeri 
complessi  a-\bi,  ed  a'  +  b'f,  i  cai  indici 
p»  '  siano  i  punti  F  e  P' ,  e  indicando  con  r , 
t',  r"  le  misure  dei  lai!  OP,  PP"  ed  OP" 
del  triangolo  OPP",  si  vede,  per  l'articolo 
precedente  che  : 

r  =  mod(a  +  bi) 

r'  -  mod(a'+b'Ì) 

r"=  modt(«  +  l>i}  -r  (n'  +  b'i)',. 

Quindi  fra  i  moduli  r  ed  r'  di  due  numeri  complessi  ed  il  mo- 
dulo r"  delta  loro  somma  debbono  intercedere  le  stesse  relazioni 
di  grandezza  che  hanno  luogo  fVa  1  tre  lati  dì  un  triangolo. 

Dunque,  poiché  in  un  triangolo  qualunque  un  lato  è  sempre  com- 
preso fra  la  somma  e  la  differenza  degli  altri  due,  si  avr*  : 

r"  <!■-(-  r'  ,  v">r'  —  r" 

delle  quali  disuguaglianze  la  seconda  va  intesa  In  valore  assolato. 

Si  noti  die  il  caso  dell'uguaglianza  si  presenta  loltanto  quando 
i  tre  punii  0,  P,  P'  stanno  in  linea  retta,  cioè  quando  OPF'  cessa 
di  essere  un  vero  triangolo. 

Avremo  spesso  occasione  di  richiamare  la  prima  di  qaeate  doe 
diseguaglianze,  la  quale  ci  dice  che  il  modulo  della  somma  di  due 
numeri  compietti  è  tempre  minore  (o  al  più  eguale)  della  tomma 
dei  loro  moduli. 

Più  generalmente  si  lia  che  il  modulo  della  tomma  di  quanti 
si  vogliano  numeri  complessi  non  può  mai  superare  la  somma  dei 
rispettivi  loro  moduli. 

Infatti,  per  ciò  che  precede,  si  ha  : 

mod[P  +  r  +  P"l  =  mod[(P  -i-  P')  +  T"]  ?  mod{P  +  P'J  -h  inodP", 
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Ma,  sempre  per  la  proprietà  stessa,  si  ha  : 
mod(P  4-  P')  §  modP  +  modP', 
onde  si  conclade  a  fortiori  : 

mod{P  +  P'  +  P")  5  modP  +  modP'  +  moriP" 
e  cosi  via. 

£i»roiii. 

1.  I  puDti  iodici  di  due  numeri  compiegai  eoniuKKti  sono  situati  sini- 
metricamente  rispetto  all'osee  delle  X;  i  ponti  ìndici  di  due  numeri  com- 
plessi ef^ali  ma  di  segno  contrario  sono  situati  simmetrioamente  rispetto 

2.  Costmire  il  punto  che  rappresenta  la  difFaréniii  di  due  numeri  com- 
plessi dati  o  +  6>'  ed  a  +bi,  avvalendosi  della  costruaione  indicata  per  la 
somma,  cioè  considerando  che: 

(a  +  W)-(o'  +  Vy)  =  (8  +  6i)  +  [-  (o'  +  Vi)]. 

8.  Dimostrare  che  il  modulo  della  differenza  fra  dae  numeri  complessi 
b  dato  geometri  eamen  te  dalla  distanca  dai  due  punti  ohe  li  rappresentano. 

4.  Dimostrare  algebricamente  il  teorema  dell'art.  814,  verificando  la  di- 
segoaglianza  : 

\'  (a  +  o'j*  +  (6  +  6'J»  5  \/o"'"+4'  +  \/o'»  +  6'". 

§  3."  —  Forma  irl^enometrloa  di  nn  nnniero  complesso. 

815.  Per  individuare  la  posizione  di  un  punto  P  nel  piano  XY 
si  pad  far  uso,  anziché  delle  coor- 
dinate cartesiane  a  e  h  considerate 
precedentemente,  delle  coordinate 
uosl  dettepolart,  cioè  della  distanza, 
misarata  da  nn  numero  positivo  che 
indicheremo  con  r,  del  punto  P  dal- 
l'origine 0  e  dell'angolo,  che  indi- 
cheremo con  e,  formato  dalla  dire- 

zlone  OP  (il  cui  senso  si  intenderà      ' q  ~^  Jj  ^X 

sempre  contato  partendo  dall'origine 
e  muovendosi  verso  il  punto  P  come 
6   denotato  nella  figura   dalla  frec- 
cia) colla  direzione posj'f iva  OX  del- 
l' asse  delle  x.  Per  angolo  tp  a'  intende  quel  numero  che  misura 
r  arco  QP'  inrercetto,  sulla  circonferenza   dì  raggio   1    avente   il 
centro  In  0,  fra  il  punto  Q  della  figura  ed  il  punto  P'  nel  quale 
la  direzione  OP  incontra  la  detta  circonferenza. 

Fiìi  precisamente,  se  si  immagini  un  mobile  il  qnale  partendo 
dal  punto  Q  e  muovendosi  sempre  nello  stesso  senso  lungo  la  cir- 
conferenza al  arresti  nel  punto  P'  (o  al  primo  incontro  o  dopo  un 
numero  qualunque  di  giri  dell'intera  circonferenza),  si  intenderà 
per  angolo  ;  quel  numero  che  misura   In    lunghezza    dell'  intero 
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Hi-co  percorso,  prendendo  come  anità  di  misura  il  raggio,  preso 
positivamente  o  negativamente  secoiidochè  il  mobile  abbia  per- 
corso la  circonferenza  nel  senso  indicato  dalla  freccia  nella  tìgum 
precedente  ovvero  nel  senso  opposto.  L'angolo  9  cosi  definito  non 
È  dunque  nn  nomerò  perfettamente  determinato;  bensì  esso  è  per- 
fettamente determinato  a  meno  di  uo  maltiplo  intero  positivo  0 
negativo  d-I  numero  2ic,  che  esprime  la  misura  della  circonfcrenM 
di  raggio  eguale  all'unità, 

816.  In  trigonometria  si  chiamano  seno  e  coseno  dell'angolo  ?. 
e  si  indicano  risp,  con  sin?  e  oos?,  l'ordinata  e  l'aadeBa  del  pnnio 
P'  nel  quale  Ui  direzione  ÓP,  che  forma  con  OX  l'angolo  5,  in- 
contra la  circonferenza  di  raggio  I. 

Poiché  ora  i  due  punti  P  e  P'  si  trovano  sempre  dalla  stetia 
parte  rispetto  all'origine  0,  è  chiaro  che  le  loro  ascisse  (e  cosile 
loro  ordinate)  saranno  sempre  dello  stesso  segno  qualunque  siali 
posizione  del  punto  P  nel  piano.  Per  conseguenza,  detto  a+ti'il 
numero  complesso  che  ha  per  indice  il  punto  P,  i   rapporti  : 


sono  sempre  numeri  positivi. 

Intanto,  se  M  ed  M'  sono  i  piedi  delle  perpendicolari  abbassate 
da  P  e  I"  Bull'  asse  delle  X,  si  ha  evidentemente  : 

a        OM  b         MP 

CO69  "  OM'    '     Bin<p  ~"  M'P' 

Ma,  per  la  similitudine  dei. due  triangoli  OMT'ed  OMP,bì  ita: 


OM 
OM' 


MP 
^  M'P'  * 


OP 


costp     sin?     OP'     1 


m 


detto  r  il  numero  positivo  che 
misura  OP,  e  queste  uguaglian- 
ze saranno  sempre  soddisfatte 
anche  per  riguardo  ai  se(;ni  dì 
(I,  b,  CO89,  sin?,  essendo  i  doe 
rapporti  (l)  sempre  positivi, 
come  si  è  osservato  poco  fa, 
(|u  alunque  sia  la  posizione  di  P  nel  piano.  Dalle  (2)  si  deduce  ora: 


rcoBtp  , 


=  rsinf. 


(31 


Il  numero  complesso  che  ha  per  indice  il  punto  P,  pnò  dunque 
anche  scriversi  cosi  ; 
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o  meglio  : 

a  f  bi  -  KcoSf  +  *  8in?) 

dove  )-  altro  non  è  che  il  modalo  del  nomerò  complesao  (V.  §  prec.) 
e  dove  9  è  an  certo  angolo  (un  iiamero  perfettamente  determinalo 
a  meno  di  un  multiplo  intero  positivo  0  negativo  di  2s)  che  chia- 
masi argomento  del  numero  complesso. 

817.  Le  formole  (3)  ci  danno  il  modo  dì  calcolare  i  valori  di 
a  e  di  (1,  quando  siano  dati  i  valori  di  r  e  5.  Reciprocamente, 
dati  a  e  b,  per  calcolare  r  e  9  si  osservi  primieramente  che  si  ba: 


onde  sostiluendo  ciò  nelle  (3)  si  avrà  poi  : 

((  h 

C035  =       ,  sin?  =  --___-..-  (5) 

Va*  -\-  b-  va*  +  b* 

Queste  due  nltimc  formole  determinano  completamente  l'angolo 

^,   a  meno  di  un  multiplo  intero  di  2;:,  poichò  etista  un  angolo  <? 
iV  cui  seno  e  coseno  prendono  certi  due  valori  determinati- 

Notiamo  altresì  che  dallo  (5)  si  deduce  dividendo  la  seconda 
membro  a  membro  per  la  prima: 

tg?  =  ^.  (6) 

Questa  formola  non  determina  completamente  l'angolo  9,  poiché 
esiatono  sempre  due  archi  che  hanno  una  steaaa  tangente;  ma  sarà 
poi  facile  vedere  quale  dei  due  debba  prenderai  osservando  i  se- 
g'ni  che  debbono  avere  sinf  e  cos^,  i  quali  segni,  come  apparisce 
immediatamente  dalle  (5),  coincidono  coi  segni  di  a  e  di  &  rìsp. 

818.  //  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  un  numero  com- 
ple»so  che  ha  per  modulo  il  prodotto  dei  moduli  e  per  art/omento 
la  somma  degli  argomenti  dei  due  fattori. 

Cioè  : 

[r(oos7+iaìn5)].[r'(cos9'+i"8Ìnq!')]=iT'-[coB(9+i?')+«8Ìn(?+9')l-    C^) 

Eseguendo  i!  prodotto  secondo  le  regole  già  esposte  si  ha  in- 
fatti : 

r{coB!p  +  isinip)'r'(cos9'  +  isin?') 

=  rr' j[co89cos(f'  — sino  sin^']  +  /[sin^costp'  +  ain^'cosf]!. 

Ma  dalla  trigonometria  si  ha  : 

cosf  C0B5'  —  sin?  sintp'  =  co8(?  +  ?') 

sino  cosip'  +  eos  j  sin!?'  =  8in(9  +  9')  , 

onde  si  ottiene  appunto  la  formola  (7). 

819.  Il  quoto  di  due  numeri  comjilessi  è   un  numero   complesso 
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che  ha  per  modulo  il  quoto  dei  moduli  e  per  argomento  la  dift- 
rema  dei  due  argomenti.  Cioò  : 

r'(co8?  +t8in9)      r 
Infatti,  pel  teorema  precedente,  si  lia  appunto  : 

r'icoB^'  +  ^8Ìn9'} — i-  [co8(5  -«p'j  +  jsm{<p  ~  c')l 

=  r'~-fco8Ì9'  +  (<p-(f')!+*8ÌD!?' +  (?-?'):] 

=  )-[cOB? +  18109]. 

820.  Dalla  regota  data  poco  fa  pei-  il  prodotto  di  due  iiniueri 
complessi  ai  deduce  subito  che  il  prodotto  di  quanti  si  vogliano 
numeri  coviplesai  è  ìin  numero  complesso  che  ha  per  modulo  il 
prodotto  dei  moduli  e  per  argomento  la  somma  degli  argomenti 
dei  sìngoli  fattori. 

Consideriamo  infatti  il  prodotto  di   quatti»   nameri   complessi: 

CO89  +  i3ÌDy  ,  COS9'  +  Vflin?' ,  co8(p"  +  isin^"  ,  ooss'"  +  isin?"' 

nei  quali  per  semplicità  supporremo  i  moduli  eguali  all'unità. 
Moltiplicando,  colla  regola  data  sopra,  il  primo  per  il  secondo, 
quindi  il  risultato  per  il  terzo,  e  cosi  via  otterremo  successiva- 
mente : 

(C0Blp  +  t8Ìn?)(C0B<f'+f8Ìn^')(C0S5"+(BÌn?"){C08?'"4Ì8ÌD5"') 

=[cos(9+ip'+9")+i8Ìn{?+?'+9")](co89"'-Hisin9"') 
=C0B(?  +  o'4  9"+9"')+t8Ìn'9t5'+5"+i}"'). 
mi.  Se  nella  formola  : 

[C089,  +  lBÌnf,][C08EPt  +  »BÌn?j]  .  .  ,  [C0B?„  +  f  Biuf  J 

=  C08((p,  +  ?,+  •..+?„)  +  *■  8iu(qi,  +  ?,  +  ...+?„! 

BUpponiamo  9,  =  5^  =  tpg  =  . . .  =  9^  =  9,  essa  ci  da  la  seguente  for- 
mola, detta  di  Moivre  : 

[cos?  +  tsin9]"  =  00S-K9  +  iain-Hj.  i9) 

Questa  formola  non  vale  soltanto  per  n  intero  e   positivo,    ma 
anche  per  n  intero  e  negativo. 
Si  ha  infatti  : 


'  [cosfp  +  isin^]"  ' 

onde  per  la  formola  (9)  : 

{C0S9  +  isinf)""  =  — — 
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Ma,  per  la  regola  data  all'art.  819,  si  ha: 

1  COS-0  +  j'ain-0  ,„  ,      ,  .    _ 

— — 7—, = ~—  r-, =  C08(0  -  nw)  +  iBÌn(0  -  «ai 

eoB»?  +  t  Sion?     coan?  +  i  stnn?  v  t  ^ 

=  cos{—  Hf)  +  isin{—  «9), 

onde,  sostitnendo  ciò  in  (10),  si  conclude  appunto  : 

(cos^  +  isin?)""  =  C08(-n!?)  +  tein(— «?). 

Sarebbe  fuori  di  luogo  l'esaminare  qui  se  la  formola  (9)  possa 
enseiatere  anche  per  valori  frazionarli  od  irrazionali  di  n  non  a- 
vendo  nei  finora  ancor  stabilito  che  cosa  debba  intendersi  per 
potenza  frazionaria  di  un  numero  complesso.  A  tale  oggetto  è  ne- 
cessario innanzi  tutto  di  ricercare  se,  dato  ad  arbitrio  un  numero 
complesBO  A,  eaisu  qualche  numero  complesso  che  elevato  alla 
potenza  n™"  riproduca  A,  cioè  se  e  quale  eignificato  possa  avere 

il  simbolo    \/A   quando  A  è  an  numero  complesso. 
Di  ciò  appunto  ci  occuperemo  nel  prossimo  §. 


1.  DaIU  remota  per  la  tuoi  tipi  ìcaEione  di  due  numeri  compleBBÌ  sotto 
forma  trif^noinetrica  dedurre  la  costruzioDe  geometrica  del  punto  che 
rappresenta  il  prodotto  di  due  numeri  complesei  rappresentati  da  dne 
punti  dati. 

2.  Dedni-re  dalla  formola  ; 

cos»!?  +  tsium?  =  [cosìf  +  isin^l'" 

mediante  lo  aviluppu  della  poteota  do)  binomio,  le  eapresaioni  di    corni» 
e  di  siDinp  in  ftnEÌone  nuionale  intera  di  co3<p  e  di  siaip  : 

cosni9=cos"<f— (^Jco8"~'?8Ìn'?  +  (  ^)cos'"~*(p3Ìn*?f,.. 

3Ìnni9=mcos'"~^5  8in9— (*?  jco^'"~'9sin''9^-('^Jco8'""'5sin'!|l■^... 
^.  Supposto  n>  dispari,  ai  consideri  l'equazione  del  xrado  m  in  x  : 

.{™(.-..)'^(:)(>-,.)n..(:)(.-..)n. 


.-.1. 


SÌDt|l 


r 

1  base  alla  nota  precedente,  che  essa  è  risolata  da  : 


È   qnesto  ano  degli  esempi  più  notevoli  di  risoluzione  di  equazio 
^fbritht  per  mezzo  di  fanzioni  tratrenitenti. 
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§  4.0  —  Radio!  del  numeri  cotnpleul. 

822.  Se  con  A  ai  indichi  un  numero  complceso,  cercare  la  v'A 
significa  cercare,  ove  eeieta,  un  alLi'o  numero  complesso  B  clic 
elevato  alla  ii'**  potenza  riproduca  il  numero  A.  Ora,  dato  il  com- 
plesso A,  esso  si  potrà  sempre  ridarre  alla  forma  trigonometrica: 

A  =  r(cos9  +  isÌd?)  (1) 

fi  cosi,  se  esiste  un  numero  complesso  B  che  risolvu  il  problema 
proposto,  esso  si  potrà  poi  sempre  prendere  sotto  la  forma  trigo- 
nometrica : 

B  =  p(co8i]'  +  iBini!i).  (^) 

Il  problema  consiste  dunque  nel  cercare  se  e  come  si  possano 
determinare  un  modulo  p  ed  un  argomento  4'  per  i  quali  si  abbia: 

B"  =  A  ,  (3} 

cioè  per  la  formola  di  Holvre  (V.  §  prec.) 

p"(coani|/  +  JGìnfl^)  =  r{cos;  +  isin?). 

Ora  per  l'eguaglianza  di  due  numeri  complessi  ridotti  a  forma 
trigonometrica,  6  necessario  e  sufficiente,  come  sappiamo,  cbe  es^i 
abbiano  eguali  i  moduli  e  che  l'argomento  dell'uno  sìa  eguale  al- 
l'argomento dell'altro  aumentato  di  un  multiplo  positivo  o  negn- 
ttvo  di  circonferenze.  Dovrà  dunque  aversi  : 

p"  =  r  ,  ih)!  =  9  +  2tT: 

dove  k  può  essere  un  intero  qualunque  positivo  o  negativo;  onde: 

".-        }r      ,      f  +  2ks 

o-\lr  =  T"   ,  ^=— ■ 

n 

La  prima  di  queste  due  formole  determina  completamente  ?; 
poiché,  dovendo  p  essere  per  definizione  un  numero  reale  e  po- 
sitivo, dovremo  intendere  per  \Jr  la  radice  n""  aritmetica,  ciw 
reale  e  positiva,  del  numera  r,  escludendo  quindi  le  altre  possi- 
bili radici  «""■  algebriche  del  numero  r. 

Per  denotare  ciò  scriveremo  d'ora  innanzi  r"  anziché  V*"- 
Sostituendo  ora  in  {i)  queste  espressioni  trovale  per  p  e  ^i,  con- 
cludiamo che  tutti  ì  possibili  numeri  B,   che  soddisfano  al  pr"' 
blema,  sono  dati  sempre  ed  esclusivamente  dalla  formola: 

VA  =B  =  r"(cos- +isin^ I  (-*! 

\  )i  n      / 

in  cui  r"  esprime  la  radice  n'""  aritmetica  del  numero  reale  pn- 
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sitiTO  r  ed  in  cni  k  può  assnmere  qaalBtasi  valore  intero,  positivo 
nullo  o  Degativo. 

823.  Polche  nella  (i)  l'intero  k  è  affatto  arbiWario,  sembrerebbe 
a  prima  vista  che  esistessero  infiniti  valori  di  B  che  soddisfano 
al  problema.  Noi  invece  dimostreremo  che  gì'  infiniti  valori  che 
cosi  si  ottengono,  si  ridacono  soltanto  ad  n  fta  loro  distinti,  cioè 
che  ogni  numero  completo  ammette  precisamente  n  radici  enne- 
rìme  fra  loro  diitinte. 

Di  fatti,  qualunque  sia  il  valore  aCtribaito  a.  fc,  esso  sarà  sempre 
ngaale  ad  un  multiplo  di  n,  che  indicheremo  con  Mn,  più  un  certo 
numero  if,  resto  della  divisione  di  k  per  n,  il  quale,  essendo  piti 
piccolo  di  n,  potrà  soltanto  avere  i  valori  0,  1,  2, . . .  n-1.  Sosti- 
tuendo allora  in  (4)  11  k  sotto  la  torma  k  =  Mn  -H  k',  troviamo  per 
argomento  del  numero  B  1'  angolo  : 


e  la  (4)  diviene  : 

Ha,  essendo  U  un  numero  intero,  si  può  omettere  il  2Mit,  per- 
chè il  seno  e  coseno  di  un  angolo  non  variano  se  all'  angolo  si 
aggiunga  no  numero  intero  d!  circonferenze.   Resterà  dunque  : 

B  =  r"(  cosi 1. 1  Bin  " -  )  (5) 

\  7»  n      / 

dove  /e'  può  assumere  soltanto  gli  n  valori  0,  I,  2  ...  (n— 1);  onde 

si  avranno  al  piit  n  valori  distinti  di  B,  ossia  di  VA. 

D'altra  parte  6  facile  riconoscere  che  gli  n  valori  che  cosi  sì 
ottengono,  sono  tatti  distinti  fra  loro.  Supponiamo  infatti  che,  so- 
stituendo nella  (5)  In  luogo  di  ìef  due  valori  particolari  k'  e  k" 
(compresi  fra  0, 1, 2, ... ,  n-1),  trovassimo  per  B  due  valori  eguali: 

-/       {p-(-2fc'it    ,  .  a)+2*:'Tc\      ^/       ?  +  2fc''it    .  .  9-|-2A"tc\ 

r^l  cosi— +i 8in^~- —  1  =  r"(  cos" -+x BioT— — -  ). 

V»  n'Vn  n      / 

In  tal  caso,  si  dovrebbe  avere,  come  all'  art.  822  : 

n  n 

d'onde,  moltipllcando  per  n,  riducendo  e  dividendo  quindi  per  2ii, 
bI  deduce  : 

if-fc"  =  Mn.  (a) 

Ora,  essendo  k'  e  k"  entrambi  minori  di  n,  la   loro   differenza 
k'  -  k"  sarà  anche,  in  valore  assoluto,  minore  di  n,  e  per  conse- 
^nenza  l'eguaglianza  (a)  è  assurda,  poiché  un  numero  minore  di  « 
CAPìltl.t.  —  Ulituxio«*  di  a/ialiti  algtbriea,  &.■  edii.  66 
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9  +  2k«  \ 
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non  pnù  essere  nn  multiplo  di  n,  salvo  il  caso  in  cnì  il  num«t) 
eia  lo  zero;  in  qnesto  esso  per&  si  avrebbe  fc'-A:"=0,  cioè  k'=k" 
contrarìamenie  all'ipotesi  fatta  che  k'  e  Jb*'  fossero  dae  valori  dif- 
ferenti dati  a  k.  Oli  n  valori  dati  dalla  formola  (5)  sono  donqae 
tutti  distinti.  Concludiamo  danqne  ohe  ogni  numero  comptt$$o 
A  =  r(coBf  + 1  sin?)  ammetìe  preciaamenU  u  radici  n""  fra  loro  di- 
gtinte,  che  ti  ricavtmo  daUa  formola  general»  : 

V  A  =  r'*(cos 

dando  a  k  i  valori  0,  1,  2,...n  — 1. 
824.  Se  nella  formola  generale: 

".     ; ;  5/         «  +  2fclt        .    .     t  +  2kS\  ,„ 

Vr(co8(p  +  isin?)  =r"loo85^ +  ism I  (7) 

facciamo  in  particolare  r  =  l,  f  =  0,  essa  ci  d&  l'espressione  ge- 
nerale delle  radici  n"*  dell'  anitit,  cioè  : 


Quindi,  per  la  regola  del  prodotto  di  due  namerì  complessi  sotto 
la  forma  trigonometrica,  la  (7)  pud  anche  scrìversi  : 

Vr{co89  +  isin<f)=  |_f"(co8-  t-  isin- 11-  \/I , 

cioè  ;  le  n  radici  n""  di  un  numero  qualunque  «i  ponono  ricavare 
da  una  fra  ette  moltiplicandola  auecesaivamente  per  le  raditi 
n"'  di  1. 

826.  Importa  perciò  principalmente  di  saper  calcolare  le  n  ra- 
dici n"'  di  I,  che  si  ottengono  dalla  eapresBione  generale  (A)  daopu 
a  k  ì  valori  0,  1,  2, ...  n-1.  A  tale  oggetto  si  può  considerare  in- 
nanzi tutto  che  quell'espressione  può  anche  scriversi  per  la  for- 
mola di  Moivre  come  segna  : 


",r       /       2ic  ,    .  ,    2ff\*      ,      „ 
Vi  =  (coB— +  t8!n— )  ,    ft=iO,  1 


Cioè:  dopo  aver  calcolato  la  <JÌ  che  corrieponde  a  k  =  l,  ba- 
etera  elevare  succeeaivamente  il  valore  coti  ottenute  alle  potente 
1,  2,  3, ...  n— 1  per  otte?iere  tutte  le  altre  radici  dittinte  dell'unità. 

^  826.  In  secondo  luogo  è  importante  di  osservare  che  :  té  net- 
l'espresiione  generale  (8)  ti  eoitituiacano  per  k  due  valori  comple- 
mentari l'uno  dell'altro  ritpetto  ad  n,  cioè  p.  et.:  k=h  e  k=n— h, 
le  due  radici  n"'  di  1,  che  coti  ti  ottengono,  tono  due  numeri  eom- 
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pl«»»i  fra  loro  coniugati.  Si  ba  iofatti  : 

2(n-A)it      .   .  2(«-A)it           /     2Ait     „  \ 
coa-^ i_  ^  t  B,n-i i-=  cobI +  2zj 

+  <8[n1 +  2Tt  1=cob(— . —  1  +t8fn( 1 

2hTC      ,   .  2Ait 

=  COB i  Bin — 

n  n 

dove  r  nltima  espressione  è  appnnto  il  numero  coniugato  al  nu- 


vede  danqae  ohe  le  radici  n""  completse  dell'  unità  sono  fra  loro 
coniagace  a  due  a  due.  Oltre  alle  radici  n*"'  complesse  vi  sarà, 
se  n  è  dispari,  nna  sola  radice  reale  (eguale  ad  1,  che  si  ottiene 
per  A:  =  0) ,  e  se  »  6  pari ,  due  radici  reali ,  l' una  eguale  a  +  1 , 
l'altra  a  ~  1,  che  corrispondono  ai  due  valori  dell'espreesioue  (8) 

per  «  =  u  e   «  =  s* 

827.  Casi  particolari  per  n  ~  1,  2,  3,  4. 

Per  »=1,  si  ha  una  sola  radice  1.*  dell'unità  che  ha  il  valore  1. 
Per  n  =  2,  si  tianno  due  radici  quadrate  dell'unità,  che  hanno 
i  valori  + 1  e  —  1. 

Per  n  =  3,  la  forinola  generale  (8)  dà  : 

*,-  2ifcK      ,  ,  2ftit  ,      «    .    „ 

Vi  =  COB-5-  +  i  8in-^     ,    fc  =  0,  1,  2. 

Per  i  =  0,  si  ha  il  valore  1  ;  per  i  =  1,  si  ha  11  valore  : 

2ic  ,   .   .  Ss  1  _L  ^3 

coB^  +  i«.n-  =  -^  +  (^ 

come  subito  si  vede  dall'iscrizione  del  triangolo  equilatero  nel 
cerchio  di  raggio  1. 

Per  fc  =  2,  già  sappiamo  doversi  avere  il  valore  coniugato  ~  - 

_.V3 
*  2  " 
Se  poniamo  per  brevità  : 


[  dovrà  avere  per  l' osservazione  fatta  alt'  art.  825  : 
1      Vs      , 


come  inlàtti  si  può  snbito  verìflcare. 
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Per  n  =  4,  la  foruola  generale  (8)  dà  : 

*,-  2ìn 

Vi  =  •'OS— -  i 

onde  si  trovano  jmmediatameate  i  valori  gt&  incontrati  : 

1  ,  t ,  - 1  ,  - 1. 

828.  Si  è  visto  sopra  (art.  825)  che  esiste  sempre  almeno  una 
radice  n""  dell'nnità  che  elevata  alle  potenze  snccessive  riproduce 
tntte  le  altre.  Of^ni  radice  cosiffatta  si  chiama  radice  h*^  primi- 
tiva dell'nnità.  Ora  è  facile  riconoscere  che  le  radici  n*'  primi- 
tive di  1  si  ottengono  dall'espressione  generale  delle  radici  »"': 


prendendo  per  k  tatti  i  numeri  interi  inferiori  ad  n  e  primi  con  n 
(qtiind!  in  particolare  k=i,  in  qaanto  il  namero  1  si  conaide» 
come  primo  con  ogni  altro  namero).  Invero,  se  k  ha  in  comnse 
con  n  nn  divisore  Q  diverso  da  1,  st  avrà  : 

/      2fci:      .  .  2to:\*  2toE      .  .  2kK 

l  coB —  +  i  sin  —  1   =  C08-T—  +  I  sin-T-  =  1 , 

V        n  n  /  fl  6  ' 

epperò  l'espressione  (8)  non  paò  essere  una  radice  primitiva,  poi- 
cbò  elevata  alle  successive  potenze  darebbe  al  più  -    valori  di- 
stinti. Se  invece  k  è  primo  con  n,  le  potenze  : 
/       2*K      .  ,  2*it\P 


1,  2, ..  .  ,n-l 


saranno  tutte  distinte  ;  poiché,  se  si  avesse 


se  ne  dedurrebbe  ; 

essendo  M  nn  intero,  cioè  : 

K?  —  p'J  =  Mn. 

Ma  k  è  primo  con  n  ;  quindi  p  —  p'  dovrebbe  essere  divÌBÌhil6 
per  n,  il  che  6  assurdo,  essendo  tale  differenza  inferiore  ad  «  m 
valore  assoluto. 

Dunque:  il  numero  delle  radici  n""  primitipe  dell'unità  i  ugM** 
al  numero  dei  numeri  naturali  inferiori  ad  ne  primi  con  n.  Questo 
numero  si  suole  Indicu^  nella  teoria  dei  numeri  con  f(N). 
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L'espressione  di  f{n)  si  trova  facilmente  dopo  aver  dimostrato 
che  te  n  =  |ii-v,  dove  il  e  t  gono  due  numeri  naturali  primi 
fra    loro  ,  ?(n)  =  (f([i)  ipCv). 

829.  Per  dimostrare  ciò,  osBerviamo  che,  detta  À  ana-qnalanque 
delle  radici  primitlre  |Jl"^  di  1  e  B  Qna  qnalnnqae  delle  sue  ra- 
dici primitive  v"",  il  prodotto  A'*B^  ci  rappresenta  tutte  le  radici 
a"^  di  1  facendo  variare  in  tutti  i  modi  possibili  1'  esponente  a 
da  0  a  [t  —  I  e  1'  esponente  ^  da  0  a  v  -  1. 

Invero,  ohe  À'-B^  sia  radice  n""  di  1  si  riconosce  immediata- 
mente, poiché  Ai^  =  B^  =  l  e  quindi: 

(A*-B^y  =  A-^.B^  =  (A'')»»{By  =  1. 

Resta  soltanto  a  dimostrare  che  i  i>-v  valori  di  A'B^  corrispon- 
denti ai  {i-v  sistemi  di  esponenti  a,  ^  sodo  tatti  distinti,  e  ci  danno 
qaindi  tutte  le  »  radici  di  1.  Sapposto  infatti  che  ei  avesse; 

A»B^  =  A"'BP'  , 

se  ne  dedarrebbe,  elevando  alla  potenza  v  ed  osservando  che  B*=l: 

A""  =  A""'  ,  onde  Al»-"''"  =  1. 

DI  qui  sef^ae,  essendo  A  radice  primitiva  [t""  di  1,  che  l'espo- 
nente (a  — a')v  dev'essere  un  multiplo  di  it.  Ha  v  è  primo  con  il  ; 
donque  dev'essere  a  —  a'  divisibile  per  ji.  Ha  la  differenza  o  —  a' 
è  inferiore  a  (i  \  dtmqne  a=a'.  Similmente  si  proverebbe  che  @=^'. 

Poiché  le  potenze  A"  ^  A  ,  A'  ^ .  ■ . ,  A**"'  non  sono  altro  che  le 
ji  radici  ]l"'  di  1  e  similmente  per  B" ,  B  , .  .  .  ,  B*~',  veniamo  così 
ad  aver  dimostrato  che  : 

Se  a  =  y.-t,  eaaendo  i«.  e  v  numeri  primi  fra  loro,  le  a  radici  n"" 
di  1  ti  poiBono  ottenere  moltiplicando  una  qualunque  delle  [i  ra- 
dici ji."*  di  1  per  una  qualunque  delle  v  radici  v"**. 

830.  Siano,  come  nel  teorema  precedente  : 

Ao  ,  A.  ,  . .  .  ,  A^  ,  B„  ,  B,  , . .  . ,  B,_^ 

risp.  le  radici  ii™  e  v*"  dì  1.  È  importante  notare  che,  se  A;  è 
radice  ji""  primitiva  e  Bj  b  del  pari  radice  v""  primitiva,  il  pro- 
dotto Aj-Bi  sarà  radice  n""  primitiva  di  1.  Supponiamo  infatti  che 
i  avesse,  se  è  possibile,  per  6  e  6'  inferiori  ad  n  : 

A,»B/  =  V'B/'. 

Elevando  i  due  membri  alla  potenza  v,  se  ne  dedarrebbe,  poi- 
ché B/=l: 

'  A..(»-»'l*  =  l. 

Polche  A(  é  radice  primitiva  (**",  dovrebbe  dunque  (6-e')v  es- 
sere un  multiplo  di  i».  Ma  v  6  primo  con  \l  ;  quindi  dev'  essere 
ft  —  6'  divisibile  per  [*.  Similmente  si  dimostrerebbe  dover  essere 
9-6'  divisibile  per  v.  Il  numero  (i  -  6',  essendo  divisibile  pei  nu- 
meri ^  e  V  che  sono  primi  fra  loro,  Bar&  donqne  anche  divisibile 
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pel  loro  prodotto,  cioè  per  n  ;  onde,  essendo  0  e  4'  inferiori  ad  n, 
ai  oonclnderfc  come  sopra:  0  =  6'. 

Se  invece  A^  non  è  radice  in*^  primitiva,  ma  eia  p.  es.  Ai'^'=A/' 
(essendo  [i'  e  jx"  entrambi  inferiori  a  [i),  il  prodotto  AjB^  non  pad 
essere  radice  primitiva  n"",  poiché  si   ha   allora   evidentemente: 

Concludiamo  che:  se  n  =  (i-v,  essendo  ^  e  \  primi  fra  loro,  » 
otterranno  senea  ripetizioni  tutte  le  radici  primitive  n"*  dì  1  mol- 
tiplicando una  qualunque  delle  radici  primitiae  (i"*  per  una  qua- 
lunque delle  radici  primitive  v"".  Di  qal  segne  evidentemente 
come  corollario  che  <f(n)  =  f(]ti<fW,  e.  d.  d. 

831.  Se  ;>  è  un  namero  primo,  ni  ha  evidentemente  ^p)=p~l, 
e  qnìndi  tutte  le  radici  p*^  di  1  sono  primitive  alP  infuori  di 
quella  che  ha  il  valore  1.  Per  avere  poi  ^{p'^)  basta  osservare  che 
1  soli  numeri  che  non  saperano  p'^  e  hanno  con  esso  nn  divisore 
comune  sono  : 

P  ,2py3p  ,  .  ..,J3""'-P 
cioè  In  namero  di  j)'~',  e  ohe  per  oonsejruenza  ti  numero  di  quelli 
inferiori  a  p*  e  primi  con  esso  è  dato  da  p^-p***.  Si  ha  dunque: 


?(P")=P'-P""'=p"(l  -p- 


832.  Sia  ora  »=p"*^-r'' . . .  tm  numero  intero  qualunque  de- 
composto nel  suoi  fattori  primi  distinti  p  ,  q  ,  r Per  quanto 

si  è  dimostrato  dev'  essere  : 

»(«)  =  ¥(  ?')?(«'■'■■'•••) 
giacché  p"  è  primo  con  ^-r^  . . .  .  Similmente  : 

,(S».rl...)  =  5V'--0 
Si  conclude  dunque  evidentemente  : 

<p(n)  =  f(.p'')ì{qf)t(rf) .  .  . 
cioè  per  la  {9)  : 

„»,  =  »(-t)(.-i)(.-t),...  co, 


1.  La  n  radici  n"<  di  1  hanno  per  indici  nel  piano  gli  n  ponti  di  divi- 
sione in  parti  eguali  della  oiroonferenia  olie  tia  pir  centro  l'origine  delle 
coordinale;  assnmendoii  come  primo  pnnto  di  divistone    l'origina    defcii 

2.  Dimostrare  ohe  la  somma  delle  n  radici  n~*  dall'  nnità  6  aguale  a 
cero,  ecceitnato  il  caio  di  n=l,  e  dedame,  in  base  all' interpratmxìone 
geometxioa  data  nell'  eeerciaio  precedente,  il  segaente  teorema  di  gaoMe- 
tria  del  piano:  ««  «no  eireor^ftrenwa  ti  divida  m  n  parti  tguali  e  qmimdi  ti 
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(H-t  per  H  emiro  tma  rttta  ^alumqut,  la  «ovidm  i*Ut  dUtanM  da  «itMCa  r»l(a 

dei  pwUi  di  divùiont  e\e  eadovo  a  dtitra  dtUa  rella   è   MgvioU   «ila   tamma 

delia  dUtatu*  dalla  ittita  retta  dei  punii  di  divUiont  the  cadono  a  ilnUlra. 

8.  Dimoitr^re  che  le  6  radici  quinte  di  1  sono  data  da  1  e  dai  qnftttro 

oofly  -  i  fliny  =  ^(  \^6  -  1)  -  ij  \/lO+2  vi 
l)+i~JlO-Ì-j5 

4.  Caloolua  p«  i«  =  2,  8,  4,  1«  radici  o"*  dai  numeri: 

6.  Eaiendo  m  ed  m  interi  positivi  qnalanqne,  dìmoatrare  oha  il  aimbolo 

V  %/  A.  ha  preoÌRKmente  fCà  stessi  mn  sifcnifioati  del  sìmbolo    ^/A. 

6.  8e  nzz  pl.qi'.rY  ,  .  .  i  un  intero  gualunqua  daeempoito  nei  'tuoi  fatton 
primi  diitinli  p,  q,  r,  .  .  .  ,  tutte  le  radiei  ii<"  di  1  li  peiiono  ottenere  molti- 
plicando una  qualunque  radice  (p')""  per  una  qualunqut  radice  (q*)*"  ooe. , 
il  che  li  pud  appunto  fare  in  n  modi  dlverii.  Si  otterranno  poi  limilmint» 
tutta  le  radiei  prwaitiue  a"*  di  1  moltiplicando  una  gv^unque  radice  primi- 
Uva  (p")""  per  una  qualunque  radice  primitiva  (qi*)"*  «ce. 

Qnosti  due  teoremi  sono  semplioi  coroUaii  dei  due  teoremi  dimostrati 
risp.  agli  articoli  829  e  880. 


7.  Dimostrare  che  l'espressiotie  \f    \/    .. .  t/ 1|  in  cu 
dica  sono  in  nnmsro  di  a,  dà  precisamente,  qiutudo  p  6  primo,  tatte  e  sole 

P_ 
le  radici  primitive  (j>')"*  di  1,  pnrohè  al  primo  radicale  ^1   non  si   at- 
tribnisca  il  valore  I. 

8.  Si  6  f(ik  osservato  (nella  noU  8*  de)  S  P«e)  "»»»«  ■•  problema  dell» 
divisione  di  nn  arco  di  cerchio  qualunque  in  m  parti  eguali,  oondnca, 
per  ai  dispari,  kd  na'  equasione  alKebrios  del  grado  m  noli'  incognita  x , 
dell»  forma  : 

.j™(.-..)"^-(j)(l-..)S..>(^)(.-^)V.^"-|=A 

la   qnale  è  per  coDieguenia  risolubile  per  via  trascendente. 

&  però  importante  di  notare  the  questa  stessa  equazione  si  può  anche 
r*Mo/i>*re  per  radicali,  restando  cioè  nel  campo  puramente  algebrico,  me- 
diante la  formola  : 


4J^A<W 


n/l-A'  +  ^A.'-v'l-A'i  (o) 

la  qii»]e  it,  pi«eìuin«it«  la  nt  solnijoni  cercate,  sa  atta  interpretazione 


„Gooi^lc 


-  448  - 
ì  rkdioftli  M*^  si  impoDgft  t»  rMtriaioae: 


F«r  dimoatrftre  tvtto  ciò,  ballerà  coimider&rs  il  o«so  in  cni  il  pftratnetn 
arbitrario  A  ha  un  valore  reale,  dod  tuperiore  in  valore  aaiolato  aU'nniU, 
ed  estraendo  le  radici  m"'  acoannate  nella  (a),  nel  modo  spiegato  in  que- 
llo §,  rìoouMoere  l'identità  della  formola  <«)  colla  formola  : 


già  ottenuta  per  via  traieendente. 

§  5.0  —  Limiti  «  serie  di  numeri  eompteul. 

838.  Data  ona  snccesBione  ìndeflDita  di  nameri  complessi: 

Oj  +  6,i  ,  a,  +  fcjf  ,  a,  +  frgi ,  . .  . ,  a„  +  ft„* ,  ■  .  .  ,  {U 

si  dirà  che  a„  +  b„i  teDde,  col  crescere  dell'indice  n  all'infiDÌto, 
ad  tu  limite  finito  e  determinato  L  =  À  +  Bi,  qaando  ai  abbia  : 

lima„  =  À  ,  lini&„  =  B.  (3) 

Di  qui  segae  evidentemente: 

lim(A  -  a  J  =  0     ,     Iira(B  -  6,)  =  0 
onde  anclie: 


lim V(A-  oj*  +  (B  -  b„y  =  limmod[{A  -f-  BO  -  (a„  +  VOt  ="  - 

cioè  dal  tCDdere  f  termini  della  saccessione  (1)  al  limile  A  4  Bt, 
col  creecere  di  n,  segue  che  il  modulo  della  difi'erenza  fra  A+Bi 
od  nn  termine  qualunque  diviene  piccolo  a  piacere  col  crescere 
dell'  Indice  del  termine,  e  reciprocamente. 

La  definizione  di  limite  di  ana  successione  di  numeri  complessi 
è  danqae  perfettamente  analoga  a  quella  già  data  per  una  suc- 
cessione di  numeri  reali,  soltanto  che  alle  parole  valore  eutolvlo 
della  differenza  si  devono  sostitaire  le  parole  modulo  della  dift- 
renza,  ecc.  E  del  resto  il  modulo  di  un  numero  complesso  bì 
chiama  anche  spesso  il  valore  assoluto  del  numero  completto,  in 
accordo  col  fatto  che  il  modulo  di  un  numero  reale  (considerato 
come  caso  particolare  di  nn  numero  complesso)  altro  non  6  che 
li  suo  valore  assolato. 

834.  Se  si  abbia  ora  nna  serie  infloita  a  termini  complessi  : 

(o,  -I-  &,t-)  -I-  {a,  -t-  bji)  +  (a,  -t-  V)  +  •  •  •  +  («n  +  b„i)  +  . . . , 

si  dirà,  con  definizione  afiìatto  analoga  a  qaella  già  data   per  le 
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eerie  a  tormini  reali,  che  queita  terie    è    convergente    ed  ha   per 
tomma  un  certo  numero  compleato  A  +  Bl,  quando  la  lomma   8„ 
dei  primi  n  termini  della  serie  abbia  per  limite    A  +  Bi    col   ere- 
acere  inftnitammte  dell'  indice  a. 
Poiché  : 

dire  che: 

liiuS„  .=  A  -1-  Bi 

eqaivale  a  dire,  per  1'  art.  prec,  che  : 

]iin(o,  +  o,  +  ...  +  a„)  =  A  ,  liin(6,  +  6,  +  ...  +  &„)  =  B  , 

cioè  che  le  dae  serie  a  termini  reali: 

a,  +  a,  +  a,  +  . . . ,        b, ,  b,  +  b,  -(■  . . , 

SODO  convergenti  ed  hanno  rìsp.  per  eomma  A  e  B.  Si  vede  don- 
qae  che  afflncM  una  eerie  a  termini  eompleasi  eia  convergente,  è 
necesgario  e  sufficiente  cAe  sia  convergente  la  serie  formata  dalle 
parti  reali  e  la  serie  formata  dai  coefficienti  delle  parti  imagi- 
narie. 

Se  modSq  diventi  più  grande  di  ogni  quantità  assegnabile  col 
crescere  dell'indice  n,  si  dirb  Invece  che  la  serie  è  divergente. 

In  ogni  altro  caso  si  dir&  Indeterminata. 

835.  8e  in  luogo  di  una  serie  data  : 

(«i  +  t>iO  +  (a.  +  b,i)  +  (a,  +  b,i)  +  . . . 

si  consideri  la  serie  formata  dai  valori  assoluti  dei  termini  : 

OTod(a,  +  b,i)  +  mod(&f  +  b,i)  +  mod(a,  +  b,i)  +  .  . . , 

e  quest'ultima  si  trovi  essere  convergente,  sarà  convergente  anche 
la  prima. 
Infatti,  se  la  cerìe  dei  modali  : 

■Ja^*  +  6,*  +  Voj*  +  ftj*  +  Vos*  +  *j*  +  - 
cha  6  una  serie  a  tenDini  reali  tatti  positivi,  sia  convergente,  a 
fortiori  saranno  convergenti  le  serie  a  termini  positivi  più  piccoli: 

Va,*  +\'a,*  +V«Ì*+  ■  ■  ■ 
e 

s'V+V  V+^'^  +  •■•, 
ed  a  fortiori  ancora  le  due  serie  a  termini  reali  : 
o,  +  0(  +  a,  +  ,  .  . 

6,  +  i,  +  t,  +  . . , 
Capklli.  —  htil^aio^^i  di  analUi  algehritn,  8.*  «dU. 


W 
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i  cui  terDiinì  non  pOBeono  differire  che  per  il  segno  dui  termini 
oom'BpondeDtl,  tatti  positivi,  delle  due  serie  precedenti  (art  6^7, 
corollario). 

Ora  la  coDvergenza  delle  dae  serie  (a)  esprime  apponto ,  per 
1'  art.  prec,  la  convergenza  della  serie  proposta  : 

(a,  +  fili)  +  («h  +  *,i)  +  (og  +  ft,i)  + 

836.  Notiamo  a  scanso  di  equivoco  che  la  reciproca  della  prn- 
posizione  precedente  non  è  vera  in  generale,  poicbè  una  serie  a 
termini  complessi  pnò  invece  esfere  convergente  senza  che  sia  con- 
vergente la  serie  formata  dai  gaodoli  dei  suoi  termini. 

In  analisi  però  hanno  specialmente  importanza  quelle  serie  cbe 
si  conservano  convergenti  anclie  qaando  in  luogo  dei  singoli  ter- 
mini si  prendano  i  loro  moduli.  A  tutte  lo  serie  che  godono  di 
questa  proprietà  si  6  dato  il  npme  di  serie  oBsolutamente  conver- 
genti. 

837.  Cosi,  per  fermarci  su  di  un  esempio  importante,  Ui  urte 
etponeneUUe  : 

S        X*        x' 

è  assolutamente  convergente  qualunque  aia  il  valore,  reale  o  con- 
plesso,  che  ai  dia  aUa  x.  Infatti  la  corrispondente  serie  dei  moduli 


fe  convergente,  per  qaanto  gii  si  è  dimosO-ato  (art.  635),  essendo 
moda:  un  numero  reale. 

838.  Teoheka.  —  SeUdue  «erte  : 

D  =  u,  +  ^^-^^,+  ...    ,    V  =  v,  -^v,-fVs+... 

sono  aaaotutamente  convergenti,  la  serie  : 

HnfVj  =  UjVp  +  UfVj  +  . . .  (1) 

ove  la  sommatoria  va  estesa  a  tutti  gli  infiniti  prodotti  n^vj  da 
addizionarsi  in  un  ordine  flaaato  ad  arbitrio,  è  del  pari  atsoluin- 
mente  convergente  ed  ha  per  somma  il  prodotto  UV. 
Invero,  per  la  supposta  convergenza  delle  serie  ; 

U'  =  modu,  +  modu,  +  . .  .  ,    V  =  modv^  -i-  modv,  -{-.-■, 
se  poniamo: 

modtt„^.t-t-modtt^,+  ...  =t^  ,  mod»„.^,-t-modt>.+,-i- ...  =))„ ,     (2) 
si  ha; 

lime„  =  0  ,  lirnij,  =  0, 

e,  se  si  sommano  le  uguaglianze  (2)  dopo   aver  molUplicato   la 
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prima  per  V  e  la  seconda  per  U',  si  ottiene  : 

2niod(«j»^)  +  2niocl(«(Vj)  <  e„V'  +  )]„U'  (8) 

«<«  j>n 

dove  la  prima  sommatoria  s' intende  estesa  ad  nn  numero  finito 
qaalnnque  di  prodotti  u^VJ,  pet  qaali  sia  però  t>n,  e  analoga- 
mente per  la  seconda. 

Indicando  ora  con  £.  la  somma  di  un  nnmero  qnalanqne  di 
termini  consecativi  della  serie  (1),  che  sia  però  abbastanza  grande 
perchè  fra  essi  si  trovino  compresi  tutti  quei  prodotti  U(Vj ,  nei 
quali  i  ed  j  sono  entrambi  <n,  si  può  scrivere: 

2„  =  (U,  +  K,  +  ...  +  U„)K  +  Wf  +  -  +  Wn)  +  T„  H) 

dove  T„  si  compone  soltanto  di  termini  che   possono   tncladerei 
nell'  una  o  nell'  altra  delle  due  sommatorie  (3). 
81  avrà  dunque  per  la  (3)  : 

modT„  <  e„V'  +  ij„D', 

cosicché  dalla  (4)  segue  manifestamente  : 

lim  2„  =  lim(wi  +  «,  + ...  +  u„)  Iim(v,  +  w,  + ...  +  wj  =  UV  , 

e.  d.  d. 

La  serie  (1)  è  poi  assolutamente  convergente,  giacché  la  serie 
dei  modali  dei  suoi  termini  non  è  che  la  serie  dedotta  da  U'  e  V 
nello  stesso  modo  con  cui  la  (1)  é  dedotta  da  U  e  V. 

839.  CoBOLUJUO.  —  Ogni  aerie  aatolutamente  convergente  con- 
serva la  convergenza  ed  il  suo  valore  comunque  si  alteri  l'ordine 
dei  suoi  termini. 

Se  U  =  ti,  +  «,+  ..  .  fe  la  serie  primitiva,  e  si  prenda  per  V  la 
serie  l  +  0  +  O+0+...,la  serie  (1)  si  ridurrà  infatti,  evidente- 
mente alla  stessa  serie  u,  +  u,  4- .  .  ■  ;  con  questo  però  che  i  enoi 
termini  si  troveranno  ora  disposti  in  un  ordine,  che  potrà  essere 
fissato  ad  arbitrio. 

£  per  quanto  si  è  dimostrato,  la  serie  (1)  sarà  ancora  conver- 
gente, ed  avrà  per  valore  il  prodotto  UV  =  U. 

Vote  «d  Bimoìbì. 


1.  TcoKiMA  Dt  DiKiCHLBT.  —  Affinchè  ma  $erit  : 

(»,  +  b,i)  +  («,  +  b,i)  +  ...  (l) 

lia   eonvergenU  ifuIipendeiUtmenle  dalPordint  dti  tuoi  termim,  i  nteeMario    e 
tuffieitiitt  <^f^  **"  convergtnte  la  ierie  dei  noduli- 

Per  dimoatrkr.  qaMto  teor«mft  (  che  ooi&ttid.   in  pftrto  con  quallo  del- 
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1'  art.  889)  basUi  oteervare  in  primo  luogo  che  afilnobè  la  (1)  si»  conver- 
gente indipendentenLente  dall'ordine  dei  termini  è,  evideiitameat*,  nacet- 
sario  e  ■afficianta  obe  bìuio  tali  la  due  eerie  : 

a,  +  a,  +  a,  +  .  ■. .     ,     6,  +  fc,  +  &,  +  ...  , 

cioè  {pg.  810,  Nota  7*)  ohe  liana  convergenti  le  dna  aerie: 

l«,l  +  l«.l  +  KI  +  ---   ,   l»,l  +  W  +  W  +  ----         (3) 

Ha,  ae  aono  oonvargenti  le  (8),  lo  6  anche  la  aerìe  : 

(iail  +  |6il)  +  (KI  +  IMi  +  .-. 

B  qnindi  a  maggior  ragione  la  (2),  ohe  ha  i  termini  corrispondenti  più 
piccoli.  Soci  prò  Cam  ante,  dalla  convergenia  della  (2)  segae,  preoiaamenle 
come  nella  dìmoatraiione  fatta  all'  art.  886,  la  oonTargenaa  delle  (8).  D 
teorema  ni  trOTa  ooal  dimostrato. 

2.  Il  teorama  dell'  art.  838  trova  nn'  importante  applieaaione    nella  ri- 
cerca del  valore  della  serie,  cosi  detta  Unomiate  : 


A":,j')=i+(;yt(iy 


m 


la  qnale  è  aaaolntamante  oonvargenta,  comunque  ai  aoelga  il  valore  di  g, 
pnrehè  ti  modalo  di  «  aia  inferiore  all'unità,  come  ai  riconoscerfc  imme- 
diatamente applicando  alla  seria  dei  moduli  il  orìterio  dal  rapporto  (arti- 
colo G81). 

Nell'ipoCeai  di  modx  <  1,  potremo  infatti  scrìvere,  eaegaendo  il  prodotto 
delle  due  aerie  f(x,  y)  ed  f(x,  y')  corri apondentì  a  dna  valori  qaaliBÌva- 
gliano,  reali  «  oompleaei,  di  y,  ad  ordinando  i  termini  del  prodotto  •»■ 
oondo  le  potante  crescenti  di  x  : 

ft«,  »)A-,  ,■)  =g ©  +  (,!:,)(?')  *  Li.ti)  *  -  ^ a')!-' 

cio6  aoeba  (ofr.  art.  498)  : 

km» 

A»!,y)A«,l(')-2](''t''')*'°''°''''  +  *''-  '" 

Prendendo  y*  =  —  y,  ei  dadnoa  di  qui,  poiché  /(a  ,  0)  =  1  : 

A-»)=[A»)r'  (T) 

ed  applicando  la  (p)  più  volte  di  aegnito,  ne  eegne  evidentemente  qnalns- 
qne  aia  l'intero  poaitivo  q  : 

Ciò  poeto,  ae  p  e  9  aono  due  interi  poaitivi,  si  ha  primieramente,  per 
il  teorema  del  binomio: 

««,?)  =  ! +(ì>+(fy+--+(j)»'=(l+"')' 
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e  prendendo  poi,  nell»  (S),  1/  =  -  : 
•t 

Dft  qaeat'altima  eftnaKliftncti  e  dalla  (^)  si  condnde  mauifeBlameate  che 
/{JT,  ]/)  =  (l  +  3r)>  par  ogni  valore  reale  e  rasionale,  positivo   o   negativo, 

di,. 

Qaesta  stessa  proprietà  si  estenderà  poi  anche  ai  valori  reali  irraiio- 
tiali  di  y,  ooniiderandoli  come  limiti  di  numeri  razionali  ;  onde  si  paò 
oDunoiara  ohe  la  ejpiafcliania  : 


(I+.)»  =  l +  (!')«+ (ly 


é  valida,  per  mod»<l,  qualunque  sia  il  valore  dell'esponente  reale  y. 
8.  Detta  B      la  somma  dei  p  termini  consecutivi  all'«i~«  nella  aerie: 

«,«1  +  «(Wj  f  OjM,  +  .  .  .  ,  (A) 

r        la  somma  analoga  per  la  serie  : 

«,  +  u,  +  «,+  .. .  (B) 

e  p„  -  l<k  corrispondente  somma  per  la  serie  a  termini  politivi  : 

mod(aj  —  flj)  +  mod(a,  —  a,)  +  mod(a,  +  a^)  4- .  .  .  ,  (Cj 

si  pnA  soTÌvere  evidentemente  : 

K-p  =  «»+p«»+p  +  0«+p-i«n+p-i  +  .  .  ■  +  «„+!«„+, 

=  «»+|^»»+|.+  "afp-l  +  •  ■  •  +  K»4-l) 

+  (««+P-1  -  «»4,)(«n+p-I  +  .  ■  .  +  »»+i) 

+  •  ■  •  +  («n+l  -  ««'»)»«+i 

=  «M-p*--!.  +  («•+P-1  -  «»+»)^» ,  p-1  +  -  +  ('«^l  -  =««)'•«  ,  1- 

Quindi:  >«  M       i  H  lUMtimo  fra  i  p  ntimiri: 

modr„i  ,  modr„t ,  •  •  ■  ,  modr^^ , 
ri  ha: 

4.   Da  qassta  diengnaftliania  discende  subito  U  : 

TsoaiMa  ni  Abbl:  8e  tono  eonvergtiiti  It  dut  itrU  (B)  »  (G),  i  eoKBtrgtnU 
attch«  la  ttrie  (À). 

Bi  noti  cb«  dalle  ipotesi  fatte  seffae  che  moda„4.p  si  mantiene  finito  co- 
manqite  oreeeano  <■  e  p.  Bi  pnó  scrivere  infatti  : 

««+,  =  «1  -  IO,  -  a,)  -  (o,  -  «,)  -  .  . .  -  (a„+p_,  -  a„+p) 
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d' onde  : 

modo[„+p  <  modcti  +  mod(a,  —  a,)  +  inod(a,  —  a,)  4 

6.  Prendendo  per  le  b,  ,  a,  ,  a,  ,  . 
non  crescenti,  dedture  da  questo  t 
ciato  nel  Gap.  VII  (§  8",  Mota  5'). 

6.  Con  pari  facilità  si  dedaira  da  quella  eteasa  disnf^aglianEa  il  teo- 
rema di  DirieUel: 

Se  è  arnvergerUa  la  iirtt  (C)  e  te,  col  eretetre  di  n  aU'  infinita,  la  lonna 
Uj  4-  U)  +  '  -  ■  +  Qn  >•  mantiene  finila,  nel  mentre  che  ■„  taide  allo  sere,  aiic\t 
la  lerie  (A)  è  eonvergenle. 

7.  Si  dimostri,  coma  cano  particolare  di  questo  teorema,  ctie:  le  la 
tomma  dei  primi  a  termini  di  una  tefie  ai  mantiene  fintin  col  eratcere  di  n 
aWinfinito,  la  tene,  *e  non  è  g-'à  convergente,  diverrà  tale  vtoltipUeandone  i 
termini  per  dei  numeri  i,  ^  C4  ^  ii  >  .  .  .  patitivi  e  tendenti   al   Umile  «rg. 

§  G.o  —  Forma  eaponenxlale  del  namerl  complessi.  Relulonl 
fra  le  fanzloni  tri  sonometri  ohe  e  le  fanslonl  esponen- 
alftl). 

640.  La  somma  della  serie  esponenziale,  che  s!  è  già  notato 
(art.  837)  esecrecon  vergente  per  tutti  i  valori  real!  o  compieBsi  di  x, 
ai  pnò  esprimere,  anche  per  i  valori  complessi  dì  x,  sotto  la  forma: 


=  lim  (l  t  j)',  (1) 


giacché  la  dimostrazione  da  noi  data  (art.  638),  nell'ipotesi  (fte  x 
fosse  un  numero  reale,  segnila  senz'altro  a  valere  anche  nel  caso 
in  cni  X  sia  un  numero  complesso. 

Ricordiamo  poi  che  per  x  reale  si  era  altresì  stabilita  la  for- 
mola: 

con  una  dimostrazione  che,  a  dififerenza  della  precedente,  presup- 
pone essenzialmente  che  x  sia  reale.  E  del  resto  il  simbolo  e*  non 
avrebbe,  finora,  alcun  significato,  quando  l'esponente  x  fosse  un 
numero  complesso. 

Pertanto,  poiché  la  serie  che  sta  nel  secondo  membro  di  (2)  è 
convergente,  qualunque  sia  11  valore  complesso  x  =  a  +  bi  che  si 
ponga  in  luogo  di  x,  k  naturale  di  dare  appunto  la  segaente  de- 
finizione : 

Def.  —  Per  0'"+*''  s'intenderà  d'ora  innanzi  la  somma  deUa  st- 
rie convergente  : 

(a  +  bi)     (a  +  bi)*     (a  +  bi)' 

È  chiaro  che,  posta  questa  definizione,  l'eguaglianza  <2)  si  potrà 
ritenere  valida  qualunque  sìa  il  valore  reale  o  complesso  dell'  e- 
sponente  x. 
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841.  La  definizione  data  per  e",  quando  x  sia  an  numero  com- 
plesBO,  non  E&rebbe  però  di  alcuna  utilità  pratica,  se  non  si  di- 
moBtraBSe  che,  posta  questa  definizione,  seguiterà  a  sussistere  inal- 
terata la  regola  fondamentale  per  gli  esponenti ,  espressa  dalla 
formola  : 

c*.e»'  =  e'=+>  (3} 

qualunque  siano  1  valori  reali  o  complessi  di  x  e  di  y. 
Ciò  però  si  dimostra  facilmente.  Infatti,  poiché  : 


■■)■( 


sviluppando  il  prodotto  delle  due  parentesi  colla  regola  ordinaria 
del  prodotto  di  due  polinomi  e  indicando  con  «>„  la  somma  di 
tutti  quei  termini  del  prodotto  che  sono  di  grado  complessivo  n 
in  X  ed  j/,  si  avrà  (art.  838)  : 


6"-e>'=  1  +  w,  +  Mg  +  wj  +  . . .  +  w„  +  . . .  (4' 

dove  : 


'"•=5+iEi-u-'F 

:i-iT+- 

•*u- 

1^ 

ì-s 

d'onde  (art.  216): 

[ftw„  =  x'*  +  (j^a;"-»y  +  ^ 

»2)."-V  + 

...+»"= 

(«+»)■ 

cosicché  : 

«-»  = 

i»  ■ 

Sostituendo  ciò  nella  (4)  vici 

ne: 

^.^-,^(-*'\ 

12 

>  +  !')■ 
13 

+    . 

•  ■, 

cioè  appQDto,  per  la  definizione  di  e^'^'  : 

o.  d.  d. 

!»  =  e-+>, 

842.  La  funzione  esponenziale  e''  gode  della  proprietà  di  non 
annullarsi  per  alcun  valore  finito  di  x.  Ammesso  infatti  che  fosse 
e'  =  0,  se  ne  dedurrebbe  qualunque  sia  x  : 

ef  =  ^^e*  =  0 
il   che  è  evidentemente  falso. 

843.  In  virtù  della  (1)  si  avrà  sostituendo  per  xnn  imaginarlo 
pnro  x  —  bi: 


lim 


(l  +  ^)"=e".  (5) 

D,rizatt,GoO<^\c 


—  466  — 

Se  ora  poniamo  11  numero  complesso  1  +  —  sotto  la  forma  tri- 
gonometrica  : 

1  +  —  =  r(co8T  +  iain?),  (6) 

potremo  ancbe  scrivere  per  la  formola  di  Moivre  : 

e"  =  llm'r'*(co8n9  +  isin^) ,  (T) 

cosicché  per  calcolare  11  limite  del  secondo  membro  basterà  tro- 
vare i  limiti  a  cai  tendono  risp.  il  modulo  r"  e  l'argomento  nf 
quando  n  tende  alI'ioAnito. 
Dalla  (6)  si  ha  intanto: 


onde  evidentemente 

limr 


Inoltre  si  può  scrivere  : 


limr  =  1. 

««'■■(■*éy;[("(r))7- 

i,  ponendo  per  nn  momento  s  =  "» .  cosicché   coi    cresc 
all'infinito  anche  m  crescerà  all'infinito,  si  ba  evidentemei 


Calcolato  cosi  il  limr",  ci  resta  a  calcolare  il  limito  di  n%  A 
tele  oggetto  osserviamo  che,  ognagllando  nella  (6)  le  partì  ìm»- 
ginarie,  si  ha: 

b 
ram-f:^-^  (10) 

d'  onde  si  deduce  : 


lyCoOt^lc 


—  457  ~ 
cioè,  poiché  si  ha  gii.  Hmr  =  1  : 

Jim  sin9  =  0 

e  per  cODsegnenza  : 

Umip  =  0. 

Ma,  per  un  noto  teorema  di  trigonometria  (ofr.  p.  289,  Nota  ■'>>), 
quando  an  arco  9  tende  a  zero,  il  rapporto  fra  1'  arco  ed  il  suo 
seno  tende  all'unità;  quindi: 


80  ora  scriviamo  la  (10)  come  segue  : 


e  consideriamo  che  si  è  trovato  : 

se  ne  dednce  evidentemente  : 

limncp  =  b.  (II] 

SoBtitaendo  dunque  nella  (7)  in  luogo  di  r"  e  di  mp  i  loro  li- 
miti dati  dalle  (9)  ed  (11),  si  conclade: 

é**  =  oos6  +  isinb.  (12) 

844.  Questa  formola  importantissima  ci  dà  il  significato  di  e"' 
sotto  forma  finita.  Moltiplicandone  entrambi  i  membri  per  e",  dove 
a  sia  nn  numero  reale  qualunque,  se  ne  deduce  più  generalmente 
il  significato  sotto  forma  finita  di  e"^"',  cioè  : 

e"***  =  «"(cost  +  i  sinfc) , 

cioè  :  fi""***  è  un  numero  complesso  che  ha  per  modulo  e"  e  per  ar- 
gomento h. 

Reciprocamente ,  b  chiaro  che  ad  ogni  numero  complesso 
r(rì08<p  +  i  sin?)  si  potrà  sempre  dare  la  forma  esponenziale  scri- 
vendo : 

logr  {logr)+Ti 

r(cos9  +  t*sinip)  =  e       (cosf  +  isin<f)  =  e 
(love  con  logr  s'intende  il  logaritmo  naturale  del  numero  positivo  r, 
845.  Se  alla  formola  (12)  : 

fl*'  =  COS&  4- 1  sin6 
aggiongiamo  la  formola: 

e~*'  =  cosfr  —  i  sinfc 
CafRLLI.  — /fltfuitoni  di  analui  algebrica,  S.*   cdil.  S8 
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che  ae  ne  dedace  cambiando  b  in  —b,  otteniamo  due  relationi 
che  ci  permettono  di  esprimere  le  funzioni  trigonometriehe  fonda- 
mentali siaì).  e  coab  per  mezzo  delU  esponenziali  e"'  ed  e~*'. 

Sommando  infatti  queste  duo  formole  membro  a  membro,  ov- 
vero Bottraendole,  ne  deduciamo  : 

co8&  =  ^-^— ,  alD6="    ~"  (13) 

che  sono  le  cosi  dette  formole  di  Eulero. 

8-16.  Per  mezzo  di  queste  formole  fondamentali  l'intero  calcolo 
trigonometrico  si  riconduce  a  calcolo  esponenziale  e  per  conse- 
guenza qualsiasi  formola  generale  trigonometrica  ei  potrà  sempre 
stabilire  o  Teriflcare  come  un'ordinaria  identità  algebrica. 

A  schiarimento  del  metodo  da  tenersi  proponiamoci  p.  es.  di 
calcolare  la  somma  : 

cosf  +  cosStp  +  . . .  +  eosncp 

o,  che  è  lo  stesso,  ponendo  f  =  24',  la  somma  : 

2Ìcos2n4'. 

A  tale  oggetto  partiamo  dall'  identità  algebrica  : 

zi ? =  a*"  -I-  «•e-"  +  «»("-«  +  . . .  f  ic-tc^")  +  X"*" 

X  —  x~' 

=  (a:»"  +  x-*^)  +  (ar*!*-"  +  a;-»'— '1  +  ...+(«»  +  »-»)  +  1. 

Sostituendo  in  quest'identità  x  =  e"^,  ai  avrà  Immediatamente,  in 
Tirtji  delle  formole  di  Eulero,  la  formola  notevole,  che  risolve  il 
problema  proposto  : 

sin<|'  *f 

847.  Dall'  eguaglianza  : 

,,  xi      (xi)* 

Li        lì 
egnagliando  le  parti  reali  e  le  parti  imaginarìe  del  primo  e  terso 
membro,  si  deducono  poi  gli  sviluppi  in  serie  : 


(15) 
a^      a^      X-' 
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che  possono  servire  a  definire  sinx  e  cosa;  anche  per  valori  com- 
plessi  di  X. 

Ed  invei'o  si  verificherà  facilmente,  mediante  le  e<iutvalenti  for- 
molo (13},  che  le  funzioni  sinx  e  cosx  cosi  definite  soddisfano,  an- 
che per  valori  complessi  di  x,  alle  relazioni  fondamentali  : 

sln*x  +  C08*a:=  1 

sin{a!  +  ff)  =  Bina:  cosy  +  BÌny  cosa: , 
ecc. 

848.  Notiamo  finalmente,  come  conseguenza  importante  delle  re- 
lazioni trovate  fra  la  funzione  esponenziale  e  lo  funzioni  trigono- 
metricbe,  che  anche  qnella  è,  al  pari  di  queste,  una  funzione  pe- 
riodica.  Dall'avere  infatti  le  funzioni  trigonometriche  il  periodo  2ic, 
segue,  ponendo  x  =  a  +  bi,  che  : 

^(.^60-wi  -  e-eift»si.,(  =  e-[cos(&  -h  Se)  +  i  sin(fr  -^  2cl| 

=  e"(co86  ■*•  I  sino)  =  «"*'''. 

81  hadunqne,  per  ogni  valore  reale,  o  complesso  dix,  che  e*''*"*=fi", 
cioè  ohe  la  funzione  e"  ammette  il  periodo  Sul. 

Vota  ed  Eseroisi. 


e  "       per    ft  =  0,  1,  2, .  .  , ,  n  —  1. 
2.  Verificare  la  DgaftglianM  : 


e»"  =  l,     6"'  =  -!, 


1,   i\e^  -e    »  j  =  -V8. 


8.  Per  qn«1i  -valori  ra&li  o  complessi  di  x  si  annullano  le  finzioni  b!u7 
e  cos:t?  Per  quali  si  annulla  0  diviene  infinita  1&  fuuEione  tgz? 

4.  Dimostrare  che  : 

lim(sln-)   =0,      llmfcos'^)   =1. 

{CfT.    Serret.  Trig.  pg.  274). 

5.  Lie  fnnEÌODÌ  trigonometriche  %\n.x  e  cose  da  noi  introdotte  al  §  S" 
in  base  all'intuiEione  geometrica  avrebbero  potuto  introdurci  per  via  pu- 
rameoto  annlitica  definendole  mediante  le  due  Berie  convergenti  (IS)  del- 
l'art. 847.  Volendo  seguire  questa  via,  alquanto  meno  naturala  ma  più  ri- 
f^orosa,  convorrà  definirò  il  numero  jc  comp  il  doppio  de!  più  piccolo  va- 
lore di  X  che  annulla  cosji.  Bi  avrà  allora  dalla  seconda  delle  (18),  che 
eqaìv»lgOBO  alle  (15): 

«*  i' 

e»  +  e'>=0 
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d'  onde  moltiplicando  per  e 


Beaterà  cosi  stabilito  per  via  poramente  an&litiea  ehe  i&  funiione  e*' 
ammatte  il  periodo  Sri;  d'onde  fegae  poi  subito  pur  le  (18),  ohe  sÌDf  s 
cosx  ammettoiio  il  periodo  Sic;  ecc.  ecc. 

§  7.°  —  LagarltiDl  natarall  del  nnmerl  complesBl.  —  Bela- 
slonl  ft»  le  fuDilonl  logaritmiche  e  le  fuoxlonl  clclome- 
trtclie. 

849  In  ciò  che  eegne  si  chiamerà  logantino  dì  an  namero  reale 
o  complesso  A  (e  si  indicherà  sempHceinente  con  logÀ)  ogni  du- 
mero  x  ctie  renda  soddisfatta  1' egaagljanza  : 

C^:^A.  (Il 

Ponendo  x=a+^^i  si  può  dare  a  questa  n^a^lianza   la  forma: 

«'(cos?  +  /  sinj)  =  modA[co8(argA)  +  i  sin(argA)] 

da  cai  si  vede  come  essa  equivalga  alle  due  : 

e"  =  roodA  ,  p  =  argA  +  Sititi  (21 

delle  quali  la  seconda  determina  il  numero  reale  p  a  meno  di 
un  multiplo  intero  arbitrario  di  2i;t'',  nel  mentre  che  la  prima  si 
potrà  sempre  soddisfare,  ed  in  un  unico  modo  (art.  6101,  con  un 
opportuno  valore  reale  di  a,  eccettuato  soltanto  il  caso  in  cui  foste 
modA  —  0. 

Cioè:  esiste  sempre  il  logk,  ed  è  perfettamente  determinato  a 
meno  di  un  multiplo  intero  di  2ilÌ,  qualunque  aia  il  numero  reale 
o  complesso  A,  eccettuato  il  numero  A  =  0  ;  poiché  V  esponenziaU 
&'■'  non  può  ridursi  a  zero  (art.  842)  per  alcun  valore  fluito  di  x. 

850.  Il  risaltato  dell'  art.  precedente  si  traduce   nella  forinola  : 

logA  =  log(modA)  +  t  argA  (3i 

la  quale  ci  dice  che  all'  argomento  di  un  numero  reale  o  com- 
plesso A,  diverso  da  zero,  si  può  dare  V  espressione  : 


Sòl.  Posto  in  generale  A  =  a  +  bi,  la  formola  (3i  ci  da  il  modo 
di  separare  la  parte  reale  e  la  parte  imaginaria  del  log(o  +  bii. 
Si  ha  infatti  (art.  817): 

mod(a  +  bi)=^a^  +  h*,  arg(a  +  bi)  =  are  tg  —  , 
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coBicctaè  bì  ha  dalla  (3)  : 

log(a  +  bi)  =  -  log(a*  +  b')  +  i  are  tg- .  (8)' 

852.  Si  è  già  notato  come  le  forinole  di  Eulero  (art.  845)  per- 
mettano di  dare  nn  significato  alle  funzioni  sini  e  cosa:  anolie  per 
valori  complessi  di  x.  Per  tgx  si  porrà  pure  naturalmente  la  de- 
finizione più  generale  : 

Sina;  e"'  -  e'^"'       I  -  e*'"' 

e  analogamente  per  le  altre  funzioni  trigonometriche. 

Posto  ciò,  è  chiaro  quale  sia  il  signiHeato  più  generale  da  darsi 
alle  funzioni  iuverse  delle  funzioni  trigonometriche,  cioè  alle  fun- 
zioni ciclometriche  are  sinz  ,  are  cosz  ,  are  tgs  ,  ... ,  per  Talori  reali 
o  compiessi  di  z.  Cosi,  ad  esempio,  il  simbolo  are  sinz  rappresen- 
terà turti  quel  numeri  il  cui  seno  è  nguafe  a  z. 

Ora,  quale  sia  precisamente  il  grado  di  determinazione  spettante 
a  ciascuna  di  queste  funzioni,  apparirà  chiaramente  appenacbè  le 
avremo  ricondotte  alia  funzione  inversa  della  funzione  esponen- 
ziale^  cioè  alla  funzione  logaritmica,  già  perfettamente  caratteriz- 
zata all'  art.  649. 

853.  Risolvendo  la  (5)  rispetto  ad  e*""  si  trova  : 

e  prendendo  i  logaritmi  naturali  d' ambo  i  membri  : 

2an  =  log 2_ . 

Se  dunque  poniamo  a:  =  arctg2,  si  ottiene  l'espressione: 

-       -gi^  (7) 


are  tg«  =  —  log; 


dalla  quale  appare  manifesto  che:  dato  il  valore  ài  z,  il  valore 
di  are  tgz  retta  determinato  a  meno  di  un  multiplo  intero  arbi- 
trario di  Tt. 


ìogy  =  2i  aro  tgj^  »'• 
854.  Se  nella  formola  : 

e*'  =  cosx  +  i  Sina: 
onianio  a;  =  arcsln2,  essa  prende  la  forma: 
ffue  aini  =  ^1  _  g»  +  iz 
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d'  onde  : 

arc8ln2  =  -  liogVl  -z*+  iz\,  (9) 

Similmente  ei  trova  GostitneDdo  invece  x=arcco8z: 

are  C08Z  =  —  i  logis  +  i  \T  -  z*\.  (10) 

Da  qaeste  forinole  si  vede  che  fatta  astrazione  da  un  muUij^o 
intero  arbitrario  di  2ii,  esistono  in  generale  due  soli  valori  distinti 
di  are  sinz  (o  di  are  cosz)  che  cornspondono  ad  un  dato  valore  di  z. 

Detti  x'  ed  x''  i  dae  valori  di  are  sin^,  bì  avrà  : 

x'=  -  i log] ^Jl-'z*  +  izj  ,  x"  =  -tlogj-  ^/l-"2'*  i-izì 

d'  onde  segue  : 

x'-^a^'='ilog\[\'ì^z*+Ìz\[-\!l^*+iz]\=-iìog{-l)=Ti 

come  gi&  è  noto  per  i  valori  reali  di  e,  eco,  ecc. 

855.  Ponendo  nella  (7),  in  luogo  di  z,  la  sua  forma  complessa 
a  +  gì",  8i  trova  : 

Per  separare  la  parte  reale  e  la  parte  imaglnaria  di  are  tg(a-!-fO 
basterà  dnnqae  applicare  la  formola  (3)',  che  ci  darà: 

e  ridncendo: 

Vot*  «d  Eflwtiai. 

1.  SspftTftTe  la  parte  reale  e  la  parte  imaRinaria  di  orcrint  ed  artcaa. 

2.  Per  modx  <  t  ai  ha,  come  vedremo  più  in  giù  (Nola  10^  del  J  lO'h 
lo  sviluppo  in  serie  aaeo latamente  convergente  : 

,     ;         ,  X*      x^      X* 

Iog{l  +  o:)  =  a:---  +  ---^+ 

S.  Questo  sviluppo  è  valido  anche  per  mod  a:  =  1  ad  eecesioue  del  Ta- 
lora *  =  —  1.  Per  questi  valori  di  x  però  la  seria  è  aoltanto  »aiipliee*caie 
convergente  (Cfr.  Novi:  Trattalo  d'Aìgtbra  tuperiort,  pag.  179). 

1.  La  formola  (7)  dell'art.  856  ei  pnò  acrìvere  : 

are  tgz  =  57  logCl  +  ie)  -  log{l  -  fai) 
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d'onde,  applicando  lo  svilappo  in  serie  della  2*  nota,  si  deduce  subito  per 

«•       ««       «' 
arotg.=  »--  +  ---  +  .... 

G.  Facendo  in  qneBt'altimo  sviluppo  z  =  1  si  ottiene  la  forinola  di  Lab- 

In  qQHle  p«r6  converge  troppo  leatamenie  per  potersi  ntìliczare  a  calco- 
lare un  valore  auffioi  ente  mente  approsaimato  del  numero  n  (rapporto  della 
ciroonferen;ea  al  diametro). 

a.  A  qaest*  oggetto  6  preferibile  la  formola  di  Eal$ri>  : 


imediatamenta  dallo  stesso  sviluppo  di  aro  i 
'antaggiosa  è  la  formola  proposta  da  Machi 

4/ 4_  4»_         4'  \ 

b\        3-100'^5'-100*'7-100*'^""7 


239V^ 


239V        3-57121  ^5-57121»      7.57121='  ^  '  "  "  7 
Limitandosi  alle  prime  trenta  cifre  decimali  si  trova  : 

r  =  3,  14159  26535  89793  23846  26433  83279 

§  8.0  —  Nameri  BernoDllUni  e  loro  reliulon« 
ooll«  Mmme  delle  potente  almlll  del  nnmerl  nfttnrall. 

656.  Se  neir  Ìdeotit&  : 

•  ='  +  T  +  [I  +  [I  +  --- 

poniamo  in  laogo  di  x  sncoesslvaniente  x,  2x,  3x, . . . ,  nx  e  Bom- 
miamo  poi  le  ugaaglianze  ottenole  membro  a  membro,  troviamo: 


(!«(")  =  1*  + 2* +...+n*  (2) 

indica  la  somma  delle  potenze  fc"'  dei  primi   n  nnmeri  naturali. 
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MollilrlieADdo  la    I,-  per  I  — «"^  sì  ha  danqne  l'identità; 

=  (it-iI"[3---A"+''''"\t+°''"'ìi  +  ---) 

dalla  qoale,  sviluppando  fare  838)  il  prodotto  nel  secondo  membro 
ed  agusKliaodo  qaindi  (cfr.  §  13»)  i  coefficienti  di  una  stessa  po- 
tenza ic*+'  nei  dnc  membri,  si  deduce  : 

«**'   _  «j.('0  _  5»,,(n)_  ,    On-g(«)    _ 

Di  qni  s!  ricava  la  formola  : 

che  potrà  servire  al  calcolo  saccessivo  delle  Cj  ,  o, , .  . .  (cfr. 
art.  230  e  la  Nota  6>  a  pg.  231). 

857,  Immaginiamo  determinati  (il  che,  come  b  facile  riconoscere, 
6  eempre  possibile  ed  in  unico  modo)  dei  nnmerl  : 

B, ,  B,  ,  B,  , . . . 

tali  da  rendere  formalmente  {*)  soddisfatta  l'identità: 


o-o(..^ 


B^ 

^€^ 


l\»n  oiò  si  vuol  inicndere  chs  i  nameri  B, ,  B^ , . . .  debbono  de- 
Icrwinard  in  modo  che.  fano  lo  sviluppo  del  prodotto; 

1,1   :ì^^  -"ìv^  j.    li     13  ^7 

i;,'M-s  v,;:'U>  i".  Oi-t-tScioEU'  vii  qoalsìaa  potenza  di  x  eccettnato  il 
,,\,^.>-,--,T!o  .;:  Jr  «*>o  I.*  il  va:^^^e  I. 


,v.i    «*-■.■-  *  a-rjt  :  -     ;"  —  —^  +  . . .  i  coavergcote.  P« 
.  ,;...    -ii,.-..*  ,— '"-  V;c«-r*ì*e  eridentMttsnte  nullo  seni» 
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Moltiplicando  la  (1)  e  la  (4)  membro  a  membro  viene  : 
/«»     n*x^      n^3?  \  { ,      B,a:     B^*  \ 

/  ,  ^  a:         ^  jt*  \ 

"^  =  (»  +  «,WQ-  +  «.Wg +  ■■•). 

d'onde  si  dedace  uguagliando  i  ooefBcienti  a  x*"^'  nel  due  membri: 
c»(n)       n*"'       B,  n*      B,  n*"'  B.  h 

\k      |fc  +  i    11  [fc    Lj  |fe-i  Lfc  li 

e  quindi  anche  : 

(i+l),,(n)  =»••'+  ('+')B,»'  +  ('+')B,n>-'+.,.+('+')B,«     (6) 

658.  I  numeri  B,  ,  Bj  ,  B,  , . .  . ,  mediante  1  quali  abbiamo  ottc- 
nma  l'espresBioue  definitiva  di  Oi(n)  si  dicono  numeri  B&rnoulliani. 
Per  calcolarli  basta  fare  nella  formola  (6)  n  =  1.  Si  ba  cosi  la  re- 
lazione : 

dalla  quale,  facendo  fc  =  l,  2,  3,...,  si  deducono  le  successive 
relazioni  ; 

2B,  ^l 

2Bj  +  3B,  =  2 

4Bj  +  6Bj  +  4B,  =  3 


mediante  le  quali  si  troverà  snccessivamente  : 

B,  =  ^L  B,  =  0  ,  Bj  =  0  ,  B,  =  0  ,  Bb  =  0  ,  B„  -  0  , .  . 


B,= 

6'B' 

=  ■ 

"so" 

B,= 

'Ì5,B.= 

30' 

B„  =  i 

B 

,.  =  - 

691 
2720  ' 

B„ 

_  7 
'~  7 

.  B|« 

3617 
611 

,B,.= 

4a867 
798 

9. 

Dalla 

(4)  si 

deduce  ; 

a; 

B,a: 

B,i>    : 

B,j:' 

1  ~t 

Fi 

=  1  + 

u 

"TT^' 

-ff-' 

e  portando  nel  primo  membro  il  termine  B,a:  dopo  aver  soslituito 

per  B,  il  suo  valore    -,  e  ridacendo  quindi  il  primo  membro  ad 

Cafrlli.  —  IilUtitioni  di  anatiii  algebrica,  8.*  odiz.  59 


lyCoO^^lc 


~  466  — 
an'  DQica  frazione  : 

K4f-:=-¥^¥^ '" 

Ora  il  primo  membro  conBerva  il  gqo  valore  se  e!  cambia  x  in 
—  x;  dovr&  dunque  accadere  il  medesimo  per  il  secondo  membro, 
cioè  dovrà  essere  : 

B^*     B,a:'     B^a*  _  B^     B^*     B^x* 

onde: 

B,=:O,Ba  =  0,B,  =  0,... 

cioè:  i  numeri  Semonlliani  di  indice  dispari  sono  UUH  nuUi,  od 

eccesiotis  del  solo  B, ,  clie  ha  per  veUore -. 

860.  I  polinomi  <fi,{x)  definiti  dalla  formola  (5)  : 

1      ,  .        aj*'»       B,  X*      B,  X*-'  B,  a; 

ifc^'^'^^  =  IFTÌ+Il [F  +  ìIF:i +  •••  +  [!  i 

si  cbiamaBO  polinomi  di  BemovUi, 
Prendeodo  la  derivata  dei  due  membri  vieQe  : 

li         li        l  |t-l  "^  •  ■  ■  "^  |t-l  1  ■^  [4  ' 
cio6: 

l'ti")  _  t»-.W  ,  5s 

li  ~  l^:ii    is' 

Di  qui  segae  la  relazione  notevole  : 

?Vic)  =  fct».,(^)  +  B.  (9) 

elle  Bi  potrt  anche  utilizzare  per  il  calcolo  dei  sncceBsivi  polinomi 
di  Bemonlli. 

Voi»  «d  Ei«rold. 

1.  Be  si  pone  simboli camente  : 

B,  =  B',o,(»)  =  Wn)f        ,i  =  :,2,3,... 
la  formolo  (t),  (4),  (7)  e  (6)  possono  evidoutemento  ropprooenUni  io  moio 
più  oompendioso  come  segoe  : 

«•'  -  1  =  (I  -  «-»)(»  -  I  +  e'"!"') 

(1  -  e-')«^'  =x,        (1+  B)'  -  B'  =  » 
(i +!)<!,(»)  =  (»  +  B)'-"-B'«. 
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2.  8e  nella  forinola  (8)  si  pone  2tx  in  luogo  dì  x,  viene  : 

oioè  (o&.  art.  645); 

S.  DedtUTe  dkllo  sviluppo  preoedonte  qnalli  di  ~ —  e  di  t^z,  valendosi 

dalle  forinole  : 

1  X 

~ —  =  cotgj:  —  colga:    ,    tgic  =  cotgx  —  2  ootg2x. 

g   g.»  —  1.6   fDDllonl   S   di  JlMObl. 

861.  La  terie  : 

"  (1) 


yeiii.»+ftn 


(in  cui  a  e  b  aon  due  numeri  reali  od  imaginarii)  è  assolutamente 
convergente  quando 

mode"  <1  (2) 

e  non  é  mai  convergente  quando:  mode"  >  1. 

InTero,  il  rapporto  di  un  termine  qualunque  di  (1)  al  precedente 
esBendo : 

<.(»+l)'+6(n+l) 
e  _    (2«+l>a+t 

tuC+b  ~~ 

e 
il  suo  modulo: 

(mode")        -mode* 

tende  evidentemente  al  limite  zero,  per   n=ao,  tutte  le  volte  ohe 
sia  soddiGfatta  la  condizione  (2).  In  tale  sapposto  la  serie  formata 
dai  moduli  dei  termini  della  (1)  è  dunque  convergente  (art.  630): 
epperO  lo  è  (art.  835)  anche  la  stessa  (l). 
D' altra  parte,  poiché  : 

mode  =  [mode'' •  (mode")"] 

è  senz'altro  manifesto  che,  se  fosse  invece  mode"  >  1,  Il  modulo 
del  termine  generale  della  serie  (1)  diverrebbe  Inflniumente  grande 
per  n  =  aa;  cosicché  la  (1)  noD  potrebbe  essere  in  alcun  modo  con- 
vergente. 


lyCoOt^lc 


W2-  Se  è  soddisratta  la  condizione  ('2),ìc  due  serie: 

sono,  per  quanto  si  è  testé   dimostrato,   entrambe    assolatamente 
convergenti.  È   dunque  assolatamente  convergente  anche  la  Joro 


•ri  aK*-fi» 


Se  poniamo  come  h  sempre  lecito  (per  ragioni  dì  comodità  cbe 
appariranno  meglio  in  seguilo:  a=i:itt) ,  &=2t:iu,  resta  cosi  stabi- 
lita l'esistenza  delta  funzione  delle  due  variabili  u  ed  (»: 


=(„,»)= j.^ 


la  quale  ha  un  valore  finito  e  ben  determinato  per   ogni   valore 
finito  dell'  argomento  a,  purché   sia  positivo    il    coefficiente   della 
parte  imaginaria  del  parametro  tu  (ehc  si  chiama  anche  il  modulo 
della  funzione  S). 
Invero,  eo  poniamo  per  brevità: 

e""  =  q , 

o  sia  w=«+3i,  si  ha:  modg=e"''^,  cosicché  la  coDdizionc  mod5<l 
equivale  alla  condizione  ;j<0. 

863.  La  funzione  5(u  ,  w)  soddisfa ,  per  ogni  valore  di  n ,  alle 
due  relazioni  : 

S(u  +  1  ,  w)  =  K"  .  w)  .  S(i  +  "> ,  l'O  =  e-'''<*"+"^S(w  ,  w).      (-1) 

Di  queste  due  proprietà,  la  prima  è  senz'altro  evidente  essendo 
e"*=  I.  La  seconda  si  stabilisce  assai  facilmente  paragonandola 
sommatoria  (3)  con  quella,  evidentemente  equivalente,  che  se  ne 
dednce  cangiando  n  in  n  +  1. 

Si  trova  infatti  por  tal  via; 

S(,.,„)="^,""<"+"'+-''"'"<""' 
=  b""""'"-9(iH-u,iu). 
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864.  La  fanzione  5(« ,  w)  da  origine  iilic  <|ualtro  funzioni  & 
fondamentali  : 

9^(11,  u)  =  5(u,») 
9„(u  ,  10)  =  à^u  +  ^  ,u) 

(5) 

9„(n  ,  0,)  =  -  fe'>-'-s(a  +  "^^  ,  ») 
che  si  possono  ancbe  rìassamere  nell'antca  forinola  più  generale: 

Una  qualunque  &j,j,{m  ,  w)  di  questo  funzioni  è  contraddistinta, 
come  si  vede,  dai  due  indici^  ,  g'  che  si  chiamano  le  sne  caratte- 
ristiche. 

865.  La  funzione  ^gg{u ,  (<!}  soddisfa,  come  segue  assai  facil- 
mente dalle  (6)  e  (4),  alle  due  relazioni  funzionali  ; 

(7) 
Si  hn  infatti  per  le  (4)  : 

866.  La  funzione  &(it ,  w)  è  pari  rispetto  all'argomento  u,  cioè 
&(—  « ,  w)-5(u  ,  w),  giacché  il  2»  membro  della  (3),  dovendo  n  per- 
correre tulli  gli  interi  positivi  e  negativi,  conserva  evidentemente 
il  suo  valore  se  nel  termine  generale  della  sommatoria  si  cangia 
n  in  —  n.  Si  ha  cosi  appunto; 

D,rizatt,GoO<^\c 


Delle  quattro  funzioni  %  fondamentali ,  le  prime  tre  Sg,  ,  3g, , 
&,Q  *0H0  pari  rìtpetto  all'argomento  a,  nel  mentre  che  la  quarta  3„ 
è  dispari,  doè: 

9oo(-n.w)  =  &o«(o,w)   ,    So,(-n,<»)  =  5o,Ca.w), 

9,o(— Q  ,  w)  =:  &io(a  ,  u)    ,    &i,(-o,  w)  =  -&„(u,  w). 

È  qneeta  aoa  conseguenza  asaal  Eemplice  della  formola  (5), 
qnando  bÌ  tengano  presenti  le  (i)  e  la  formola  9(-u,u)=^u,<it) 
dell'articolo  precedente.  Cosi,  ad  esempio,  bì  troveill  sttccessiva- 
mente  : 

SftiC-  «  ,  w)  =  ^\-  tt  +  —  ,  w  j  =  sf  u  -  — ,  u  j  = 
=  s((«+|)-l,w)=&(«  +  y,(.i)=9o.(«,«). 

867.  Dalla  prima  delle  (7)  discendono,  come  subito  si  riconosce, 
le  due  formole  generali  : 


(«) 


ohe  applicate  alle  S^o  i  ^.i .  ^it,  >  ^n  danno  Inogo  alla  seguente  »• 
bella  : 

9„(„  +  i ,  ..)=5.,(„  ,  »)  ,  5„(.  +  !■,»)  =  .-"<■*' '5,.(.  ,  ») 
9„(„  +  I ,  u,)=5„(,. , ..)  ,  9„(u  +  f  ,  „)=<e-"<-*5'  3„(.,  ») 
9..(.+  i-,»)=-5.,(«,")  ,  9,.(«+|.,a.)  =  .-"(-")3.,(.,») 
3,7»  t|,u)=S„(«,u)  ,  9„(i.+  |^,(«)^. ■«""'"♦"'=„(«,»). 

Vote  ed  SaeroisL 

1.  Si  deduca  dalie  (4),  qaalunqne  eia  l'intero  poeitivo  o  negativo  t: 

9(»  +  i,u)=9{»,.e) 
9(ii  +  «u  ,  io)  =  e-=il«"»i'-l  3(„  ,  „). 

2.  La  foimola  (H)  eueeiste  e  definisce   ^g^u  ,  a>)  anclia  per  valori  qee- 
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lisivogliano,  interi  a  no,  delle  g  ,  g  ;  ed  in  qaaato  senso  pi'fa  geaerkle  si 
possono  intendere  snohs  Is  (7). 

S.  AllA  forinola  (S),  aggroppando  dus  s  due  usi  secondo  membro  !  ter- 
mini che  oorrispondono  s  valori  di  n  egaali  ma  di  segno  contrario,  sì  può 
«nohe  dare  (art.  845)  la  forma  : 

5(«  ,  w)  =  l  +  2^é«"»'**  co82i:n«. 

4.  Si  deduca  da  quest'altims  formula  o,  meglio,  direttamente  dalle  (5), 
la  tabella  : 

n— 4A  H..-I-B 

&oo(  «'  w)  =2^g*e"*'"'  =  1  +  2^^f^C082nnw 

&„(«  ,  fci)  =2](-  l)V'e*""'"=  1  +  2^C-  ira-'coeSrcnM 


S„(m,w)  =  -ì2](-1)"2    *    e"'"tf"t»=22](-l)''?    *    siniit2«+l)M. 

5.  Dimostrare  ohe  ! 

S„(.  ,  u)  +  9„(z  ,  u)  =  S„(y  ,  ^  ). 
G.  Eioonoscere  ohe  ft,,(0)  =  0  (ofr.  art.  866)  e  dedurne  poi  obe 

^"-f* )  =  o  ,   .„(|)-o  ,   .„Q-)  =  0 

§  10.0  —  Belftstonl  fondamentali  fra  le  qaattro  funslonl  d. 

868.  In  questo  §  per  le  finzioni  &„,,>(» ,  u)  ai  avranno  a  consi- 
derare valor!  differenti  dell'argomento  u,  tenendo  costante  il  pa- 
rametro  w.  Potremo  quindi,  per  maggiore  brevità,  adottare,  in 
laogo  del  simbolo  &^'(ti ,  i>i},  il  simbolo  pid  semplice  &pg'(u),  omet- 
tendo di  mettere  in  evidenza  il  parametro  is  che  resta  arbitrario 
ed  è  lo  stesso  dappertutto. 

Le  quattro  funzioni  £oo(w) .  %i<.^)  ,  5io(")  i  &ii(«)  definite  al!'  ar- 
ticolo 864  si  presentano  eoa)  come  funzioni  dell'unica  variabile  u. 
Kese  soddìafano  identicamente,  cioè  qualunque  sia  11  valore  di  u, 
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alle  due  relazioni  quadratiche  : 

S'.,(0)9',.(.0  =  a',.{0)S'.,(«)  -  9U0)3'„W 

9'.,(0)3'„W  =  3V0)S'.,M  -  3'„.(0)5'„(«). 
Noi  stiibiliremo  qtieste  identità  deduceDdole  da  una  forinola  fon- 
damentale di  Jacobi  che   ci  fornirà  anche  altre  relazioni  impor- 
tanti tr&  le  steBBo  funzioni. 

869.  j£ms  gli  argomenti  z\  ,  z'^  ,  z'g  ,  z\  sono  legali  agli  argomenli 
z,  ,  z,  ,  Z3  ,  Zf  dalle  relazioni  : 

z'i  =  -5-  (zi  +  Zj  -F  Zj  +  Zi) 

z'j  =  ir  (z,  +  z,  -  z,  -  z,} 

2'*  =  Y  {^i  -  z»  -  Za  +  2*) , 

5oo(Zl)&Oo(Zi)^Oo(Z3)5oof24»  +  5io(Z|)5lo{Z»)S,o'2s)5,o(Z4) 

(3) 

=  &Oo(2',)Soo(2'i)Soo(z'8)=Oo(z'«)  +  &iofz'l)"I<,'2',)9l(.(Z'3'-l.(2'*)- 

Se  indichiamo  con  p  noe  qualunque  degl'iDAniti  numeri  parìe 
con  q  ano  qualunque  degl'tnfìniti  numeri  dispari  positivi  0  neg«- 
tivi,  BÌ  può  scrivere  : 

Polche  ora  le  somme  infinite  nei  secondi  membri  convergono  as- 
solutamente, si  hanno  pei  prodotti  scritti  nel  primo  membro  di  (3) 
gli  sviluppi  assolutamente  convergenti  : 

&oo(2,)S»(2a)SooC33)^oo(2j 


%.(«A.('.)%.(^.)S..(«.) 
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onde  bI  pub  scrivere  : 

dove  la  sommatoria  va  estesa  a  tutti  i  sistemi  nij  ,  m, ,  m,  ,  m^  di 
quattro  numeri  tntti  pari  o  tutti  dispari. 

Ma,  se  indichiamo  con  m\  ,  m'j ,  m',  ,  m\  il  sistema  di  numeri 
legati  al  sistema  m^ ,  m,  ,  ntg  ,  m^  da  relazioni  simili  alle  (2),  cioè 
dalle  relazioni  : 

™'i  =  -5-  ("h  +  '"*  +  '»»  +  *»t) 


(5 

*"  »  =  Y  ("»I  -  %  +  »%  -  *»4) 

m\=  —  (m,  —  nij  —  mij  +  m^) 

si  ba,  come  è  facile  dedurre  dalle  (2)  e  (6)  : 

m*,  +  m*j  +  m'g  +  m\  =  m.'\  +  m",  +  m'*,  +  m'\ 
Zittii  +  «jwij  +  egUij  +  ^^m^  =  x\m\  +  2'jm',  +  z  jw's  +  s'i"»  «  > 
onde  la  (4)  può  anche  scriversi  : 
9o(.(«,)&oo(z«)9oo(2,)3«(«4)  +  &io(2i)a,o(«i)9w(«s)9w(2*) 


Quindi,  perchè  resti  stabilita  la  forinola  (3),  che  volevamo  di- 
mostrare,  basterà  riconoscere  che  anche  il  sistema  m\  ,  m', ,  m'g , 
m  4 ,  6  formato  di  numeri  tutti  pari  o  tutti  disparì,  come  il  sistema 
m^  ,  ntj  ,  m, ,  m^  ;  giacché  le  (5)  si  possono  risolvere  rispetto  alle 
fn,  ,  nt,  ,  fltg ,  i»4  sotto  forma  analoga,  cio£  : 

'    /    . 
«4  =  -g-  {m\  +  m'j  +  m'g  +  m'J 

1    /     .  .  .  .V 

Mg  =  —  (,m  1  -r  *»  j  —  m  j  —  m  ^  ) 

Mg  =;  —  (m'i  -  m'j  +  m'g  -  m\) 

1   ,    ,  ,  ,  ,. 

m4=-^[mi+m(  +  mj  —  m'J 

Cafulli.  —  i«Jiei»ion>  di  axalùi  algtbriea,  8.'  sdii.  60 
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dimodoché  esiste  sempre  an  unico   sistema  m,  t  *"!  >  "ii  i  ">«   ^^^ 
da  origine  ad  nn  dato  sistema  m\  ,  m'g  ,  m', ,  m\. 

Ora,  per  rìconoscere  ciO,  basta  osservare  che  dalle  (5)  si  d«- 
dnce  : 

wi'i  +  Ta'i  =  nij  +  m, 

*»',  +  m'j  =  m,  +  «g 

m',  +  tii'4  =  m,  +  m^ 

cosicché,  esseado  m,  ,  w, ,  m, ,  m^  tatti  pari    o    tutti   disparì ,  le 
somme  : 

m'j  +  m',  ,  m',  +  to',  ,  m\  +  m\ 

saranno  numeri  pad  ;  d'onde  segue  appunto  che  m',  ,  «n', ,  m\  a- 
ranno  tatti  pari  o  tatti  disparì  secondochè  sia  pari  o  disparì  m',. 
La  formola  fondamentale  (3)  si  trova  cosi  stabilita. 

870.  Se  si  Ah  alla  variabile  Sj  l'incremento  1,  le  Tariibili  e*, 
z',  ,  z\  ,  z\  rìceveranno,  come  hI  vede  dalle  (2)  l'incremento  di  ; 
e  la  formola  (3)  dìventerft,  tenendo  presente  (articolo  866)  che 
Soo(Zi  +  1)  =  9oo(2i)  e  &io(«i  +  1)  =  -  ^loW  ed  applicando  le  for- 
mole  dell'  art.  867  : 

Soo(2.)5oo(^»)&»(^)5o.(2*)  -  &.«C2,)3.a(^,)9,o('=,A.{'.) 

671.  Se  ora  nella  (6)  poniamo  2,  =  z,  =  u  ,  z,  =  ^4  =  0 ,  cosicché 
2',=z'i=«  ,  z'j=z'j=0,  ed  osserviamo  che  dall'essere  9n(— «)=-Sii(''' 
segue  evidentemente  che  3,^(0)  =  0,  otteniamo  l' identità  : 

&'oo(o)&'ooC«)  =  &So(o)S'.o(«)  +  S»,.(o)5%,(tt)  (7, 

dalla  quale,  dando  ad  u  l'incremento  di  -  ,  deduciamo  : 

9Wo)&»o,(«)  =  5»,o(o)9*„(«)  +  S^.(o)9>oo(»)  ; 
e  finalmente,  se  in  quest'ultima  cangiamo  u  in  u  +  — ,  otteniamo; 

-  SV»)»*..»  =  -  9',.(«)9'..W  +  S'.,C»I9'|.M- 
Queste  dae  nltime  identità  sono  appunto  le  relazioni  {1}  che  ci 
eravamo  proposto  di  stabilire. 

872.  Se  a  ciascuna  delle  2,  ,  z^ ,  Zj  ,  z^  si  da  l'incremento  H  -  , 
cosicché  z'i  rìceverà  l' incremento  di  1  e  z', ,  z'j ,  z',  resteranno 
inalterate,  la  foi-moJa  (6)  ci  dà: 
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e  da  qne8t'i<3entU&,  ponendo  z',  =  z'i  =  u  ,  e\  =  z\.=  o  ,  cosicché  : 
z,  =  u  4-  «  ,  8,  =  li  —  r  ,  Zj  =  0  ,  «4  =  o^  ai  deduce  : 

9'.,{o)3.,C«  +  ■>)3,.(<.  -  «)  =  svMn.M  -  a'i.MS'nW-     (9) 

873.  Con  artifizi  analoghi  a  quelli  di  cui  ci  eiamo  aerviti  per  ot- 
tenere la  forinola  (9)  si  otterrebbe  un  gruppo  di  formole  cono- 
sciute sotto  il  nome  di  formale  di  addizione  delle  funzioni  5.  Noi 
ci  limiteremo  a  riportarne  qui  in  aggiunta  alla  (9),  lasciandone  la 
verifica  al  lettore,  solamente  altre  tre  che  ci  saranno  utili  in  se- 
guito : 

3ooCo)5io(o)5(ii{«+ «)&„(«  -v)= 

=&(n(")&ii(")Soo(«)&io(»)-^oo(w)S,o(«)&(.iC")&n(") 
-o/ o)5,o(o)-oi  (« +«)9io(«-f  )= 

=&<ii(tt)&,o(«)Sot(")&.o(«')+Soo(«)Siifw)Soo{f)&n(''J   (10) 
9oof  o}&fli(o)SooCw+ '')&m(w-»')= 

Vote  «d  Eaereial. 

1.  Ponendo  nolta  (6):  s,  +  ■,  -f  z,  +  i^  =  0,  dedorae  lUdantità  tn  •,,■,.  ■(: 

&0.(O)&(t(«l  +  «.)&oi(«i  +  «>)&oi(3i  +  «i)  = 

-  9,o{2,  +  E,  +  2B)9,o(a,)&,o(2l)5n)(>=B)- 

Per  iDKggiori  ragguagli  circa  le  molteplici  reluioni  ohe  n  poasoDO  da- 
durre  dalla  forinola  fondamentale  di  Jacob!,  ofr.  p.  es.  le  ^«gttoni  Ellit- 
tiche di  E.  Pascal  (Manuali  Hoepli,  1696). 

2.  Si  trovino  le  formole  che  nascono  dalle  (8),  (fi),  (8)  dando  a  >,,>,, 

-   1      1 
*(  •  *t    risp.  gl'incrementi   ^   >  -  i  Oi  o. 

E  ooel    pare   le   formole   ohe   nascono    dal    dare   rìsp.   gì'  incrementi  : 

1  6>  1  +  01 
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-  Fumlonl  elUtUebe  a  periodi  indipendenti. 


874.  Mediante  quoti  di  fanzioni  S  si  costrulBcono  facilmente 
delle  ftmzioni  dell'  ar^tomento  «  {dette  funzioni  ellittiche)  dotate 
di  due  periodi.  Come  fanzioni  ellittiche  fondamentali  si  possono 
asBnmere  le  tre  segaenti  : 


Bii(«  ;  Qj ,  Q|)  = ' 


ca(u 


^..(o.i-:)^..(^^:) 
^■.(»j-:)^..(0;) 

^..(».f;)*««(f.'5-:) 

dii(»  ;  a, ,  a,)  =  —  — ;' =J — =i- 

ognuna  delle  quali,  come  segue  Immediatamente  dalle  formole  del- 
l'art. 865,  ammette  il  periodo  20^  e  11  periodo  2ft, ,  cioè  : 

Bn(it  +  2Ùi  ;  Qi ,  a^  =  Bn(u  ;  a,  ,  0,)    ,    bii(u  +  20,)  =  Bn(u) 

cn(«  +  2aiia,  ,a,)  =  on(u;ai,Ù,)    ,    on(tti- 2Q0  =  oii{ttì  (2) 

da(u  +  2aj  ;  Q,  ,  Q,)=da(v;Qi  ,  Q,)    ,    <ln(u -l- 20,)  =  dn(ii). 

875.  Le  quantità  ateBse  Qj  ,  fl,  sono  periodi  soltanto  per  alcune 
delle  tre  funzioni  ellittiche  e  semi-periodi  per  le  altre.  E  preciss- 
mente  si  ha  : 

Bn(ii  +  a,)  =  —  BBtt     ,     sn(tt  +  a,)  =  anu 

on(tt  +  fl,)  =  -  cnit    ,     cn(H  +  a,)  =  —  cuu  (3) 

dn(u  -h  a  J  =  dau        ,    dn(u  -t-  Q,)  =  —  dnu. 

Ciò  risulta,  del  pari  immediatamente,  dalle  stesse  formole  dell'ar- 
ticolo 866. 

876.  Fra  le  tre  funzioni  ellittiche  (l)  Hanno  luogo  le  due  rela- 
zioni fondamentali  : 

cn«(u  ;  a,  ,  a,)  +  «»»fu  ;  Q, ,  a,)  =  1 

W 
dn\xi  ;  a,  ,  a,)  +  k»»n*(n  :  a,  ,  Q,)  =  1 
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Invero,  se  la  prima  delle  dae  relazioni  quadratiche  (art.  868) 
fta  le  fonzioni  5  bì  divide  per  5'i(,(o)5*oi(«).  s'  ottiene,  qualunque 
ala  l'argomento  u  ed  ìi  modale  i»  cni  si  riferiscono  le  é,  i'identitft: 

^0.(0  ■  t^)   &',o(«  .  io)     5'oo(o  ,  c^)  Sy«^)^ 
S'.oCo  ,  «)  ■  y„{u  ,  u)  ■*"  9»„(o  ,  w)   9%.(u ,  u) 

che  è  appunto  la  prima  delle  (4)  quando  si   prenda  (■)=—?  e   si 

cangi  u  in  -r-.  La  secoDda  delle  (4)  si  ottiene  in  modo  analogo 
dalla  seconda  relazione  quadratica  dell'art.  868  divisa  per  ^*oo(o) 
3»oi(»),  che  ci  d&  : 

5'o,fo)  5'oo(«)  ,  &'.o(o)  &'n(«)  _  , 

il  che  si  pud  anche  scrivere  : 

Q 

e  ricade  appunto  nella  seconda  delle  (4)  quando  si  prenda  u  =  -p 

e  si  cangi  u  in  —, 

877.  Dalle  formolo  (1)  si  derivano  poi  senza  dÌfficolt&  alcDua, 
col  sussidio  della  tabella  dell'art.  876>  le  seguenti: 


/        Ù,\      cnw  / 


1 

ftsnu 
—  i  dnw 
snu 


(7) 


878.  I  due  numeri  k  e  k'  definiti  dalle  (6)  e  (7)  «ono  legati  dalla 
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relazione  : 

i*  +  -k.'*  =  1. 

Poneodo  infatti  u  =  0  Dell'  Ideatitft  (7)  del  g  prec^  essa  ci  dà 
qualunque  sia  u  : 

cioè  appunto  la  (8)  quando  si  dividano  i  due  membri  per  5*oo'o,  i») 
e  ei  prenda  *»  =  -J. 

879.  Dalle  fonnole  (1)  e  (6)  si  deducono,  ricordando  (cfr.  arti- 
colo 866)  cbe  9,,(o  ,  w)  =  0,  i  valori  particolari  : 

.(0)=0,sn(Ì)=.    ,    »(!■)=  »,»(5^)  4 
„„(0)=1    ,   c.(2!)=0   ,    cn(|)=.  ,    c,.(».-±B-.)=-,     („ 

d„(0)=.    ,d„(|)=.',dn(|.)  =  .,d„(i±fi)=0. 

880.  Finalmente  si  hanno  per  le  funzioni  ellitticbe  )e  seguenti 
formale  dt  addizione,  delle  quali  è  manifesta  l'analogia  colle  for- 
mole  di  addizione  delle  funzioni  trigonometriche  : 


8n(i 

cn(it  +  «)  = 

dn(w  +  ti)  = 


I  -  fc*  Bn*«  8n*v 
enti  cav  —  snu  snv  dnit  dnt> 

1  —  fc*  8n*u  sn»ti 
dnti  dnv-ft'snusnvcnucntt 


1  —  k*  sa'u  SI 


Queste  formole  sono  una  conseguenza  quasi  immediata  delle 
formole  di  addizione  delle  funzioni  3  da  noi  gt&  date  al  §  prec. 
Esse  si  dedncrno  da  quelle  divìdendo  i  primi  e  i  secondi  membri 
delle  formole  dell'  art.  873  risp.  per  il  primo  e  secondo  membro 
della  formola  (9)  dell'art.  87lì  e  cangiando  poi  dapperinlto  wec 

risp.  '"  jr  6  n"  *lopo  ^^^r  preso  "  =  ~- 
Si  trova  cosi,  ad  esempio,  dapprima  : 

^„(«)  »ooW  ^Uv)  __  3oo(m)  AioOO  >ii(t'} 

^  ^Ol(»)  •>0l(*')  \l(")        ^Oi(»)  ■>«(»)  ao,(D) 


lyCoOt^lC 


—  479  — 

1  che  bì  pa&  scrivere,  dopo  aver  moltiplicati  i  dae  membri  per 

^00(0)  ■»oi(o)  *oi (o) 

>io(o)  ^lof")  ^«(o) 
)  scrivendo  per  brevità  Agg-  in  laogo  di  ^„'(o),  anche  cosi  : 

ÒM  -»ii(lt  -v)  _ 
■>00^1l(»)    ■^OlW")    a..o».o(p)       SnoS,i(«)    %,>!(,(«)    %iaoo(M) 

^■Ai(»)"->io\i('')''^oo%i(^)      aio^,i(ì?J  ^io%|(")  ^ooSoi(tt) 


8n(«  -  r)  = 


cnv  dno  —  BDt)  CDU  dau 
1  —  fc*  8n%  an*ff  ' 


Vota  ed  EaeroiMi 


1.  Combinando  le  forinole  (IO)  con  qnelle   oha  ne  nascerebbero  < 
biondo  V  in  — «,  dedame  le  aegnenti  : 


;  9ll(«  +  w)  +  sn(«  "  v] 
(!)      )  cn(w  +  v)  +  on(u  — 

■  dn(tt  +  v)  +  dn(«  — 

■  Bn{«  4  f  )  -  8n(u  —  tt] 
(1/     -.cnCu  +  w)  -  on{u  -  v] 

;  dn;M  +  v)—  dnCw  - 
,  bd(u  +  «)sn;«  —  v)  — 
(II)     /  cn(w  +  i;)cn(w  ~v)  = 
dn(w  +  o)dn(w  —  v)  = 


2  anu  cnv  dno 


2  snv  cnu  dnu 


2  snv  cnu  dnu 


2  BnusnvdnudDf 


2ile*Bnu  cnu  snti  eoo 


D 

cn*u 

+  cn*» 

D 

dn»u  +  dn*tj 
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Basendo  dappertutto  : 

D  =  l— A*an»u8n»t). 

§  12.0  _  Derivate  delle  fiuiBionI  elllttlebe. 
Le  fanzloDl  elllttlobe  ordinarle:  Ba(u  ,  k) ,  cn(u  ,  k)  ,  dii(u  ,jl:), 

881.  Anche  perle  fnnzìoni  ellittiche  Bn(u  ;  fl,  ,  Q,),  cn(u  ;  Q,,!!,], 
dD(u  ;  Qi  ,  0})  accade,  come  per  le  funzioni  trigonometriche,  che 
le  loro  derivate  rispetto  all'  argomento  n  sono  funzioni  razionali 
delle  steste  tre  funzioni  elUtticke  fondamentali. 

Cominci&mo  col  calcolo  della  derivata  di  sn(u  ;  Q^ ,  Q,],  al  qa&Ie 
oggetto  oi  giova  partire  dalla  formola  di  addizione  già  data  nel 
§  prec.  (art.  880): 

,     enu  cnu  dnt;  +  snv  +  cnu  dnu 
8n(u4  v)=—- — -7- — Ti—;- — , ■ 

Sommando  qnesta  formola  con  quella  che  ae  ne  dednce  ciu- 
biando  v  in  —v,  viene  : 

8n(«  +  e)  —  Bn(«  —  ti)  = 


1  —  A*Bn*u  Bn*D 
e  ponendo  ora  u+  -—  in  luogo  di  u  ed  —  in  luogo  di  v. 


K-4)-(»--l) 


Di  qni  ai  trae  passando  al  limite  per  A=0  (poiché  Bn(o)=0)  : 


lin.  , 

ta=0  A  *="  A 

2 
)  scrivere  (cit.  art.  874)  : 

4      ^«.^:)    ,.  ^..ai!) 


I,  per  la  definizione  ste8sa  di  derivata,  si  ha,  poiché -»|](0 ,  ^' )=' 

°      _A_  iki=o  A  "^  ' 

2fl|  2Q", 

DiqnzeanyGoO'^lc 


Se  duaqae  poniamo  : 

»4°.g!)>'..(°.^:)   ,„  „, 

■  '     =  »(a, ,  0.) ,  (2) 

si  ha  dalla  (1)  : 

(snit)'  =  g-cnu  ■  dnu.  (3J 

882.  Dopo  ciò,  8i  calcoleranno  facilmente  le  derivate  di  enu  e 
dnu  derivando  le  relazioni  (cft.  art.  876)  : 

cn*u  =  1  —  sn'u  ,  dn*«  =  1  —  fc*8n*u. 
Si  troverà  per  tal  modo  : 

(cnu)'  =  —g-  3nw  dnu 

(4) 
(dn«)'=-fffc».sn«cntt. 

883.  Nelle  funzioni  ellittiche  da  noi  fin  qui  considerate  i  due  pa- 
rametri Qj  ed  0,  sono  indipendenti,  cioè  possono  fissarsi  ad  ar- 
bitrio {*).  Ordinariamente  perù  si  impone  ad  esai  la  condizione 
che  il  moltiplicatore  g{ù^  ,  Q,}  riesca  ugnale  all'nnìtà,  cioè  la  con- 
dizione : 


••(«■f:)'"(»'r:)        ,,, 


"{"'ìX^-ì) 


9.^' 


cosicché  le  funzioni  ellittiche  ordinarie  dipendono,  oltreché  dal- 
l' argomento  n,  da  nn  nnico  parametro  arbitrario.  Per  tale  para- 
metro si  snol  scegliere  il  numero  k  da  noi  già  incontrato  (art.  876) 
e  definito  in  funzione  di  Q,  ed  H^  p^r  mezzo  della  formola: 

**.•(» '5;) 
""{"•ti 

In  conformità  a  ciò,  per  mettere  in  evidenza  anche  il  parame- 
tro k  da  cui  dipendono  le  funzioni  ellittiche  ordinarie  3nu,cnu, 
dnu ,  gioverà  rappresentarle  con 

8n(K  ,  k) ,  cn(«  ,  k)  ,  dn(«  ,  fc).  (g) 

884.  Il  numero  k  si  chiama  il  modulo  delle  tre  funzioni  ellitti- 


(*)  HaWo,  ben  inteso,  la  restrÌEÌone  che  aia  positivo  il  coefficiente  della 
Q, 
parta  imagìna^-ia  del   rapporto   ^  (ofr.  art.  863), 
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che  ordinarie,  i  cui  sìmboli  fanzìonali  sn  ,  cu  ,  do  si  leggono:  ««ne 
amplitudine,  coseno  amplitudine  e  delta  amplitudine.  Se  si  fa  ten- 
dere a  zero  il  modulo  k,  la  funzione  dou  tende  a  divenire  co- 
stante ed  ugnale  all'anltà,  nel  menire  che  snu  e  cnu  tendono  risp. 
a  coincidere  (cfr.  le  Note  qui  sotto)  colle  fanzioui  triironometriche 
sinu  e  coBu. 

885.  Per  le  derivate  delle  fanzioni  ellittiche  ordinarie  si  hanno 
in  Inogo  delle  (3)  e  (4)  le  espressioni  più  semplici: 

(snw)'  =  CDM  dna  ,  (cnu)'  =  —  snu  dnw  ,  (dn«)'  =  —  k^anu  dnw.  (7) 


1.  Ghinnqae  ftbbia  qaalotie  fmnigliBritA  coi  primi  prìnoipii  del  calcolo 
differeoiìale  ed  integrale,  riconoaoerà,  sema  alcuna  difScoltà,  come,  posto 

a:  =  su(tt  ,  k) ,  (a) 

r  egaaglìanza  da  noi  dimostrata  : 

(snu)'  =  cnu-dnu 

che  può  anche  ecTÌversì  (art.  876)  : 

(snu)' =  Vi  -8n*u*/l  -fc*Bn»«, 

equivale  alla  formola  ; 


Jo  y!{l  - x»){l  ~  k'x*) 

Egli  è  precisamente  col  tentare  di  risolvere  it  legame  fra  x  ed  «,  espreito 
da  quest'ultima  relazione,  rispetto  alla  variabile  x,  cioè  colla  cosi   dett» 
iavertion»  doìVinlegrale  elUUico  che  si  giunse  la  prima  volta,  da  Ltitndrt, 
alla  scoperta  della  fnnzione  ellittica  fondamentale  bd(u  ,  1:). 
2.  Se  si  pone  ; 

X  =■  sin?  ,  (7) 

la  relasione  (^)  prende  la  forma  equivalente: 

do  , 


Vi 


i'sin*? 

La  quantità  f  considerata  come  fvDsione  di  u  si  chiama  VamplUitdiM  di  ■ 
9  =  amu.  (£] 

In  luogo  di  scrivere  x  =  snu,  ai  può  dunqtie  anche  scrivere  f- sin  amu. 
ed  é  questa  la  ragione  per  la  quale  la  scrittura  snu  si  legge,  come  già  si 
è  notato  (art.  684;  *«no  amplitudine  di  u  ;  eco. 

8.  Poiché  (art.  37a)  :   in(— '^=1,    3n(-'-^—)  =  -,  possiamo  ritenere: 


„  V(l  - a;'')(l  -  ft'x*)  2  J^V(1  - a'Kl  -  tV) 


9  di  1)  E  e  K'  le   quantità       reali 


ix 


\'J(l-x<){l- k'x'}  J, V(i' -  I)  (1  -  t=  l'i 

4.  Per  A  =  0  la  formala  (^)  diviene  : 


Vediamo  cosi  ohe  le  funzioni  ellittiche  snu  ,  cnu  fi  riducono  per  k^O 
rìsp.  alle  faneioni  trijtononetriche  sinu  e  coau. 

5.  Per  ](:=  1  le  finzioni  ellittiche  degenerano  in  semplici  fansioni  espo- 
nenziali e  precisamente  : 

ain(u ,  l)  =  ra Lh   1    cnC"jl)  =  "S ^■ 

6.  All'art.  881  si  è  ammesso  implicitamente  che  la  fnnzione  &„(ti)  abbiH 
Dna  derivata.  Non  ci  siamo  però  trattenuti  so  questo  punto,  perché  la 
continuità  e  derivabilitA  delle  fonzioni  i  risulteranno  dai  teoremi  generali 
dal  9  IS  di  questo  stesso  capitolo  ;  f^iacchà  la  serie  che  dofiniTa  la  &(u)  é 
una  serie  che  procede  secondo  le  potenze  intere  di  e*^^"_ 

7.  Per  majcRiori  sviluppi  sulla  teoria  delle  fnnzioni  ellittiche  si  Teggano 
le  ;  lexioni  ttdla  teoria  delle  funzioni  di  variahilt  complsMia  e  delle  /uncioni 
elliUiehe  di  Luigi  Bianchi  (Pisa,  Spoerri  1901) 

§  13.0  — Serie  che  procedono  secondo  le  potenze  Intere 
e  positive  di  una  variabile. 

886.  Consideriamo  ora  serie  a  termini  yariabili  : 

rti<^)+fi(x)+ux)  +  ...  (1) 

in  cai,  cio£,  le  f,(x) ,  f^lxt ,  f^{x) ,  .  .  .  siano  funzioni  ben  determi- 
nate della  yariabile  x,  che  potrà  asBumere  valori  reali  o  com- 
plessi. Si  chiama  campo  di  convergenza  della  serie  (1)  l'Insieme 
di  tutti  qnei  valori  reali  o  complessi  di  a;  peri  quali  la  detta  serio 
riesce  convergente. 

Cosi,  ad  esempio,  il  campo  di  convergenza  della  serie  : 

1  +  X -^  a* -I- SE* -(■ . .  . 

è  costituito  da  tutti  qnei  valori  di  x  per  !  qaall  modx  <  1.  Indi- 
cando infatti  con  S„  la  somma  dei  primi  n  termini,  si  ha: 
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e  quindi,  per  niodz  <  1  : 

limS.-— ^. 

Per  modz  >  1,  la  serie  è  invece  divergente,  poiché  io  tal  cuo 
Iimiinodx'')=x.  Se  poi  sia  niodx=l,  si  potrà  porre  x=coss-M'siii( 

e  quindi  x"  —  cosn?  -I-  istmp,  la  qnale  espressione  non  tende  ad  al- 
cun limite  determinato  per  n=ii:i,  eccettuato  il  caso  di  e- 0,  cioè 
di  x  =  l,  nel  quale  la  serie  è  manifestamente  divergente. 

887.  Se  e  è  una  quantità  positiva  fiatata  piccola  a  piacere,  ed  x 
OD  valore  qualunque  reale  o  complesso  appartenente  a]  campo  di 
convergenza  C  della  serie  il>,  esisterà  tempre,  come  sappiamo, 
un  valore  di  n  per  il  quale  (e  per  tutti  gl'infiniti  valori  successivi) 
si  abbia: 

mod|r„+,(a:)  +  fn+.(«)  +...]<«■  (2! 

Se  però  in  luogo  del  valore  x  si  prenda  un  altro  valore  qnalnn- 
que  fra  quelli  che  appartengono  al  campo  C,  potrà  accadere  che 
la  (2)  non  sia  più  verificata,  a  meno  che  si  cambi  opportunamente 
il  valore  di  n.  È  dunque  importante  di  sapere,  dato  un  campo  C 
di  valori  di  x  contenuto  in  Ò,  se  la  dis eguaglianza  (2)  possa  es- 
sere soddisfatta,  fissato  a  piacere  E,  e  determinato  opportunamente 
n,  timultaneamente  per  tutti  i  valori  di  x  appartenenti  a  C.  Se 
cid  è  possibile,  si  dice  che  la  serie  (1)  converge  uniformemente 
entro  il  campo  C. 

888.  Ven'amo  ora  a  studiare  in  particolare  le  serie,  importan- 
tissime in  analisi,  che  procedono  secondo  le  potenze  intere  e  po- 
sitive di  una  variabile  x,  cioè  la  serie  del  tipo  : 

Of,  +  a,a:  +  OjX*  +  Oga?*  +  .  .  .  (3) 

dove  ag  ,  cr, ,  a,  , .  .  .  sono  coefficienti  costanti  ben  determinali. 

Cominceremo  con  dimostrare  che:  se  la  serie  (3)  è  convergente 
per  ìtn  certo  valore  di  x,  essa  sarà  altresì  convergente,  ami  at- 
solutamenle  convergente,  per  ogni  altro  valore  x' ,  il  cui  modulo 
aia  inferiore  al  modulo  di  x. 

Invero,  essendo  modx'  <  modx,  e  quindi :—  <  1 ,  sarà  con- 
moda; 
vergente  {art.  628)  la  serie  : 

modx'      (moda;')* 

1  +  — ^—  +  7 — r4r  +  "" 

modx       (moda:)* 

Questa  serie  a  termini  tutti  positivi  resterà  convergente  (arti 
colo  6S7>,  se  si  moltiplicano  ì  suoi  termini  risp.  per 

modao ,  mod(a,x) ,  mod(afx)  ,  .  . . , 

giacché  questi  numeri  tendono,  per  la  supposta  convergenza  di 
(3),  al  lìmite  zero,  onde  restano  tutti  evidentemente  inferiori  ad 
un  certo  namero  finito. 
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Si  ottiene  così  la  serie  convergente  : 

modflo  +  iiiod(a,3;')  +  mocl(a^")  4-  . 


e.  d.  d, 

889.  Dai  teorema  ora  dimostrato  eegne  primierainenie  clie,  se 
net  campo  di  convergenza  C  della  serie  (3)  esistono  valori  di  r 
per  i  quali  raodx  possa  rinscire  grande  quanto  si  vuole,  la  serie  (3) 
sarà  convergente  per  tutti  i  valori  di  x.  Se  ciò  non  accade,  gli 
infiniti  valori  reali  e  positivi  ette  paò  prendere  modx,  ai  divide- 
ranno in  due  classi,  cìoè  quei  numeri  reali  e  positivi  r  che  aono 
modulo  di  qualche  numero  x  appartenente  al  campo  C  e  quei  nu- 
meri r  che  non  lo  sono.  Dette  A  ed  A'  queste  due  classi,  segue 
dal  teorema  dell'art,  prec.  che  ogni  numero  di  A  Ò  inferiore  ad 
ogni  nomerò  di  A'.  Esisterà  dunque  un  numero  positivo  S  ben  de- 
terminato rappresentante  l'elemento  di  separazione  delle  due  classi, 
cosicché  la  serie  (3)  sarà  convergente  per  tutti  i  valori  di  x  il  cui 
modulo  è  inferiore  ad  K  e  divergente  per  modx  >  R. 

Ricordando  la  rappresentazione  geometrica  dei  nnmeri  complessi 
vediamo  dunque  che  il  campo  di  convergenza  delia  serie  (3),  «e 
non  abbraccia  tutto  l'intero  piano  rappresentativo  dei  numeri  com- 
plessi, è  limitato  da  un  cerchio  di  raggio  R  col  centro  neU'origitit 
dei  numeri  (che  si  chiama  cerchio  di  co/tvergenza  della  serie). 

Del  resto  anche  il  primo  caso  si  può  considerare  come  incluso 
nel  secondo,  in  quanto,  cioè,  T  intero  piano  si  pnò  assimilare  ad 
un  cerchio  di  raggio  fì  -  qo. 

Notiamo  finalmente  che  non  si  può  dire  nulla  in  generale  circa 
la  convergenza  della  serie  (3)  pei  valori  di  x  rappresentati  dai 
punti  stessi  del  cerchio  di  convergenza.  Può  accadere  che  il  campo 
di  convergenza  della  (3)  comprenda  tutti  questi  punti;  ma  può 
anche  accadere  che  per  alcuni  punti  o  anche  per  tutti  i  punti  del 
cerchio  di  convergenza  la  serie  riesca  divergente  o  indeterminata. 

890.  Se  X  è  un  valore  qualunque  rappresentato  da  un  punto  si- 
tuato nell'interno  del  cerchio  di  convergenza  della  serie  (3),  esi- 
sterà evidentemente  nell'interno  dello  stesso  cerchio  qualche  altro 
puDto  rappresentante  uu  valore  X  di  modulo  superiore  a  quello 
di   x;  e  sarà  convergente  anche  la  serie: 

do  +  «iX  -H  fl,X*  + 

La  serie  (8)  sarà  dunque  assolutamente  convergente  per  quel  va- 
lore di  X,  per  quanto  si  è  già  stabilito  all'art.  888,  essendo  modx 
<  modX.  Epperò  : 

Z,a  serie  a^  +  ftiX  +  a,x*  +  .  .  .  converge  assolutamente  per  ogni 
valore  di  x  che  cada  nell'interno  del  suo  cerchio  di  convergenza. 

891.  Se  nella  serie:  ao-^■a,x-^aJX*+,..  il  rapporto:  fnoda„  :  modsi^J 
tende  ad  un  lìmite  determinato  per  n  =  ce ,  questo  limite  dà  pre' 
ciaamente  il  valore  del  raggio  di  convergenza  della  serie. 

Detto  h  questo  limite,  sì  avrà  Infatti: 

„     mod{(i„+,  a^*')      moda: 
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Quindi  (art.  631)  la  serie 

mod<3«  +  mod(aix)  +  iiiod(a^<)  +  .  .  .  ,  (4) 

e  per  conseg^eoza  (art.  836)  anche  la  (3),  sarà  convergente  pei 

modx 

— - —  <  1,  cioè  ae  modx  <  A.  Se  invece  modx  >  h,  la  serie  (4)  sarà 

divergente  (art  633),  coslccbà  (art.  890)  un  cosiffatto  valore  di  x 
non  potrebbe  cadere  nell'interno  del  cerchio  di  convergenza  del]a(3]. 

892.  Sia  C  nn  insieme  di  valori  x  tutti  compresi  nell'interno  del 
cerehio  di  convergenza  della  serie  (3).  Esistere  evidentemente  un 
numero  X  compreso  nel  cerchio  di  convergenza  C  e  tale  che  il 
suo  modulo  superi  il  modulo  di  qualunque  numero  appartenente 
a  C  La  serie  : 

«0  +  OjX  +  OjXs  +  .  .  . 

8ar&  quindi  convergente,  e  con  essa  (art.  890)  anche  la  aerìe  : 

modog  +  moda,  modX  +  moda,  (modX)*  +  .  . . , 

cosicché,  essendo  e  ana  quantità  positiva,  fissata  piccola  a  piacere, 
si  avrà  per  n  abbastanza  grande  : 

moda„i,(modX)''*'  +  moda„4.,{modX)'"'"*  +...<£. 

Se  dunque  x  è  un  numero  qualunque  appartenente  a  C,  poiché 
per  ipotesi  modx  <  modX,  si  avrà  a  fortiori: 

m<}d!o„+,a:"'*'*  +  (i„^.,a:"**  +  . .  .|  <  e. 

Vediamo  eost,  per  la  definizione  di  convergenza  uniforme  data 
all'art.  887,  che:  ogni  serie  procedente  fecondo  le  potenze  intere  e 
positive  di  una  variabile  x  converge  uniformemente  per  tutti  i  valori 
di  X  appartenenti  ad  ogni  campo  tutto  compre»o  nell'interno  dà 
campo  di  convergenza  della  serie. 

893.  Se  la  serie  f(x)  =  a.^'x^  +  Boa-i^^'^*  +  • .  . ,  li  annulla  per 
X  =  0  {ed  è  convergente  per  qualche  valore  di  X  divergo  da  zero), 
fissato  a  piacere  un  numero  positivo  3,  esisterà  un  altro  numero 
positivo  e  tale  che,  per  modx  <  E,  »t  a6&ta  sempre  modf(x)  <  8. 

Invero,  detto  r  un  numero  positivo  inferiore  al  raggio  di  con- 
vergenza della  serie  considerata,  esisterà  (art.  890)  il  numero  po- 
sitivo, finito  e  determinato: 

L  =  i*  moda„  +  r^*'  moda^»,  +  .  .  . , 

e  si  avrà  evidentemente  per  ogni  valore  di  x,  il  cui  modulo  sia 
inferiore  ad  r  : 

mod;T;a:)  <  (moàxy^lmoda^  +  r  modo^^.,  +  ..-!, 
cioè  : 

,^  .      (moda.-)l'.L 
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Se  danqae  imponiamo  a  moda:  anehe  la  restrizione  : 
(moda;)*'     , 

cioè: 

moda;  <  ^\/^  j 

si  avrA  appunto  a  foriiori  ; 

moAfix)  <  6 , 
come  si  desidoraTa. 

894.  Se  la  seria  Sq  +  a,x  +  a^x*  +  . . .  non  ai  annulla  per  x  =  0 
{e  converge  per  qualche  valore  di  x  diverso  da  zero),  esigterà  uh 
numero  positivo  p,  inferiore  al  raggio  di  convergenza  della  aerie, 
tale  che  il  valore  della  serie  sia  diverao  da  zero  per  tvtti  quei  va- 
lori di  X  il  cui  modulo  è  inferiore  a  p. 

Si  potrà  infatti^  per  il  teorema  precedente,  determinare  il  oa- 
mero  positiTo  p  in  modo  che,  per  modie  <  p,  si  abbia  sempre  : 

mod  j  a^x  +  a^  +  a^x'  +...[<  modag. 

Per  tatti  questi  vaiori  di  x  la  serie  non  potr&  avere  valore 
nullo,  poiché  se  fosse  :  do  +  ^i^  +  a^  +  . . .  =  0,  se  ne  dedurrebbe 
invece  evidentemente: 

modja,a;  +  OjX'  +  a^x'  +  .  .  .]  =  modog. 
S96.  Se  due  serie: 

»£,  +  a,x  +  a^»  +  . .  . 
e 

b(,  +  biX  +  bjX*  +  ,  .  . 

sono  convergenti  ed  assumono  egual  valore  per  tutti  quei  valori 
di  X,  il  cui  modulo  è  inferiore  a  un  certo  numero  positivo  p  {sia 
esso  pure  piccolissimo,  purché  diverso  da  zero),  sono  in  esse  ne- 
cestariametite  uguali  i  coefflcienti  di  tutte  le  potenze  omonime  di  x. 
Sia  infatti,  se  è  possibile,  a  il  primo  dei  coefficienti  Og ,  a, ,..., 
che  non  coincida  col  corrispondente  coefficiente  b^^.  La  serie: 

e  quindi  anclie  la  serie  : 

(«,1  -  V  "*"  ("m  ~  *1'*»)=^  +  *"<*[-+*  ~  *H+i)**  +  ■  •  • 

avrà,  secondo  l'ipotesi  fatta,  valore  nullo  per  o^i  valore  a;  che 
sìa  diverao  da  zero  e  di  modulo  inferiore  a  p.  Ora  ciò  è  In  ma- 
nifesta contraddizione  col  teorema  dell'art,  prec,  poiché  quest'ul- 
tima serie  non  si  annullerebbe  per  x  —  0. 

Dal  teorema  cosi  dimostrato  discende  evidentemente  come  co- 
rollario che  :  se  una  funzione  ben  determinata  di  x  si  può  soilup- 
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i  positive  di  X,  ciò  non  può  farti 

896.  Snppoaiaino  che  la  serie  : 

U(«)  =  foin)  +  f,{n)x  +  f,(n)a?  +  . . . 

i  cui  coefficienti  dipendono  dall'intero  n,  bì»  coDverjirente  per  tutti 
i  valori  abbastanza  ji^randi  di  n,  e  clie  i  coefficienti  /oM , /',(»),... 
tendano  noiformemente,  per»  =  a),  verso  certi  valori  ben  deter- 
minati Vo  I  Vj  ,  . .  . ,  con  che  si  vaol  Intendere  che  tntte  le  diffe- 
renze fiin)  —  Vi  si  possono  rendere  slmnltaneamente  inferiori,  in 
valore  assolato,  ad  un  numero  dato  e,  parche  si  prenda  ii  abba- 
stanza grande. 

Vogliamo  dimostrare  che:  se  anche  la  serie: 

V  =  Vo  +  V,X  +  VjX'  +  .  .. 

è  convergente,  e  se  tnodz  <1,  H  ha: 

V  =  iimU(n). 

Si  ha  infatti: 

mod[U{n)  -  V]  ^  mod[fo{n)  ~  Vo]  +  mod[/\(7i)  -  e ,]moda:  +  . . . 

e  qaindi,  comanqne  sia  flesato  s,  per  n  abbastanza  irrande  : 

mod[U(n)  -  VI  §  £(l  +  moda;  +  modx*  +...)  = , 

1  —  modx 

il  che  dimostra  l'asaerto  ;  poiché  il  secondo  membro  si  potrà  as- 
samere  piccolo  a  piacere,  prendendo  e   sufficientemente   piccolo. 

897.  Chiuderemo  con  una  proprietà,  assai  alile  per  il  calcolo 
pratico  dei  raggi  di  convergenza,  che  si  sarebbe  anche  potata 
prendere  come  punto  di  partenza  per  istabiiire  la  nozione  di  cer- 
chio di  convergenza. 

Il  cerchio  di  convergenza  di  una  serie  &o  +  ^i^  +  . . .  è  Ui  linea 
di  separazione  fra  quei  valori  di  x,  pei  quali  i  tingali  temiiai 
della  serie  si  mantengono  finiti,  col  crescere  di  n,  e  quelli  pei  quali 
ciò  non  accade. 

Infatti,  se  X  è  interno  al  cerchio  di  convergenza,  dovendo  la 
serie  riuscire  convergente,  il  suo  termine  generale  tenderà  a  zeri' 
col  crescere  di  n  ;  epperù  i  valori  assoluti  degli  infiniti  suoi  ter- 
mini si  manleiTanno  evidentemente  inferiori  ad  un  certo  limite  sn- 
periore  assegnabile.  Heciprocamente,  se  si  abbia,  per  ogni  valon^ 
di  n, 

iuod(«„a:")  <  A  , 

essendo  A  un  numero  positivo  fisso,  il  punto  x  cadrà  nell'interno 
o  sul  cerchio  stesso  di  convergenza.  Poiché,  se  cadesse  fuori,  «s-- 
alerebbe  evidentemente  qualche  altro  valore  X,  del  pari  esterno 
ni  cerchio,  di  modulo  inferiore  al  modulo   di  a;  ;  ed   allora  dalla 
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convergensa  assolata  delle  seri«  : 

modX      (modX)^ 

1  +  —A-  -^  7 T-^  +  •  •  • 

modx       (moda;)' 

seguirebbe  (art.  627)  tnoUiplicandoDe  i  singoli  termioi  risp.  per  le 
quantità  finite  modaQ  ,  moda^  modx  ,  niodaj(inodx)* , ...  la  conver- 
genza della  serie  : 

modoo  +  mod(a,X)  +  mod(OgX*)  +  .  .  . 

contrariamente  si  supposto. 

XTot»  ad  Eseroùi. 

1.  8i  oiMroi  che  il  eerehio  di  eonoirgmtta  di  una  itrie  ftg'^«i,x+B,x*+ .  .  , 
è  caratleriiìalo  da  eia  ck«  la  terie  dti  valori  aitoluti  dei  tarmint  ì  cotteer- 
gente  per  ogni  valtir»  di  x  interno  al  Btrckio  »  divergente  par  ogni  valor*  ad 
etto  ettima,  e  sa  ne  dadiioa  che  la  tarie  a^  +  a,x  +  a,x*  -t-  .  .  .  e  la  icri« 
moria,  +  (moiiaiJK  t  («oda,)i'  +  .  .  .  hanno  tempre  lo  eletto  eerchio  di  cottver- 

2.  Fra  le  serie  chs  procedono  socondu  le  potenze  di  una  variabile,  ha 
molta  importanza,  per  il  suo  alto  grado  di  geneiralità,  la  seri«  di  Qatiti, 
detta  anche  ipergtometrica  (in  quanto  si  può  riguardare  come  un'esten- 
sione della  aerie  in  progressione  geometrice)  : 

H.'tla. ,  ■'(«+l)-g(g+lK  ,  »(a+l)(«+2)-P(?+l)(H2),.  , 
■^1-Y    *"    Ì-'2-Y(-J+l)       "^      l-2-3-((-(+l)(lft2) 
o  con  notazione  più  breve  (cfr.  art.  499): 


l-T 


l..,.  1., 


cba  dipende,  oltreché  dalla  variabile  x,  dai  tre  parametri  s,  ^,  -j.  Questi 
ultimi  possono  assumere,  al  pari  di  x,  valori  arbitrari.  Soltanto  non  sarfc 
il  caso  di  dare  ad  essi  valori  interi  e  negativi  ;  poiché,  per  valori  interi 
e  negativi  di  a  o  di  ^,  i  coefBcienti  della  serie  si  annullano  evidentemente 
da  un  certo  punto  in  poi,  cosicché  la  serie  si  riduce  ad  un  semplice  po- 
linomio intero  in  x  ;  e,  per  valori  interi  e  negativi  di  -j,  essa  non  avrebbe 
a.Ican  senso,  giacché  i  suoi  termini  diverrebbero,  a  partire  da  US  certo 
ponto,  tutti  infiniti. 

Esclusi  questi  casi,  e  detto  an  il  cieffloìente  di  v",  si  ha  : 

„(«  +  ")(g  +  ")  _ 


coBÌochè  la  terie  iptrgeomelrica  i  convergente  (art.  681)  per  n)oJz<l  «   iw» 
lo    è   mai  per  modx  >  1. 

3.    Consideriamo  ora  il  caso  di  modx— 1.  Se  a=K,-i- v'i  P=Pi+P»*'  T=Ti+Ti* 
sono    i  numeri  a,  ^,  y  decomposti  nelle  loro  pari  reali  ed  imaginarie,  sarà: 


"'^'^''■■*'^mod^°'''"^'^+"^^./t^""^°'^*'^°''l[^"'^^'^''^^''^ 

moda„  (l+n)(-r+Jt)     V       (n+l)*[("+Yi)*+fj'l        ' 

C«pin.LT.  —  Itlitutloni  di  onaliii   algebrica,  8,'   cdie .  62 
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coaioobè  ai  potrà 


/       moda_+A         /,        ,- \  (1  +  S„)*  -  1 

V        moda„  /  e„ 

dove: 

[(n  +  «,)'  +  «,'][(«  +  P.)'  +  p,']  2(ai  +  gì  -  Yi  -  1)»'  + .  ■ . 

'"  -        (n  +  l)«({n  +  Y.)*  +  Tf,*]"  "  n*  +  . .  . 

6  un  nnmero  che  tende  a  cero  col  cresoers  di  «  all'  infinito. 

Si  ha  dunque  (art.  648],  poicbi  evidentemente  limiHB  =  2(a,-(-p,-T,-l>: 

lì„,«fl -^2^')  =  _  lim^i^i^ti  .limne„  =  1  +  ^.  -  a, -f,, 

La  terit  dei  moilttit  : 

1  +  mod — -  +  mod-  :     -  +  mofl  "        ■  +  . . . 

«aràVtinguB  convergente  (cfr.  In  Nota  8"  del  §  9"  del  Capitolo  VII)  *■  Yi""'i"fi 
i  potiiivo  e  divergtnle  it  Ti~"i~Pi  *  iMjod'oo. 

\.  Come  caso  particolare  della  serie  ipergeotnetrica  ritroviamo  U  serif 
biuomiale  (Cfr.  )e  Note  del  §  5"): 

rc-m,  p,  f, -«)  =  1  +  (^V  +  (^y  + . . „ 

onde  poBsiamo  dire  che  la  »erie  hinotaial»  ì  aiiolulamtntt  i:onverge»U  aneti 
per  modi  =  1 ,  $tmprtehi  la  parte  reale  dil  numero  m  eia  poiiiiva. 

5.  Si  ha  pure  come  caso  particolare  la  eerìe  cosi  detta  logaritmica  [ci'' 
la  Nota  10»). 


6.  Verificare  l'identità: 
t[-{~l-{2-(~a-^-l)x]Y(a,  ?,  t,  x)= 

■-(f-lKl-a:)F(a,  %  f-l,  ic)-(Y-aì(-r-P)a:P(«,  P,  t+i,  «)■ 

7.  Da  quest'  identità  bì  deduce  per  a:  =  1  : 

n^,J,  ^,J)_  _.(T-«)(r-P) 

d'onde  seg-ne  snbito,  cangiando  Tìaf  +  l,-j  +  2,...,f-\-  «—1  e   molti- 
plicando quindi  i  risaltati  : 

Ma  £■(«,  Pt  T  +  »i  IJ  tónde,  coma  è  facile  riconoeoere,  per  ■  =  » ,  »1  ti 
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loM  1.  Si  ha  dimqne  (par  Ti  >  «i  +  Pi)  ■ 


F(o,  p,  t,  1)  =  llmU 


8.  Tatte  le  espresaioni  ; 

1-e      (l-t)(2-6)      (l-E}(2-E)(3-t) 

1       '  1-2       "     '  1.2.3  '"■ 

conTergouo  al  limita  1,  qnundo  la  quantità  reale  positiva  t  converj^e   ai 
limite  cero,  ma  non  tmiformemeuts.  Poato  infatti  per  braviti  : 


1  -  T»  =  (i  -  T,)  +  (T,  -  T,)  +  (T,  -  Tj)  +  . .  .  +  (T..,  -  T,). 

Se  danqae,  fissato  a  piacere  il  numero  positivo  S,  ri  avease,  per  un  va- 
lor» abbastanza  picooio  di  e  e  par  tntti  i  valori  dì  k  : 

1  -  Tj  <  fi, 
ai  avrebbe  anche  : 

8(1 -s)     .(l-.)(2-5l  6(1  -  e)(2  -lì...  (t-1-0  ^  , 

il  che  è  assordo,  ae  E  <  1,  perchè  se  k  abbastansa  grande,  il  primo  mem- 
bro di  questa  diaegasKlianea  differisce  di  tanto  poco  quanto  si  vuole  dalla 
quantità  : 

l-r(-s,  T,  T,  1) 

cbs  ba  il  valore  1,  come  chiaramente  appare  dall'espressione  data  nella 
nota  che  precede. 

9.  Se  la  funziona  f(x)  dell'argomento  reale  (o  complesso)  x,  ha  un  va- 
lore finito  e  ben  determinato  per  tatti  i  valori  reali  (o  anche  complessi) 
di  X  circostanti  ad  on  certo  valore  speciale  x  —  ti,  e  se  la  diseguagliania: 

mod[A»  +  A)-A«)l<S, 

essendo  S  nn  numero  positivo  da  fissarsi  a  piacere,  i  soddisfatta  per  tntti 
i  valori  reali  (o  anche  coropleaai),  abbastania  piccoli,  di  h,  sì  dice  che 
essa  b  eoniùina  per  il  vidort  x  =  a. 

10.  S»  la  ttrie: 

F{x)  =  f,(x)  +  f,(x)  +  fj(s)  +  .  .  . 

i  uni/ormemmle  convergenti  (art.  887)  per  liUU  i  valori  di  x  appartenenti  ad 
un  cerio  campo  0  [il  qwiU  potrà  eiiere  il  ttmplie»  intervallo  fra  e,  ti,  le  ti 
tratta  di  funzioni  ad  argomento  reale,  ovvero  un  eerto  pexto  del  piano  di 
Gau*a,  et  ei  tratti  di  fumioni  ad  argomento  eompleeeo)  e  te  àatama  delle 
f,(z)  ,  f,(z)  ,  .  .  .  t  continua  per  m  certo  valore  a  interno  al  campo  C,  «ani 
eotUintta  per  qttttto  itetso  valore  >  anche  la  F(xr. 

Detta  Ph(«)  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  ed  B„(x)  la  somma 
dei  rimanenti,  si  pnò  scrivere  infatti  : 

F(a  +  h)  -  F{a)  =  F„(a  +  A)  -  F,(a)  +  R„(«  +  A)  -  R„Ca) 

a  per  la  sopposta  convergenza  uniforma  si  potrà  determinare  T  indica  n 
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in  modo  ohe  il  vftlor«  assolalo  di  B„(a  -|-  A)  si»  inferiore  ad  nna  qtMntilà 
positiva  -  fiasat»  a  piacere,  indipendentemente  dal  valore  di  h,  sompr«clii 
a  H-  A  si  conserri  interno  »1  campo  0.  Fissato  cosi  il  valore  di  »,  si  itcb 

mod[r(a  +  A)  -  F{«)]  ?  mod[r„(a  +  k)  -  F„(«)]+  ^  e. 

016  posto,  poiché  F„(»),  come  somn 
continue,  6  an ch'essa  evidentemente  t 
dere  k  abbastania  piccolo  perchè  sia 

mo(ì[F„(a  +  h)~  r„((.)l  <  1  t 

ed  allora  si  avrft  appunto  : 

mocl[F(a  +  A)  -  r(a)]<  ^  e  +  -  e  =  e,    e.  d.  d. 

11.  CoBOLULBlo.  —  L»  /unitoni  di  x,  rappretcTitaiiii  laediatla  lerie  proti- 
denti  lecondo  le  poterne  intere  e  poiitive  di  z,  tono  eoatinue  par  ogni  valori 
di  X  irUtmo  al  cerchio  di  eonvergenxa  deUa  lerie. 

Basta  TÌfiettere  cbe  queste  serie  sono  uniformeniBnte  oonverKenti  (ani- 
colo  S92)  e  ohe  i  loro  termini  sono  semplici  potense  di  m,  e  quindi  cer 
tainente  fonzioni  continue  di  7*. 

12.  Applicando  ad  nna  serie; 

/'{a:)  =  oo  i-  a,a;  +  a^  +  .  -  .  (i) 

la  «testa  legge  di  derivaiione  dei  polinomi  interi  in  x,  se  ne  deriva  Is 

(p(r)  =  a,  -t-  2a^  +  3ajjc»  +  ia^a*  +  . .  .  (?) 

la  quale  ha  prteiiomente  lo  ileiio  etrehio  di  eottvergenia  dcUo  «erte  (■)- 

Infatti,  HB  (  A  nn  valore  qualunque  interno  al  oeichio  di  convergenu 
della  (a),  ed  x  un  altro  valore  del  pari  interno  al  oereLio,  ma  di  modnlo 
BDperiore  a  mod^,  sarà  convergente  la  serie  : 

modg        (mod€)> 

moda;        (moda;)* 

giacché  in  essa  il  rapporto  di  un  termine  al  precedente  ha  per  limite  il 

modE 
nomerò   -  -—  ,  che  è  minore  di  1.  Sarà  qoindi  (art.  627)  convergente  an- 
che la  serie  : 

modaj  +  2  mod(agl)  +  3  mod{aj§*)  -i-  . .  . 
che  nasce  da'ta  (-^y  moltiplicandone  i  termini  per  le  qaantiti  : 
moda,  ,  mod(a^)  ,  inod(a,x*)  ,  .  .  , 

le  quali  si  conservano  finite,  per  la  supposta  convergenza  di  (>). 

18.  La  /unxiona  ^(z)  rappreientala  dalla  terit  (^)  i  preciramutte  la  deri- 
vata, leecsdo  la  dtfiniiione  generale  delCarL  S8i,  della  /un*ion»  f(x)  rapprt- 
tentata  dalla  ferie  (a),  cioè  : 
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Si  ha  primieramente 


+{a:+ft)a:      -(n-l)a:      J 

0»,  detto  r  OH  numero  poeitivo  oompreeo  fra  moiUt  ed    il   raggio  di 
conTBrgeDEa  delle  (e),  ei  he,  prendendo  A  in  modo  ohe  aia 

inoda;+  modA^r, 

come  è  facile  riconoecere: 

mod s  fP^ 

modj' ^-^— -»(i:)  a 

a(mod«]£lIloda„-{(»-l)r"->+(n-2)r"-'+...+2r"-'+r"-'[ 

=  (modi)  J'*^>mod<...r— . 


««)  =!]„(» 


dedotta  dalU  (^)  precisamente  come  la  (p)  si  era  dedotta  dalla  (a),  ha,  per 
qoaDto  gift  si  6  di[noBtrs.to,  lo  stesso  cerchio  di  convergetita  della   (a)    e 
della  (^),  cosicché  eesa  6  asso  luta  mente  coavergente  per  x  =  r. 
£aisW  dunque  il  anmero  finito,  indipendente  da  A  : 

T  =Vn(«  —  l)modo„-r"~» 

e    dnJla  dÌBegnagliaaza  : 


^iacBiido  evideu temente  la  (S)  facendo  tendete  A  allo  cero;  o.  d.  d. 
X4,    Si  deduca  dall' ollima  formoU  ohe:  «e 

f  (x)  =  ao  +  a,!  +  a,x'  +  . . . 
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«i  Ad,  iimpreehi  modT  +  modh  «m  in/eriort  al  ragyio  di  ttmvtrgtnaa  d 

^^|ftxth)-f(.).        .     . 

16.  Dalla  cosa  fin  qnl  stabilite  segue  ohe:  te  una  fumiont  f(x)  j  *«iZii^ 
pabile  leeotido  t«  poltnx*  intert  t  poiUiv»  di  x,  eita  ammette  le  derivate  di 
qualunque  ordine  ed  i  continua,  itteieme  con  tiie,  per  ogni  valore  di  k  eam- 
preto  ntll'ùitemo  dd  campo  di  eonvergenta  dello  tviluppo.  A  quello  tvilupfn 
ti  può  poi  dare  la  forma  : 

fl;i)  =  f(o)  +  if(o)  +  x'£p  +  .... 

16.  Dallo  avilappo  io  aerie  di  /'(«)  si  deduce  (cft.  art.  895)  ohe:  te  lo 
derivala  di  {(x)  i  nulla  per  tutti  i  valori  abbatlanto  piccoli  di  modx,  la  f(i) 
ha  valore  eottante  per  tutti  1  valm-i  di  x  infami  al  campo  di  eonvergenta  id 
tuo  tviluppo  in  terie. 

17.  Come  applitiaKione  della  nota  IS*  possiamo  ottenere  tasai  facilmenla 
lo  sviluppo  in  serie  della  fhniione  lDg,(l  +  «)  da  noi  gifr  ben  definita  per 
valori  reali  e  positivi  di  x. 

m*      ir'      X* 
Invero  la  serie  »—  —  +  —  —  _.  +  .,,_  eonverf^ente  per  mod«  <  1,  ha  par 

l àw- 

-   .  -  l+« 

che  la  derivata  (ofr.  art.  686)  di  lo({,(l  +  «).  Si  ha  dnnqne  (ofr.  Cap.  Vili, 
§  7°,  Nota  Ci*),  per  modj>  <  1,  lo  sviluppo  convergente  : 


giacché  la  derivata  della  differenza  fra  i  dna  membri  6  nulla  pei  valori 
abbastaoEa  piccoli  di  moda:  j  onda  la  diffarensa  stessa  sarà  una  ooatantt 
e  questa  costante  sarà  naca  ssari  amenta  ngnale  a  cero,  poiché  i  dne  msin- 
bri  hanno  gii.  uguale  valore  par  X  =  0. 

18.  Calcolare  la  derivata  di  sin«  e  cos«  applicando  la  dorivaiione  ter- 
mine per  tennine  ai  loro  sviluppi  in  serie  (art.  8J7).  Si  troverà  cosi: 

(BÌnx)'  =  COBO!  ,  (coBx)'  =  —  8Ìna:. 

19.  Bi  dednca  poi  di  qui  (c&.  art.  fiSG)  ohe: 
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CAPITOLO  XIL 

DELLE  BADICI   DELL'EQUAZIONE  DI   GRADO   71. 


ì  l.o  —  Teorema  fondamentale  dell'eslitente  dt  nn»  tolaslone 
reale  o  compleua  di  un'  eqnaxione  qnaliinqne  dt  s^^do  n. 


f(x)  =  «ox"  +  a,!c"-'  +  0(X"-»  +  . .  .  +  o„_,a:  +  o„ 

ana  fonzione  intera,  del  grado  n,  delta  variabile  x,  i  cai  coefBcienti 
siano  Dnmerl  reali  o  complessi  fissati  a  piacere,  ogni  valore  reale 
od  imaginario  di  a:  che  soddisfi  ali'  equazione  : 

nx) = 0  (1) 

si  dirà  essere  una  radice  dell'equazione  stessa. 

La  ragione  di  cosiffatta  denominazione  è,  dopo  l' introdazione 
nell'algebra  dei  numeri  complessi,  pienamente  ginstifioata  dai  fatto 
cbe  r  equazione  pib  semplice  del  grado  n ,  cio6  1'  equazione  bi- 
Domia  : 

box"  +  &„  =  0 

ammette  sempre  n  e  soltanto  n  soluzioni  distinte,  la  cui  espres- 
sione generale,  in  ftinzione  dei  coefficienti  dati  dg  e  d„ ,  6  conte- 
nata  nel  simbolo  dì  estrazione  di  radice  : 


H^ 


il  quale,  come  sappiamo  (art.  823),  è  appunto  suscettibile  di  n  si- 
lenificati  fra  loro  distinti. 

89d.  Posta  un'equazione  della  forma  generale  (l)  si  affaccia  però 
la  questione  di  investigare  se  esista  sempre,  oppnr  no,  almeno  nn 
valore  speciale  di  x  che  la  soddisfi,  o,  che  è  la  stessa  cosa,  al- 
meno un  valore  finito  e  determinato  x  per  il  quale  il  numero  reale 
positivo  laodf(x)  acquisti  il  valore  zero  ;  giacché  sappiamo  che 
dall'essere  mod^3::)=0  segue  f{x}~0  e  reciprocamente. 

Tale  questione  verrà  da  noi  risoluta  affermativamente.  La  dimo- 
strazione che  siamo  per  dare,  parte  dal  seguente  : 

Postulato.  —  Esiate  tempre  almeno  un  valore  gpeciale  x  =  a. 
della  variabile  x  per  U  quale  mo<ì{(x)  prende  il  minimo  valore  pot- 
sibile. 
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Cosicché  per  qnalanqae  altro  valore  di  x  si  avrà  sempre: 

modf{x)  ^  moAf{a). 
Noi  ammetterremo,  per  ora,  qaesto  poetalato  come  eridente. 

900.  TsoBBllA.  —  Ogni  equazione  algebrica  ha  sempre  almeno 
una  radice  reale  o  compleem. 

Invero,  se  applicblamo  all'  equazione  (1)  : 

f\x)  =  0 

li  postalato  dell'art,  prec.  possiamo  ritenere  come  già  dimostrala 
resiateiiza  di  un  valore  determinato  reale  o  complesso  a,  tale  cbe 
si  abbia  per  tatti  i  possibili  valori  di  x  : 

modAa:)^mod/ta).  i2) 

Ciò  posto,  noi  diciamo  che  per  un  siffatto  valore  a  dovrà  aversi 
necessariamente  : 

mod^a)  =  0 

e  dimostreremo  ciO  facendo  vedere  che  sarebbe  assordo  l'ammet- 
tere cbe  si  avesse  :  mod/(a)  >  0. 

Fatto  ciò,  ne  seguirà  senz'altro  la  verità  del  teorema  enuncialo, 
poiché  ,  non  potendo  essere  inod^a)  >  0 ,  tiara  necessariamente 
m.o<ìf(a:}  =  0,  cioè  a  sarà  una  radice  dell'equazione  (1). 

901.  Supponiamo  infatti,  se  b  possibile,  cbe  si  avesse: 

mod/{a)  >  0.  (3) 

Foicbè  le  quantità  : 

fw.rw.ri") /■'"(«) 

non  sono  tutte  nulle,  giacché  almeno  1'  ultima  di  esse  : 

sarà  in  ogni  caso  diversa  da  zero,  sia  /'^'(o')  là  prima  di  esse  che 
6  diversa  da  zero.  Allora,  ee  indicbiamo  con  A  un  numero  qua- 
lunque diverso  da  zero,  potremo  scrivere  per  lo  sviluppo  di  Taylor 

e  dividendo  entrambi  I  membri' per  f{<x),  che  si  è  volata  supporre 
diversa  da  zero, 

^y*'  =  1  +  A^li'  +  A,,.,;""  +  .  . .  +  A.»» ,  ,), 

ponendo  per  brevità  : 
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Poiché  A„  è,  per  fiupposto,  diverso  da    zero,   se    Io    scriviamo 
sotto  la  forma  trigonometrica  : 

A^  =  r(COB!p  +  Ì8Ìn$), 

potremo  ritenere  r  >  0.  Poniamo  ora  similmente  : 

h  =  p(co8iJi  + 1*  3in^) ,  (5 

cosicché  sarà  :    / 

A^ft''  =  r.pi^-[cos(ip  +  li'l')  +  ÌBÌn{9  +  |ji^)]  (6) 

e  cominciamo  a  determinare  l'argomento  arbitrario  ^  ed  il  modulo 
arbitrario  p  in  modo  che 

1  +  A^ftt' 

riesca  un  numero  reale,  positivo  e  minore  dell' anit&.   A  tale  og- 
getto basterà  porre  primieramente  : 

ip  +  (»(Ii  =  ir,  (7) 


poiché  allora  la  (6)  diviene  : 

e  porre  qaindi  ; 

rpf'  <  1 , 
cioè  prendere  : 


•^if 


Se  ora  scriviamo  la  (4}  come  segue  : 

^5l±i.'  =  (1  -  rpf,  +  /,>[A,„/,  +  A,„l'  +  . . .  +  A,i--'l , 

od  applichiamo  il  teorema  che  il  modulo  della  somma  di  due  nu- 
meri non  può  mai  saperaro  la  somma  dei  toro  moduli,  cotl'avver- 
tenza  che  nel  nostro  caso  la  prima  parte  del  secondo  membro  è 
gìÈL  no  numero  reale  e  positivo,  deduciamo  : 

iod(A^^.iA  +  A  ^.,A»  +...). 


mod/{a) 
I*oÌchè  ora  la  e 

A|^+jA  +  A^^gh'  +  .  .  .  +  A„A''-f 

g  una  funzione  di  h  che  si  annulla  per  h=0,  si  potr&  sempre 
prendere  (cfr.  art.  678}  il  modulo  p  di  A  abbastanza  piccolo  perché 
jl   modulo  di  questa  somma  riesca  inferiore  ad  r. 

Capklli.  —  ZtCituiioni  ili  analtti  algebrie»,  8.*  edii.  63 
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Allora  dalla  disegnagtianza  precedente  aegnirft  a  fortiori: 

moàf{a  +  h) 


mod/XoL  +  ft)  >  mod/'ca) 
il  che  è  in  contraddizione  colla  (2)  la  quale,  dovendo   aossisiere 
per  ogni  valore  di  x,  ci  da  invece  per  z  =  a  +  h: 

modftix  +  A)  5  mod/T^a). 

Resta  dnnqne  esclusa  la  possibilitA  delia  (3)  e  per  consegneou 
resta  dimostrato  quanto  si  voleva,  cioè  che 

modA«)  =  0 , 

OBsia  che  a  è  nna  radice  dell'  equazione  proposta. 

§  2.0  —  Dlmoatraslone  del  Postalato  ammeaio 
nel  §  precedente  {*). 

902.  La  prima  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  che  ogni 
equazione  di  grado  n  ammette  almeno  una  radice  reale  o  com- 
plegsa  è  stata  data  da  d'Alembert.  Dopo  di  lui  ne  ha  dato  diverse 
dimostrazioni  Qauss.  Fra  tutte  queste  e  le  altre  che  se  ne  diedero 
appresso  ai  distingue  però  per  semplicità  e  faciliti  ad  essere  com- 
presa quella  di  Legendre  modificala  poi  da  Cauchy,  che  si  trov» 
data  da  quest'ultimo  nel  suo  trattato  classico  sull'analisi  algebri- 
ca (**).  Questa  è  appunto,  salvo  lievissimi  cambiamenti,  ta  dimo- 
strazione da  noi  data  nel  §  precedente. 

Questa  dimostrazione  non  potrebbe  però  ritenersi  come  assola- 
tamente rigorosa,  inquantochè  iu  essa  si  ammette  impiicitamenie 
come  evidente  il  Postulato:  esiste  sempre  un  certo  valore  X  =  a. 
per  il  quale  fliodf(z)  ha  il  minimo  valore  possibile. 

Il  Lipschitz  nel  suo  Lehrbuch  der  Analysia,  per  evitare  questo 
inconveniente,  ha  modifleato  radicalmente  la  dimostrazione  dìCan- 
chy.  E  riuscito  cosi  a  renderla  assolatamente  rigorosa,  renden- 
dola perù  al  tempo  stesso  troppo  prolissa  e  complicata. 

Pertanto  noi  abbiamo  conservata  press'a  poco  inalterata  la  dimo- 
strazione di  Cauchy,  riservandoci  di  dimostrare  separatamente  in 
modo  assolutamente  rigoroso  il  postulato  che  si  è  premesso.  La 
dimostrazione  che  siamo  per  dare  è  tanto  più  utile,  inquantochè 
essa  vale  non  solamente  per  il  caso  in  cui  f(s)  sia  una  funzione 
intera,  ma,  generalmente,  per  ogni  funzione  f(_z)  che  goda  dell» 
proprietà  di  essere  contìnua  e  della  proprietà  che  mod/iz)  superi 
una  quantità  positiva  k  assegnata,  per  tutti  i  valori  abbastanza 
grandi  di  modz. 


(*)  Chi  THole  potrà  traUsoiars  questo  S  ammetteado  il  postalato. 
(••)  CaucAy:  Court  d'Amdyie  de  l'École  Polytechniqut,  Paris  1821, 
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903.  Qnando  diciamo  che  ana  funzione  f{z)  della  variabile  com- 
plessa z  =  x  +  iy  k  continua  in  un  certo  valore  a  di  z,  intendiamo 
BÌgniflcare  (precisamente  come  all'art.  G7i)  per  la  continuità  delle 
funzioni  di  una  variabile  reale)  che  la  disegnaglianza  : 

mod]Az)-A«)l<5, 
in  cui  S  è  un  numero  positivo  da  fissarsi  a  piacere,  6  soddisfatta 
per  tutti  i  valori  di  z  abbastanza  vicini  ad  x  ;  cioè  per 

modlz  —  a\<t, 

essendo  e  un  numero  reale  positivo  da  determinarsi  opportuna- 
mente, appenacbè  sia  stato  fissato  £. 

Ciò  posto,  che  la  funzione  razionale  intera  f{z)  sìa  continua  in 
ogni  punto  del  campo  della  variabile  complessa  s,  risulta  da  una 
dimostrazione  che  è  qui  inutile  ripetere  perchè  affatto  identica  a 
quella  data  all'  art.  678  per  variabili  reali. 

E  invece  importante  di  aggiungere  che  se  : 

f{z)=f{x-^iy)  =  u{x,y)  +  i-vix  ,y) 

è  la  f{z)  decomposta  nelle  sue  parti  reale  ed  imaginaria  (coslccbà 
u{x  ,  y)  e  v{x ,  y)  sono  funzioni  reali  delle  due  variabili  reali  x 
ed  y)  ciascuna  dello  due  funzioni  u{x  ,  y)  e  v{x ,  y)  e  quindi  an- 
che la  funzione  : 


modA^)  =  'J{u{x  ,  y)Y  +  [v(x  ,  y)]' 

saranno  funzioni  continue  (cfr,  art.  709)  delle  due  variabili  reali 
a;  ed  y.  È  questa  una  conseguenza  affatto  ovvia  della  continuità 
di  fiz). 

904.  Che  poi  la  funzione  intera  : 

f(z)  =  floz"  +  Oiz"-'  -F  .  . .  +  o„_,2  +  a„ 

goda  della  proprietà  che  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di 
modz  il  valore  di  mod{{z)  superi  il  numero  fissato  ad  arbitrio  K, 
si  riconosce  facilmente  osservando  che  fiz)  si  può  anche  scrivere 
sotto  la  forma  seguente  : 

n.)=4.+<..(|)+<..(i-y+...+<..(f)"|. 

Invero,  facendo  crescere  indefinitamente  modx,  la  fì-azione   — 

tenderà  al  valore  zero  ;  onde  !a  quantità  ft-a  parentesi  ha  per  li- 
mite 11  Dtimero  finito  e  diverso  da  zero  a^,  quando  modz  cresce 
all'infinito,  nel  mentre  che  il  fattore  estemo  z"  diverrà  in  valore 
assoluto  infinitamente  grande. 

È  dunque  chiaro  che  mod^z)  diverrà  infinitamente  grande  quando 
modz  cresca  all'infiuito. 

905.  Venendo  ora  al  postulato  in  questione,   comincieremo   dal 
dimostrare  che  : 

(A).  Esiste  necessariamente   un   numero   determinato   reale   e 
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positivo  H ,  tale  che ,  per  ogni  valore  reale  o  complesso  di  z ,  si 
f^bia  mod^z)  >  H,  è  tale  inoltre  che,  data  una  quantità  positiva  z 
piccola  a  piacere  purché  non  nulla,  esista  sempre  qualche  valore 
di  z  per  il  quale  eia 

mod{(z)  -  H  <  E. 

Si  ìmngini  infatti  coBtroIta  in  no  modo  qnalanqne  nna  succes- 
sione indefinita  di  nameri  positivi  piccolissimi  e  diversi  da  zero 
f  j  ,  e,  ,  E, ,  . .  .  tali  da  aversi  : 


e  ai  cominci  dal  considerare  la  progressione  aritmetica  : 

0  ,  E,  ,  2s,  ,  3e,  ,  4ei  ,  . . . 

i  cai  termini  dividono  l'intero  campo  dei  numeri  positivi  in  tanti 
piccoli  intervalli  di  grandezza  e. 

Imaginando  di  esaminare  successivamenCe  col  pensiero  ciascano 
di  qnesti  intervalli,  si  concepirà  l'esistenza  di  nn  certo  interrano 
il  qnale  godrà,  per  il  primo,  della  proprietà  di  contenere  qualche 
possibile  valore  di  Taoàf{s). 

Sia  questo  l'intervallo  compreso  fra  [ie^  e  (|J.  +  1}e,  ,  cosicché  si 
avr&  per  ogni  valore  di  z  : 

mod/^z)  5  [le^ , 

ma  esisterà  certamente  almeno  an  valore  e  tale  da  aversi  : 

mod/(z)S(ji+  1)6,. 

Si  imaginino  ora  inseriti  fra  i  due  nnmeri  )ie,  e  ([il  +  1)e^  altri 
nameri  o^  ,  Os  t  •  •  •  j  Om-i  ì"  modo  che  la  progressione  : 
a,  =  [lE,  ,  a,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a,_,  ,  a,  =  (n  +  1)e, 

venga  a  dividere  l' intervallo  ora  considerato  in  nnovi  intervalli 
la  cui  grandezza  non  saperi  e,,  e  supponiamo  che  i7  primo  <li 
questi  nuovi  intervalli  nel  qnale  cade  qualche  possibile  valore  di 
moàf(x)  sta  quello  compreso  fra  n,-  ed  a^^,.  Allora  si  divida  nuo- 
vamente l'intervallo  compreso  fra  a,-  ed  a,-^,  mediante  una  terza 
progressione  : 

ft,  ,  &, ,  6, ,  ft,  , .  .  . , 

in  nuovi  intervalli  ciasctino  di  grandezza  non  superiore  ad  e,  ,  e 
siano  6,  e  />;„  i  dae  termini  che  individuano  il  primo  di  qaesti 
intervalli  nel  quale  cade  qualche  possibile  valore  di  moàf{x). 

Oosl  procedendo  indefinitamente  si  verranno  a  formare  due  classi 
di  nameri  : 

dj     ,  Aj       ,  &,       ,  c^       >  ■  -  - 

"^l     •   "l.I     •   *'-!     >   C»Tl     •  •  ■  ■ 

le  quali  gi>dranno  evidentemente  della  proprietà  di  essere  ogni 
nuineru  della  prima  ìnreriore  ad  ogni  nomerò  della  seconda  e  di 
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soddisfare  alle  condiziooi  : 

«m  -  «1  =  =1  .  <^i+l  -  ".■  <  S,  ,  ft,^,  -  bj  ?  £3  ,  «A+i  ~  Cft  §  E* 

Esisterà  dunque  (art.  548)    od   namero   perfettamente   determi- 
nato H  : 

H  =  (aj  ,  a;  ,  bj  ,  c^  , .  .  .  ;  a„  ,  aj^,,  ,  bj ,,,  ,  c^^^ ,  • .  ■) 


individuato  da  queste  due  clasti  di  aameri  ;  e  tale  numero  E  godrà 
«Tiden  te  mente  delle  proprietà  richieste  Dell'enanciato  (A). 


906.  (B).  Se  S.  è  il  numero  coneiderato  nell'enunciato  (À),  esi- 
sterà sempre  almeno  un  valore  speciale  x  =  a  della  variabile  x  per 
il  quale  si  abbia  precisamente  modffa)  =  E, 

la  altri  termini  sì  tratta  ora  di  dimostrare  che  il  limite  infe- 
rìore  E  non  solamente  paò  essere  avvicinato  indefinitamente  da 
mod/l^a;)  dando  ad  x  valori  opportunamente  scelti,  ma  pnù  altresì 
essere  effettivamente  raggiunto  per  ano  speciale  e  determinato  va- 
lore di  X. 

Invero,  per  qnanto  si  è  osservato  sopra  (art.  904)  esisterà  an 
cerchio,  col  centro  nell'  origine  del  piano  rappresentativo  della 
variabile  complessa  z  =  x  +  iy,  dì  raggio  B,  abbastanza  grande  per- 
chè la  differenza  : 

modf(z)  -  H 

si  eoDBervi  superiore  ad  un  numero  positivo  determinato  diverso 
da  zero  per  tatti  i  punti  z  estemi  al  cerchio.  Pertanto  quei  punti  z 
mediante  i  qnali,  secondo  l'ennncìato  (A),  m.odf(z)  pnò  farsi  dif- 
ferire da  B  di  tanto  poco  quanto  si  voglia,  eBisteranno  e  dovranno 
esclusivamento  cercarsi  nell'  interno  o  sul  contorno  del  cerchio  , 
cioè  del  campo  definito  dalla  condizione  : 

Esisterà  dunque  (art.  712)  nell'  interno  o  sul  contorno  di  questo 
campo  almeno  un  punto  (b  ,  y)  per  il   quale   sarà  precisamente  : 

moàfyz)  =  H, 

giacché  mod/(z)  è  in  ogni  punto,  sito  nell'interno  0  snl  contorno 
del   campo  stesso,  funzione  continua  delle  due  variabili  x  ed   y. 
Il   postulato  si  trova  cosi  completamente  dimostrato. 


-  Ogni  eqaaslone  di  ^rado  n  ammette  preci  samente 
n  radici  distinte  o  non  distinte. 


907.  Data  la  funzione  intera  del  grado  n  in  a:  : 

f(x)  =  a,^  +  a^a:"-'  +  .  ■  .  +  a„_iX  +  a:„  ,  (1) 

ia   «   tina  radice,  che  certamente  esìste  (art.  900),  dell'equazione  r 

f[=^)  =  0.  (2) 
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Noi  sappiamo  (art.  493)  che  in  tate  tiippoflo  il  primo  membro 
f(x)  è  divisibile  esattamente  per  x  —  a  ;  cosicché  el  può  porre,  iden- 
ticamente rispetto  ad  x, 

fCx)  =  {x-a).f,(x),  (3) 

eBsendo  /,(x}  una  certa  fanzione  intera  di  x,  del  grado  n  — 1. 

Considerando  ora  l'eqa&zione  f,(x)  =  0,  che  avrà  certamente  ani 
radice  },  si  potrà  porre  allo  stesso  modo  identicamente  : 

f,(x)  =  ix-^)-Ux)  (4) 

dove  /,(a:)  è  una  funzione  del  grado  «  —  2  lo  a:.  Similmente,  detu 
f  nna  radice  di  /,(a:)  =  0,  si  avrà  : 

f,{x)  =  {x~^).Ux),  (5) 

e  cosi  di  scgaito,  finché  si  giangerA  ad  nna  funzione  ^„_,  di  primo 
grado  In  x,  per  la  qoale  si  avrà: 

/;-i(a:)  =  (a:-X)-A.(ic)  (6) 

dove  f„  è  una  funzione  di  grado  zero  !n  x,  cioè  nna  cottanU  cbe 
Indicheremo  con  C. 

Uoltipiicando  ora  membro  a  membro  tutte  le  identità  (3),  (4), 

(5) (6)  cosi  ottenute  e  sopprimendo  i  fattori  comuni  ai  due 

membri,  resterà  evidentemente  l' identità  : 

nx)  =  C.(a!  -  a)^x~U=^=-^)  -..ix-l).  (7) 

Richiamando  1'  espressione  (1)  di  f(x)  ed  eguagliando  nella  (7) 
1  coefficienti  della  più  alu  potenza,  x",  di  x  nei  due  membri,  si 
ha  evidentemente  C  =  Oo  ;  onde  scriveremo  : 

nx)  =  ao-ix-a){x-^){x-^)...{x--k).  (8) 

908.  Dalla  (S)  si  vede  che  :  la  funzione  intera  f(x),  del  grado  n 
in  X,  si  può  sempre  decomporre  nel  prodotto  di  n  fattori  ciascuno 
di  primo  grado  in  x  e  precisamente  nel  prodotto  di  n  fattori  della 
forma  x  —  h  (dove  h  é  un  numero  reale  o  complesso]  moltiplicati 
per  una  costante  a^  eguale  al  coefficiente  di  x"  in  fix). 

Questa  decomposizione  ai  può  effettuare  in  un  unico  modo.  Sap- 
poniamo infatti  che  si  avesse  anche  : 

Sarà  allora  identicamente  ; 

{x-a)(.x-^){x-^)  ...  (!c-X)=(x-a')(a!-P')(K-r')  -  (a^>')-       O' 

Ponendo  in  questa  identità  x  =  a',  il  secondo  membro  si  annnlla; 
onde  si  dovrà  annnllare  anche  il  primo,  cioè  essere  : 

(a-  -  o)(a'  -  p)(o'  -  T)  ■■•(*'-  ^)  =  0. 
Ha,  il  prodotto  di  più  numeri  complessi  non  potendo  esser  nullo 
senza  che  lo  sia  almeno  «no  dei  fattori,  dovrà  essere  p.  es.: 

a'  -  a  =  0, 


lyCoOt^lc 


—  508  — 
clo^  a'=a  ;  oode  la  (9)  ai  potrà  semplificare  e  resterà  l' identità  : 

(X  -  p)(a;  - -r) .  . .  (a:  -  )i)  =  (a  -  p-X^r  -  T')  -  .  ■  («  -  V) 
da  cai  si  dedurrà  similmente,  ponendo  x  =  ^',  che  dev'essere  p.  es. 
%  =  P',  onde  resterà  poi  l' identità  : 

{x-ii  . .  .  {x~ y)  =  {X'-'i')  .  .  .  {x-V) , 

ecc.  ecc.  Si  conclude  danqne  che,  fatta  attrazione  daW  ordine,  1 
numeri  a'  ,^' ,'{',,..  ,\'  coincidono  precisamente  coi  namerl  a, 
P  ,  Y  , .  ■ . .  1- 

Danqae  :  la  deeompo»izione  topra  accennata  ti  pud  soltanto  ef- 
fettuare in  un  unico  modo. 

909.  Dall'  IdenUtà  (8)  : 

Ajc)  =  a,>{x  -  a)lx  -  p)(a;  -  •^)  ...  (a-  -  X)  (8) 

selene  evidentemente  che  a  ,^  ,'(,..,  ,\  sono  altrettante  radici 
deU'cqnazione  f(x)  =  0,  poiché  il  secondo  membro  si  annoila  evi- 
dentemente per  x-=a,x=^  , .  . .  ,x  =  X.  Segae  inoltre  che  sono 
queste  le  sole  radici  ohe  pnò  ammettere  l'equazione  f(a!)  =  0.  In- 
fatti, se  t  sia  una  radice,  si  avrà  f(e)  =  0,  cioè  per  l'identità  (8): 

ao-{s-a){z-^)it-i) .  .  .(t-X)=0, 

onde,  poiché  Oq  è  diverso  da  zero,  dovrà  essere  nullo  ano  almeno 
dei  fattori  e  —  a,g  —  ^,.,.;  cioè  e  dovrà  coincidere  con  nna 
delle  radici  a  ,^  ,•(,...  ,X. 

910.  Gli  71  numeri  a  ,^  ,y  , .  .  .  ,\  per  i  quali  si  verifica  l'iden- 
tità (8),  non  sono  sempre  necessariamente  tutti  distinti.  Ora,  se  fra 
i  numeri  a  ,  ^  ,  y  ,  ■  ■  • ,  X  ve  ne  siano  p  che  coincidono  col  nu- 
mero a,  si  dice  (cfr.  art.  69G)  che  a  è  una  radice  multipla  di  or- 
dine ^  o  di  multiplicità  p,  o  più  semplicemente  si  dice  che  l'equa- 
zione f{x)  =  0  ammette  p  radici  eguali  ad  a.  In  tal  caso  l' iden- 
tità (8)  prende  la  forma  : 

f(x)  =  a^x-(>iy-{x-ì)...{x-S}, 

cioè  f\x)  è  ugnale  ad  (x  — a)"  moltiplicato  per  una  funzione  In- 
tera dì  grado  n~  p  in  x.  Cioè  :  ti  dice  che  a  è  radice  multipla 
di  grado  p  dell'equazione  f(x)  —  0,  ovvero  che  f(x)  =  0  fta  p  rodici 
eguali  ad  a,  quando  il  primo  membro  ftx)  è  divisibile  etattamente 
per  la  potenza  (x  —  a)*", 

911.  Riassomendo  concludiamo  che:  se  l'equazione  f(x)  =  0  di 
grado  n  in  x  Aa  t  rateici  distinte  Oj  ,  a, , . .  .  ,  a,  risp.  dei  gradi 
di  multiplicità  pj  ,  p,  , . .  . ,  p, ,  «t  Aa  identicamente  : 

f(x)  =  affl(x-a,)ft(x  — o,)»(x-aj)ft  ..  .  (x  -  o,)p<         (10) 
dove  : 

Pi  +  Pi+P»+"-  +  Pt  =  n 
e  che  una  cositTatta  decomposizione  di  f{x)  non  si  pud  effettuare 
in  altro  modo. 
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Contando  ogni  radice  dell'equazione  f{x)  =  0  tante  volte  come 
radice  qaanto  è  ii  ano  grado  di  maltiplicitii,  si  può  dnnqne  anche 
enunciare  il  teorema  che  ogni  equazione  di  grado  n  ammette  tem- 
pre n  radici  eguali  o  distinte. 

912.  GoBOLLABio.  —  Affinchè  un'equazione  del  grado  n  abbia  n— }i 
radici,  uguali  o  distinte,  diverse  da  zero,  è  necessario  e  sufflciejttt 
che  gli  ultimi  \l  coefficienti  di  f(x)  siano  tutti  nulli. 

Dalla  (10)  appare  infatti  clie,  per  essere  «,  =  0  ep,  =  (i,  dev'es- 
sere la  f{x)  esattamente  divisibile  per  s^. 

913.  È  appena  neoesBario  di  far  rilevare  che  il  teorema  dell'ar- 
ticolo 698  sussiste  inalterato,  senza  cbe  occorra  modificarne  in  al- 
cun modo  la  dimostrazione,  anche  per  radici  complesse  di  equa- 
zioni a  coefficienti  reali  o  complessi. 

Cioè:  affinchè  a  sia  radice  multipla  dei  grado  k  dell'equazioni 
f(x)  =0,  è  necessario  e  sufficiente  che  esso  sia  anche  radice  delle 
prime  k  —  1  equazioni  derivate:  f (x)=0  ,  f"(x)=0  ,  . . .  ,  n*~"(x)=0 
o  anche,  che  è  la  stessa  cosa,  è  necessario  e  sufficiente  che  esto 
sia  radice  multipla  del  grado  k— 1  della  prima  derivata  f'(x)=0. 

914.  È  invece  importante  richiamare  l' attenzione  sol  seguente 
'  teorema:  affinchè  un'equazione  f('x)  =  0  abbia  soltanto  radici  sem- 
plici, è  necessario  e  sufficiente  che  le  due  funzioni  f(x)  ed  f(x} 
siano  prime  fra  loro;  giacché  questo  teorema  non  si  sarebbe  po- 
tuto ennnciare,  perchè  non  esatto,  finché  non  si  consideravano  che 
le  radici  reali  delle  equazioni  a  coefficienti  reali. 

Invero,  se  f(x)  —  0  abbia  a  come  radice  multipla,  le  due  fun- 
zioni fix)  ed  f'(x)  avranno,  per  quanto  si  è  già  stabilito,  il  divi- 
sore comune  di  primo  grado  x—a,  cioè  non  saranno  prime  fra 
loro.  Ma  si  ha  ora  reciprocamente  che,  se  fix}  ed  f{x)  hanno  il 
divisore  comune  <^fx),  l'equazione  4'i3i)  =  0  avrà  una  radice  reale 
o  complessa  a,  cosicché  '^{x)  e  quindi  anche  f^x)  ed  f{x)  ammet- 
teranno il  divisore  comune  x  —  a. 

915.  Chiuderemo  questo  §  col  seguente  teorema  che  ci  tornerà 
utile  in  seguito  :  se  A  è  il  massimo  modulo  dei  coefficienti  di  una 
equazione  qualunque 

a^x"  -^  aix""'  -I-  ajx""'  +  .  , .  +  a„_,x  -f  a„  (11) 

ed  a  una  radice  qiialunque,  reale  o  complessa,  di  quest'equazione, 
si  ha  sempre  : 

mod&-  A  -I-  moditn  .     , 

5^  <  a< --".  (12 

A  -(-  moaa„  mod»^^  ^ 


-  moda^' 

modlaga"  -|-  a,a."~'  +  .  . .  +  a„_ia\  <  rnoda^ , 
il  che  è  assurdo,  poiché,  essendo  a  radice  della  (11),  si  ha  invece: 
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mod]a,a'*  +  a^a"'^  +  .  .  ,  +  a„_^a\  =  moda„. 

I.a  prima  delle  disegaaglianze  (12)  è   dunque  dimostrata.   Per 
dimostrare  la  eeconda,  osserviamo  che,  se  a  è  radice  della   (11), 

sarà   -  radice  dell'equazione: 

a„a:"  +  a„_,a:'*"'  +  . .  .  +  a,x  +  Og  =  0 , 

cosicché  applicando  a  quest'equazione  la  prima  diseguaglianza  gift 
dimostrata,  si  avrà  : 


moda» 

^  <mod' 

^  +  moda, 


©= 


d'onde  si  trae:  moda  <  - 
seguagiianza  (12). 


Hots  sd  Eseroui. 

1.  Nel  Cap.  XI  (art.  B2T)  abbiaino  £Ìà  trovato  tutte  le  radici  dell'equa- 
sione  binomia  x"— 1  =  0  pet  n=  I,  2,  8,  4.  Verificare  quindi  che   si   ha  : 

ed 

(a;*  -  1)  =  (x  -  l){a;  -  i){x  +  l)(a:  +  fj. 

2.  Decomporre  in  fattori  di  1°  grado  le  fnntioni  : 

3X^  -  Qsc'  +  8  ,  x"  -i  ,  a^  -  l. 

8.  Yi  sono  dei  problemi  geometrici,  chiamati  talvolta  pori  mi  i,  per  ì  quali 
si  verifica  il  fatto  singolare,  che  essi  noii  ammettono  in  generale  alenila 
■olasione;  affinchè  no  ammettano  qualcuna,  è  necessario  che  i  dati  del  pro- 
blema soddisfino  a  certe  condÌEÌoni  particolari,  ed  in  tal  caso  essi  ne  am- 
mettono tempr»  un  numero  infinito.  Cosi  ad  esempio  il  problema  di  cO' 
■trnire  nn  triangolo  (o  più  generalmente  un  poligono  di  n  lati)  inscritto 
In  un  cerchio  dato  e  circoscritto  ad  un  altro  non  ammette  in  generale  aola- 
eione;  ma,  se  esìste  un  triangolo  inscrìtto  in  un  cerchio  e  circoscritto  ad 
an  altro,  ne  esisteranno  in&niti,  e  precisamente  ogni  punto  del  prìroo  cer- 
chio si  potr&  assumere  come  vertice  di  nn  triangolo  che  soddisfa  al  pro- 
blema. La  spiegazione  adeguata  di  simili  paradossi  geometrici  si  ha  ap- 
panto  nel  teorema  dimostrato  in  questo  g.  L' incognita  x  del  problema  geo- 
metrico trattato  per  via  analitica  dovri  soddisfare  ad  un' equa  k  io  a  e  al- 
gfebrica  di  un  certo  grado  n  ,  le  cui  n  radici  darebbero  ordinariamente 
1«  n  possibili  solusioni  del  problema.  Nel  caso  del  porisma  ei  Teriaca 
però  il  fatto  che  tale  equazione  di  grado  n  è  tempre  soddisfatta  da  m 
valori  speciali  i  quali,  se  soddisfano  il  problema  algebrico,  non  rap- 
presentano però  che  soluzioni  improprit  del  problema  geometrico  (p.  es. 
triangoli  con  lati  sovrapposti);  onde  è  chiaro  che  il  problema  geometrico 
non  avrà  in  generale  vere  e  proprie  soluzioni.  Qualora  però  esso  ne  abbia 
una,  l'equazione  sopraddetta  avrSi,  oltre  le  n  radici  corrispondenti  alle  so- 
CAntLLi.  —  Iilituxioai  4i  analiti   algebrica,  8.*   cdit.  04 
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Iniioni  impioprie,  anche  ana  nuova  radice  e  quindi  an  numero  dì  radici 
■nperìore  al  suo  grado,  il  che  è  aasnrdo  a  meno  che  l'equazione  sia  sod- 
disfatta identicamente.  Ha  in  tal  ceso  ogni  valore  x  soddieferà  alla  eqoi- 
aione  e  quindi  anche  il  problema  geomstrico  ammetterà  infinite  solmioni, 
i.  Per  meglio  chiarire  l'importante  principio  sopra  espnato  proponii- 
moci  di  dÌQlostiarB  che  non  tMÌitono  triangoli  intcriiti  in  una  data  conica  C 
*  eircotcrlili  ad  un'allra  data  conica  T,  ovvero  ni  eiiitono  infiniti. 

Preso  a  piacere  snlla  conica  G  nn  punto  A,  si  conduca  per  A  una  tan- 
gente alla  conica  T  fino  ad  incontrare  nuovamente  la  C  in  B;  dal  punto  B 
Bt  conduca  ora  la  eeconda  tangente  alla  conica  T  fino  ad  incontrare  nuo- 
vamente C  nel  puDto  D  e  da  B  ia  asconda  tangente  a  F  fino  ad  inooD' 
trare  nnovamente  G  in  A'.  Affinchè  il  punto  A  fossa  il  vertice  di  un  trian- 
golo che  risolvesse  il  problema ,  con- 
verrebbe che  coincidesaa  con  A  1'  quo 
o  l'altro  dei  due  punti  A'  che  ai  poa- 
flono  &r  corrispondere  ad  A  nel  mode 
indicato.  Intanto,  poiché  ad  ogni  pon- 
to A  corrispondono  cosi  due  punti  A' 
e  reciproca  ni  ente,  i  parametri  Ti  e  À'  di 
qnesti  dne  panti^fnella  rappreaentaiiO' 
ne  parametrlca  vnivoca  dei  punti  di  C) 
aaranno  legati  da  una  ralaaiona  alge- 
brica  di  2°  grado  cosi  rispetto  a  X  che 
rispetto  a  X'.  Facendo  in  tale  relaziona 
X  =  X,  8L  avrà  cosi  par  l' incognita  l 
del  problema  una  aquaiione  del  qaart» 

Ora  una  iemplioe  ispeiione  alla  fi- 
gura ci  fa  subito  vedere  che  il  pro- 
blema geometrico  ammette  itmprc  precisamente  quattro  soluiioni  impro- 
prie corrispondenti  alle  quattro  tangenti  comuni  alle  dne  coniche.  Siano 
B|  ,  Bj  ,  B,  ,  fi^  i  punti  nei  quali  queste  tanj^enti  comuni  toccano  la  C  e 
da  ogni  punto  Bf  si  tiri  la  seconda  tangente  a  F  che  incontri  uaovamenCe 
0  in  Af.  Si  riconoscerà  subito  che  il  triangolo  che  ha  un  vertice  in  Aj  a 
gli  altri  dne  infinitamente  vicini  sovrapposti  in  B,-  é  una  soluaione  impro- 
*pria  del  problema;  poiché  prendendo  come  punto  di  partenza  il  ponto  A,-, 
nno  dei  suoi  due  corrispondenti  coincide  evidentemente  con  Aj,  coinci- 
dendo ia  tal  caso  D  con  B. 

Lasciamo  al  lettore  l'analoga  determinazione  delle  quattro  soluiioni  im- 
proprie per  il  problema  analogo  relativo  ad  un  poligono  di  k  lati. 

5.  L'equazione  l'—lSi* -(- 661'— 12&r' -|- 135x— 54  =  0  é  soddisfatta  da 
X  =  8.  Siconosoere,  mediante  l'esame  delle  derivate,  che  questa  radics  6 

a.  Essendo  x,  ,  x,  , .  . .  ,  x,  le  a  radici  dell'  equasioue  : 


/w  = 


_.x  +  a 


"■'ix) 


=  aù2,(^  -  Xi){x  -  ar,)  ...  (se  -  a;^) , 


dove  la  sommatoria  va  estesa  agli  ( "ì  prodotti  delle  differense  x  —  x,, 
*  —  *,,...,»  —  T,  combinate  r  ad  r. 

7  La  risoluzione  numerica  delle  equazioni  nel  campo  complesso,  eit>^ 
la  determinazione  numerica  delle  radici  complesse  di  un'equaaione/(*)=0, 
a  coefficienti  dati  reali  o  complessi,  si  riconduce  alla  risoluzione  nnme- 
rica,  da  noi   già  trattata  al  Capitolo  X,  delle  equazioni  nel  campo  reals- 

Posto  infatti  »  =  «-}-  ly,  sì  abbia,  separando  in  /(i)  la  parte  reale  da 
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e  ai  tratterà  di  trovare  le  coppie  di  valori  reali  dì  ^  e  ^  che   soddisfaDO 

Bimultaneamente  a  queste  due  eqnazioni  che  hanno  i  loro  coeffioienti  tntti 
reali.  Ora  ciò  bì  ricondoce,  come  vedremo  in  seguito  (Capìtolo  XIIl)  alla 
determinazioDO  delle  radici  reali  di  un'eqnacione  a  coefficienti  reali  B(x}=0 
dedotta  mediante  l'eliminaiione  di  y  dalle  dae  anperiori  equazioni  ^(S,  y)=0, 
4<x,  y)  =  0. 

§  4.0  —  Relaslonl  fondamentali  fra  le  radici 
ed  1  coefficienti  di  do'  equazione. 

916.  So  a,  ^,  f,  . .  . ,},  sono  le  n  radici  dell'equazione: 

f{x)  =  a:"  +  iJia?"-»  +  p,af*-*  +  ...+p^  =  0,  (1) 

bì  ha  identicamente,  come  si  è  visto  al  §  prec.  : 

n<^:)  =  (x-,l)(x-fX<'-^)...^^-l).  (2) 

Sviluppando  ora  il  prodotto  nel  secondo  membro  ed  ordinando 
il  risaltato  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x,  si  trova; 

{a:  -  a){x  -  ^){x  - 1;) .  .  .  (x  -  X)  =  a:" 

-(a  +  p  +  Y+  ...+X>c"-i  (3) 


come  risulta  dalla  formola  (6)  dell'art.  2Ì8  ponendo  in  essa  a^=—a, 
a,  =  —  ^,0,  =  —  ■if,...,a„=-i,  e  b  =  x. 

In  questo  sviluppo  il  coefBciente  di  x"'"  6  la  somma  dei  pro- 
dotti delle  a  ,  ^  ,  .  .  . ,  A  combinate  k  a  k  presa  col  seguo  +  o  — , 
secondochè  k  k  pari  o  dispari. 

Il  secondo  membro  della  (3)  dovrà  dunque  coincidere  con  la 
funzione  intera  :  x"  4-  p^x"~^  +  . .  .  +  p^. 

Eguagliando  i  coefficienti  delle  potenze  simili  troviamo  cosi  le 
relazioni  seguenti: 


Pi' 

=  -(«  +  P  +  T  +  ---+l) 

p,= 

=  +  («>P+Si;+«i;+---      ) 

p>  = 

=  -  («Pi:  +  «1:8  +  . . .      ) 

Pl  = 

=  +  (af  i5  *- . . .              ) 
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cioè:  te  un'equazione  algebrica  di  grado  n  abbia  il  coefflcienie  di 
x"  uguale  all'unità,  (*)  la  aomma  degli  (.)  risultati  che  H  ot- 
tengono moltiplicando  le  n  radici  a  k  a  k,  é  uguale  al  coefficienti 
di  s."'",  preso  però  col  segno  ±  secondochè  k  e  ditpari  o  pari.  In 
particolare  la  somma  delle  radici  sarà  uguale  al  coefflcieate  del 
secondo  termine  preso  con  segno  contrario  ed  il  prodotto  sarà 
eguale  al  termine  noto  preso  col  segno  +  o  —,  secondochè  il  grado 
a  dell'equazione  è  pari  ovvero  dispari, 

917.  Di  qal  ai  deduce  che  è  sempre  facile  di  coatmire  l'equa- 
zione che  ha  por  radici  certi  nameri  dati.  Cosi  p.  es.  voleadosi 
costruire  l' equazione  di  terzo  grado  : 

a;>  +  p,3;»  +  p^  +  p,  =  0 
che  ha  per  radici  i  tre  numeri  I,  — -,  2,  bI  dorrà  prendere 

Si  trova  cosi  l'  equazione  : 

a"—  -3;* +  -«  +  1  =  0 

o,  che  è  lo  stesso, 

2a:»  -  Sk*  +  a;  +  2  =  0. 

918.  Le  relazioni  fra  le  radici  a  ,'f  ,•{,.,.  ,).  doli'  equazione  : 

F(3:)  =  «ox"  +  Oja:"-»  +  a^x"'*  +  .  .  .  +  a„  =  0  (5) 

ed  i  coefficienti  Og  ,  a, ,  a,  , .  . . ,  anziché  per  mezzo  delle  fanzioal 
simmetriche,  cosi  dette  elementari,  testé  incontrate  : 

si  possono  anche  stabilire  in  modo  semplice  per  mezzo  delle  somme 
di  potenze  simili: 

S,  =a  +  p  +  Y  +  -.--l-^ 

S,  =  a»+  p«+  f+  ...  +  X*  (6) 

a,  =  «»+  ^'+  ■r'+  . . .  +  x> 


che  si  chiamano  anche  funzioni  simmetriche  semplici  {cfr.  art,  522). 

(*)  Se  1'  equazione  data  non  aveaae  il   primo   coefficiento   a,   eguale    al- 
l' anità,  basterebbe  dividerla  per  a^  ed  osaa  preuderebbe  appunto  la  forma 

ie"  +  p,«"-'  +  .  ..  +p„  =  0. 
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Per  trovare  le  relazioni  che  legano  i  coefficienti  a^  ,  ai  ,  a^ ,  „. 
alle  Sg  ,  S,  ,  Sj  ,  .  .  .  ,  partiamo  dall'  identità  : 

P(a:)=aijx''+a,3:''''+aja;''-*-|- ...  +a„=aft(x-7)(x-}) ...  (x-\) 

che  derivata  rispetto  ad  x  ci  d&  (art.  692}  per  la  regola  dalla  de- 
rivazione di  un  prodotto  ; 

F'(a;)  =  nao»""'  +  (n  -  l)oi3:''-»  +  .  .  .  +  a,_, 

=  BÌH.?fe)       FW+...  +  I(4.  (') 

x-a     X  — p     X  — i:  x  —  h 

Ma  per  la  regola  di  Raffini  si  ha,  poiché  F(a)  =  0  : 

-P=aoa;'-H(ao''+ai)»""*+(aoa'+nia+as)«^*+- 
-Kooa'^i +o,a''-»+...+(i„_,), 
onde,  nostitoendo  in  (7),  el  ha  l' identità  : 

nooa^-»  +  (n  -  i)a,a:""'  +  (n  ~  2)o,cc"~8  +  .  .  .  +  «„., 
=  oox"-'  +  (ooa  +  o,)»"-»-!-  (ooa*  +  a,a  +  aja!""»  +  . . . 
+  Oo!c""*+  (oo^  +  a,)iB'^^+  (oo?*  +  ai?  +  a,)a:"->  +  . . . 
+  aox"-!  +  (aof  +  a,)x^*+  (aoif»  +  o,ir  +  Ogìa:"-'  + .  . . 

+ 

+  aoK*'"'+(aoX +  «!)«*'"*+  (aflX*  +  a,X-|-  a,)a^'' +  . ,  , , 

ossia  raccogliendo  nel  secondo  membro  i  coefficienti  di  una  stessa 
potenza  di  x  e  tenendo  presenti  le  (6)  : 

nooa[:""'+(M-l)ai5c"~*+(n-2)aja:'*"*+  ...  +a„_i 
=naoa'^'+('%S,+nai)a;""*+{aoS,+«iS,+na,)a;''"*+  ... 
+{«oS„_i+a,S„.,+  ...+na„„,). 
Eguagliando  ora  nei  due  membri  di  questa  identità  i  coefficienti 
delle  potenze  omonime  di  x,  si  trovano  le  relazioni  : 
(n  —  l)a,  =  aSi  +  "ai 
(n  -  2)oj  =  OoS,  +  ttiS,  +  HO, 
{n  -  3)oj  =  «oSs  +  a,Sj  +  0^%  +  na. 


a„_i  =  aoS„,,  +  a,S,^  +  agS„_,  +  , 
o  Kncbe,  portando  tutto  nei  secondi  membri  : 
/  ooSi  +  Oj  =  0 
l  aSt  +  «iSi  +  2ag  =  0 
(  ooSj  +  a,S,  +  agS,  +  Sa,  =  0 

l  «08^1  +  a,S„.,  +  a»S„_s  +  . . .  H 
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Queste  forinole  sono  coDOBciate   ordinariamente   sotto   ìl  nome 
di  formole  di  N^ewton. 

919.  Se  l'equazione,  di  cai  a  ,  ^  ,  f  ,  .  . .  ,  X  sono  radici,  sia  stata 
ridotta  (mediante  la  divisione  per  og)  alla  forma  : 

x"+p,x''-i+yjx'^»+  .  .  .  +  p„_ia:  +  p„  =  0  ,  (9) 

e  formole  (6)  prendono  la  forma  più  semplice  : 

i+p,  =  0 

)  8j  +  Pfit  +  P»8,  +  3p,  =  0  (10) 


-1  +  PiS„-i  +  ...  +  («-  l)i^„_,  =  0 
'  S„  +j>iS^,  +  . . .  +i'„_,S,  +  «p„  =0. 

L'nltima  equazione  aggiunta  sì  ottiene  direttamente  considerando 
che,  per  essere  a  ,  ^  ,  . .  . ,  X  radici  dell'equazione  (9),  si  ha  : 

a"  +  Pi-a""'  +  i»,»"'*  +  .■.+p„  =  0 

r  +  Pi^"'  +  Pt'f"-'  +  ...+p„  =  o 


}."  +  j),X"~*  +  p»X"-'  +  ...+Pn  =  0 
d'  onde  sommando  membro  a  membro  si  ba  appunto  : 
S«  +  Pi^^i  +  PiS^-t  +  ...  +  np„  =  0. 

Mediante  le  formole  (10),  dati  i  coefficienti  Pi  ,Pt  i  ■  •  ■  ^Pn'  ^' 
calcoleranno  eaccesBivamente  i  valori  delle  S,  ,  S^ ,  .  .  .  ,  S„  ;  cioè 
dalla  prima  si  caverà  11  valore  di  8,  ;  sostitnendo  poi  questo  va- 
lore nella  seconda  ai  caverà  S,  ;  sostituendo  i  valori  trovati  per 
Si  ed  6,  nella  terza  si  caverft  83 ,  e  così  di  seguito. 

Reciprocamente,  date  le  radici  a  ,  ^  ,  y  ,  .  .  .  ,  X ,  si  conosceranno 
le  Sj  ,  S, ,  .  .  . ,  S„,  e  allora  le  formole  (10)  potranno  servire  a 
calcolare  successivamente  i  coefficienti  Pt  tPt  1  ■  •  ■  >  Pn-  Si  trovano 
cosi  le  espressioni  seguenti  : 


8,  =  ~P, 

^i  =  -pi^-^^PxPt-^Pi 
&i  =  P^*'Wpt  +  *PiPt 
+  2p,*  —  Ap^ ,  ecc. 


2pj  =  -  S,  +  S,* 
6pa  =  -  2Sj  +  SSjSj  -  Si^ 
24p.  =  -  6S4  +  88,S,  -  6S,S," 
+  38.*  +  S,*,  ecc. 


In  queste  formole  vi  è  da  notare  che  l'espressione  di  una  qna- 
Innque  somma  8),  si  compone  di  termini  per  ciascuno  dei  quali  la 
somma  degli  indici  di  tutti  i  fattori  p  è  costantemente  uguale  a  fc 
0,  come  si  suol  dire  brevemente,  di  termini  che  sono  tatti  di  pera 
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eguale  a  k.  Cioè  si  ha  nn'eBpreesIoue  della  forma  : 

Ccseendo  ie  A  dei  coefficienti  namerici)  colla  condizione  : 
o,  +  2a,  +  3«(  +  . .  .  +  n«„  =  k. 

Ciò  è  nna  consegaenza,  evidentemente,  dal  fatto  che  in  ogni  sin- 
gola forinola  del  sistema  (10)  la  somma  degli  indici  delle  8  e  delle 
p  è  costante  ed  eguale  risp.  ad  1,  2,  3,.„. 

Si  vede  pare  facilmente  che  il  nnmero  dei  fattori  Pi  ,pt  t  ■  •  ■ 
che  entrano  in  ogni  termine  dell'espressione  di  &„  è  sempre  ugnale 
od  inferiore  a  k,  cosicché  Sj^  si  presenta  come  una  funzione  intera 
di  grado  k  nei  coefBcienti  Pi  ,  Pt  t  Pa  i  ■  ■  •  •  Concludiamo  dunque 
che  8),  ti  eaprime  con  una  funzione  razionale  intera  (a  coefficienti 
numerici  interi),  di  grado  k  e  di  peso  costante  k,  delle  variabili 
Pi  »  P»  I  •  •  ■ ,  P»- 

920.  Se  moltiplichiamo  l'eguaglianza: 

che  esprime  essere  a  una  radice  dell'equazione  (9),  per  la  potenza 
intera  e  positiva  a",  si  avrà  : 

o"*'  +  j),a"**"'  +  .  . .  +  pn-ia**'  -f-  p„a*  =  0 , 

ondo,  sommando  membro  a  membro  questa  uguaglianza  colle  e- 
guaglìanzc  analoghe  che  si  potrebbero  scrivere  per  le  altre  radici 
f;  ,  -f ,  . . . ,  1,  si  trova  : 

S„+»  +  PiS^+H~,  +  PA+*-J  +  ■  ■  ■  +  P„-lS*+,  4  Pn^K  ^  0. 

Ponendo  ora  successivamente  k=l,  2,  3,  . . .  ,  si  ha  cosi  la  se- 
guente prosecuzione  delle  formole  (IO)  : 

(   S«^l  +P,Sn  +  PtK-l  +  ■  •  .  +  Pn^i  =  0 

S„+,+p,S„+,+j',8„+...+p„S,  =  0  (10') 


921.  Moltiplicando  invece  la  (11)  per  le  potenze  «  " ,  a~* ,  .  .  . 
si  otterrebbero  slmilmente  delle  formole  che  combinate  alle  (10) 
darebbero  il  modo  di  calcolare  le  somme  di  potenze  simili  nega- 
tive 8_i ,  S_,  ,  .  . . .  Si  giunge  però  più  presto  al  risultato  per  altra 
via   che  indicheremo  in  seguito  (cfr.  Capitolo  XIV,  §  i."). 


1.  Costraire  l'eqnaBiono  di  i°  grado  che  ha  par  radici  i  nnmeri  1  +  i, 
I  —  i,    2,  8. 

«.  S«  l'oiituniona  a  coefficienti  reali  x"  +  Pia""'  +  Pf"'''  f  —  +  Pn  =  ** 
ha  tutte  Is  ene  radici  reali,  dev'esiere  p^*  >  2p^.  Infatti  la  aonima  dei  qua- 
drati  della  radici  sarà  cTldentemente  un  numero  poaitivo. 
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...  ,  a,  Bono  le  n  radici  di  un'isquazione  binomi»  «"-A^O, 

S(  =  ai*  +  «/+..  .  +  a„*  =  0 

per  k  <,  n  e  che  6|t  =  "-^  P^'  lc  =  n.  Trovare  poi  il  valore  di  Sj^   per  qua- 
lunque valore  intero  e  positivo  dì  k. 

i.  Applicando  al  ■ìstema  delle  prime  k  eqnationi  di  primo  grado  (10) 
dell'art.  919  fra  le  k  inoofcnite  S,  ,  8,  , . . . ,  Sji  la  riaolutione  per  determi- 
nanti, moatrare  che  ai  ottiene  : 


1 

Pi 

I'. 

P. 

■■Pi-, 

0 

1 

Pi 

Pi 

•■Pij 

0 

0 

1 

Pi 

•  •  Pk-s 

0 

0 

0 

0 

••Pi 

Pi 

2P. 

3P. 

*P, 

..Ip, 

6.  Dimoatrare  che  ntlVeiprutioitt  gtntrale  di  Sj^  in  /u«3Ìti«8  di  p,  ,  p, . 
p,  ,  •  .  .  i  tansini  di  grado  pari  hannn  IvJti  un  cotffiàttUt  nanterieo  potitieo  t 
qittlli  di  grado  dUpari  un  coeffieitnte  numerico  negativo. 

Dimostrare  poi,  mediante  la  verifica  apotttrityri  col  metodo  di  indiuione 
da  ft  a  fe  +  1,  che  Vtiprefione  effettiva  di  Sjt  i»  /unitone  di  Pt  i  Pi  i  ■  •  ■  >  Po 
è  data  da 


>.=.^2' 


(-1)' 

[^,L»,K^-i^„ prprPs  ■•••?,- 


dove  la  «ommatoria  va  estesa  a  tutti  i  valori  interi  e  positivi  delle  a,  che 
soddisfano  alle  condizioni  a,  -I-  2a^  +  .  - .  -I-  mia  —  ^- 

Qncsta  formala  notevoliseima  è  stata  trovata  da   Waring  (*). 

6.  Dalla  regola  circa  i  segui  enunciata  sopra  dedurre  che  per  l'eqna- 

x"  — aja:""*  — a,x"-*-  .  . .  —  a,  =  0 


§  5.<'  —  Delle  fanslool  simmetriche  delle  radiol 
di  un'  eqaaslone  del  gr^io  n. 

922.  Tboreua  I.  —  Se  F(a  ,  P  ,  "f ,  ■  • . ,  >•)  è  vna  funzione  rasio- 
naia  intera  delle  n  radici  dell'equazione; 

x"  +  PiX""*  +  p,x""*  -)-...  +  p,  =  0 , 

e  se  inoltre  egea  è  aimmetrica  (art.  S19)  rispetto  alte   o  ,  p,...  ,i 


(*)  MeditaHoiut  algthraieai.  Ed.  IH,  Cfr.  Semi:  Cour4  d'Algibre  Sttpérìturt. 
Paris  I88T;  dove  è  riportata  una  dimostratioDe  diretta  AowìKv.  a  Lagrtns' 
della  formola  di  Waring.  Dna  dimostraBione  direna  molto  semplice  si  Jf 
duce  partendo  da  una  formola  nota  del  calcolo  differeniiale.  Vedi:  Ootui 
Texeira:  Dimonttration  d'une  formule  de  Waring,  Kouvellt*  Annale»  de  Ha- 
thémaliguee;  Aftoato  1880. 
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(cojisidiìrafe  come  variabili  arbitrarie),  il  tuo  valore  si  può  espri- 
mere come  una  funzione  intera  {a  coefflcientì  numerici,  raziona- 
li (•)  e  conosciuti)  delie  P,  ,  P»  >  ■  ■  .  ,  p,.  (e  dei  coefficienti  della  F). 
Invero,  nell'ipotesi  fatta,  la  F  si  può  scindere  (art.  523}  in  una 
somma  dì  somme  maltiple  : 

moltiplicale  per  certi  coefficienti  composti  coi  coefficienti  di  F. 

Fatto  ci6,  ciascann  delle  somme  multiple  si  esprìmerà  (an.  525) 
come  una  funzione  intera  (a  coefficienti  numerici  Interi)  dello 
somme  semplici  Sj  ,  S,  ,  8, .  .  . . 

Finalmente  le  Sj  ,  8,  ,  S^  . .  .  si  esprimeranno,  alia  loro  volta, 
(nrt.  919}  come  faiizioni  intere  (a  coefficienti  numerici  interi)  delle 

Dopo  ciò,  l'espressione  delle  F  si  troverJi  evidentemente  ridotta 
alla  forma  voluta. 

923.  Esempio  1,°  —  Sia  l'equazione  generale  del  40  grado: 

a:*  +  Pior'  +  p^*  +  p^x  +  p^  =  0  (1) 

Io  cui  radici  siano  a.  ,^  ,•{  ,t.  Proponiamoci  di  calcolare  la  fun- 
zione delle  radici  : 

F  =  (a?  +  -fS){a-r  +  p8)(a6  +  ^f) 

che  a  primo  sguardo  sì  riconosce  essere  simmetrica. 
Svolgendo  1  prodotti  si  trova  : 

F  =  la'giS  +  fi'aYÒ  +  y'*^^  +  ^'o^fl 
+  t«*PY  +  «'"ò»  +  «YS'  +  E*Y*£'I  > 
sicché  si  può  scrivere: 

i'=is.,.,,..  +  is„,,. 

Ora  si  Ila  (art.  526,  formola  (3j): 

S«,i.»  =  8('  -  3S,Si  +  ZSfi , 

cosicché  potrà  calcolarsene  il  valore  colle  formole  di  Newton  in 
funzione  dì  Pi,Pi  ,Pì,  Pi- 

Quanto  ad  8j,, ,_,,  si  potrebbe  farne  il  calcolo  col  metodo  ge- 
nerale; ma  Bì  giùnge  invece  subito  al  risultato  osservando  che 

i  S,,,,,,,  =  a>?-ì5  +  ^'«fS  +  fa?5  4-  fi*«pT  =  a^t^ioi*  ■*■'{■* +  t*  +  «*} 

Infatti,  si  è  già  visto  che  : 

a^-^S  =  p,  ,  a»  f  p»  +  Tf*  +  8»  =  8,  =  p,*  -  2j), , 

{•)  Sì  potrebbe  anch»  dire  a  coefficienti  numeri*»'  inferi,  come  dimostre- 
remo nelle  Note  (Cfr.  la  Ilota  1I.'°*J- 

CArKi.1.1.  —  IitUviioni  di  attaliii  algtbrica,  8."  odic.  66 
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924.  Dall'  esempio  ora  dato  già  appare  come  non  sempre  sia 
conveniente  dì  ricorrere  al  metodo  generale  sa  cai  si  è  fondala 
la  dimostrazione  del  teorema  dell'  art.  922.  Lo  bI%b8o  calcolo  di 
S»,»,»  si  pud  effettnare  più  speditamente  osservando  che  si  può 
scrivere  : 

-  Sla'^'YS  +  aY?5  +  o»S'Py+  fYaS  +  P*«*aT  +  Y^ò'apl 
=  («Py  +  «?3  +  a-yS  +  B-fS)* 

-  2opY3i«?  +  «Y  +  «5  +  h  +  P5  +  T^l  , 
d'  onde  si  ba  immediatamente  : 

g  S»,»,t  =  fa'  -  ^PtPf 
Si  conclude  dunque  che  : 

(«p  +  Y8)(aY  +  PS}(a5  +  ?y)  -  Ps'  +  Pi'p*  -  *P»Pf 

925.  £sEUPio  2.0  —  Se  E  6  una  radice  cubica  complessa  dell'u- 
nitft,  l'espresaione  : 

(«  +  e?+5»Y)Ca  +  <Y  +  s*?) 
b  simmetrica  rispetto  alle  a  ,  ^  ,  y-  Si  trova  infatti,  sviluppando  il 
prodotto  e  tenendo  preBente  (art.  827)  le  relazioni  : 

e  +  E*  =  -l     ,     e*  =  £, 
ohe 

(a  +  ep  +  e^yXa  +  n  +  e*?)  =  «»  +  P'  +  Y*  -  («P  +  Pi:  +  T«) 
=  (a  +  p  +  YÌ»-3{ap  +  PY  +  T:a)- 

926.  Esempio  3.°  —  Anche  la  funzione: 

(a  +  P  _  ^  _  5)(a  +  Y  -  P  -  S)(«  +  «  -  P  ~  y)  (2) 

è  simmetrica  rispetto  alle  «  >  P  ,  Y  i  ^  •  benché  ciò  non  appaia  a 
prima  vista.  Invero  si  l'iconosco  subito  che,  scambiando  fra  dì 
loro  due  lettere,  uno  dei  tre  fattori  resta  inalt«rato,  nel  mentre 
che  gli  altri  due  si  permutano  fra  di  loro  cambiando  al  tempo 
etesso  di  segno. 

I  64  termini  a  cai  darebbe  luogo  lo  sviluppo  completo  dì  (2) 
si  compongono  evidentemente  : 

1.0  Dei  4  termini  a*  ,  ^' ,  y'  .  3'  >  1*  cai  somma   espressa   nei 
coefficienti  di  (1)  b  data  (art.  919)  da 

a'  +  P»  +  Y'  +  S'  =  Sa  =  -p^"  +  3p,p,  -  Sps- 
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2.0  Dì  36  termini  del  tipo  ±a*3;  cioè  di  12  termini  del  tipo 
+  R^^  e  di  24  del  tipo  —  a'^.  Infatti  bì  vede  snbìto  che  il  termine 
+  a'^  bì  presenta  una  volta  nello  sviluppo  e  il  termine  —  o*p  dae 
volte.  Stante  la  Bimmetria  già  accertata  del  prodotto  (2)  possiamo 
dunque  ritenere  a  priori  che  ognuno  dei  12  termini  dì  qnesto 
stesso  tipo  si  presenterà  del  parì  una  volta  col  segno  +  e  dne 
volte  col  segno  — .  La  somma  di  questi  36  termini  à  dunque  (oft. 
art.  525 1: 

-  Si,_,  =  -  S^S,  -1-  Sa  =  i>,  Pi  -  3pj. 

3.0  Di  24  termini  del  tipo  ±  a^f .  Anche  qui  bì  accerta  prima 
immediatamente  che  nello  sviluppo  si  presenta  4  volte  il  termine 
+  a^Y  e  due  volte  il  termine  -  a^y.  Si  deve  quindi  ritenere  a 
priori  che  accadrà  lo  stesso  per  gli  altri  tre  termini  simili  cc^S, 
a^S  ,  ^yS.  La  somma  di  questi  24  termini  sarà  danqae  : 

2(a?Y  +  =PS  +  «^5  H  p-(S)  =  -  2p3. 

Si  ha  dnnqne  per  la  funzione  (2)  l' espressione  : 

-Pi'+ipiPi-Bpt-  (2) 

927.  Teorema  IL  —  ^e  a  ,  p  ,  y  , . .  . ,  X  sono  le  n  rodici  dell'e- 
quazione : 

x"  +  PiX''"^  +  PtX"~*  +  . .  .  +  p„  =  0  (3) 

*  ^  (?  I  T  1  ■  ■  ■  1  ^)  "'*'*  funziona  intera  e  simmetrica  delle  n  —  1 
radici  ^  ,  t ,  ■  •  ■  ,^,  essa  si  potrà  sempre  esprimere  come  una  fun- 
zione intera  dell'altra  radice  a  e  delle  p,  ,  pj p„. 

Infatti,  dividendo  il  primo  membro  dell'equazione  precedente 
per  x—y,  si  vede,  per  la  regola  di  Ruffini,  che  p  ,  -y  >  •  •  •  >  *  sono 
le  radici  dell'equazione  di  grado  n  — 1: 

x"-^  +  {a  +  pt)x"~^  -i-  {a?  +  p^t  4-p,)a:''"'+  .  .  .  =  0.  (4) 

Ma,  per  il  teorema  I  (art,  922).  essendo  4>(p  ,  f  , .  .  .  ,  X)  nna 
funzione  simmetrica  delle  radici  dì  quest'equazione,  essa  si  potrà 
esprimere  nel  solito  modo  per  mozzo  del  suoi  coefficienti  : 

cioè  appunto,  in  ultima  analisi,  in  funzione  intera  di  a   e   delle 

Pi  1  Pi  '  •  •  •  ì  Pn'ì   *^-    d-   d. 

928.  Il  teorema  ora  dimostrato  ci  fornisce  nn  nuovo  metodo  per 
il  calcolo  di  una  funzione  intera  e  simmetrica  F(a  ,^  ,y  , , ..  ,X} 
delle  radici  della  (3), 

Considerando  infatti,  per  un  momento,  la  F  come  funzione  sim- 
metrica delle  sole  ^  ,y  ,  .  . .  ,ì.,  l&  al  potrà  esprimere,  per  quanto 
si  è  visto,  sotto  la  forma: 

F(a  ,  3  , X)=  Po^i'  +  Pia»^'  +  . .  .  +  P^ ,  (5) 

essendo  le  P  delle  funzioni  intere  delle  Pt  ,Pg ,  ■  ■  ■  ,  p„-  E  scam- 
biando in  questa  eguaglianza  (che  si  puù  anche  considerare  come 
tina  identità  rispetto  alle  a  ,  ^  ,  .  .  . ,  X,  che  sono  contenute  simme- 


lyCoOt^lc 


tricamoQte  nelle  P)  la  a  sacces&ivamcnte  con  ?  ,  f  ,  .  .  .   si    avrà 
parimenti  : 

P{a  ,  p  ,  . .  . ,  X}  =  V^'}^  +  P^^"-»  +  . .  .  +  P^  (6) 


Balle  (5)  e  (6)  sommato  membro  a  membro  si  ha  ora  : 
F(a  ,  p  , . . .  ,  X)  =  Po9^  +  P,S^_,  +  .  .  .  +  P^_,S,  k  »P^ 


929.  Si  pa6  anche  evitare  l' introdazione  delle  S,  ,  Sg ,  . .  .  ,  S^^ 
osservando  ohe,  per  essere  a  radice  della  (3),  si  ha  : 

«"=  -  (Pia""'+J's«""*+  ■••+?«)  (7) 

e  che,  mediante  l'oso  ripetuto  di  questa  formola,  il  ^ado  di  a 
oell'eapresBione  (5)  si  potrà,  occorrendo,  abbassare  saccessivamcnte 
di  nn'  anità  flao  a  ridarlo  Inferiore  ad  n.  Fatto  ciò  si  avrà,  in 
Inogo  della  (&)  : 

F{«  ,  p  , .  .  .  ,  X)  =  Q,a"-'  +  Q,«"-'  -1-  . .  .  +  Q„ ,  (5)' 

essendo  anche  le  Q  funzioni  intere  delle  pi  ,  Pt ,  ■  •  ■  ,  Pn- 

Sononchè  ora  le  fanzioni  Qj  j  Qi  ,  .  •  ■  ,  Q„_i  dovranno  rinscire 
identicamente  nulle;  poiché  in  caso  contrario  l'equazione  di  grado 
n  —  1  in  z  : 

Qo2""'  +  Q.z""'  +  ■  .  ■  +  Q„-,3  +  [Q„  -  F(a  ,  ?  ,  .  .  . ,  X)l  =  0 

ammetterebbe  le  n  radici  z  =  a,^,...,X;  cioè  più  radici  del  suo 
grado,  il  che  è  assurdo. 

Resterà  dunque  semplicemente  : 

r(» ,  f 1)  =  Q. 

con  che  la  F  si  troverà  già  espressa  colle  p^  , .  .  . ,  p„. 

930.  Esempio  4.o  —  Come  applicazione  del  metodo  cui  si  è  ora 
accennato,  calcoleremo  nuovamente  la  funzione  simmetrica  (2), 
elle  designeremo  per  brevità  con  F,  delle  radici  della  (1). 

Poiché  a  +  p  +  7  +  5  =  —Pi ,  si  può  anche  scrivere  : 

F  =  -  8(-  a  -  ^i»!  -  ^  )(-  a  -  ^  p.  -  -()[-  a  -  J,  ;,,  -  ò)  , 

coBÌochè,  se  neir  identità  : 
ic'+(a+p,)a;*4-(a*+j>,a+Pj)3:-ha^+p,a*+Pja+pj=(a:-?)(x-f)(a!-6> 

si  sostituisca  —  «  --  —  p,  in  luogo  di  x,  viene  : 

..-s{(-»-^fr.(...)(-»-'f)"- 
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Poiché  il  secondo  membro  b  già  di  grado  inferiore  a  4,  esso  si 
deve  ridurre  (art.  928J  al  suo  termine  indipendente  da  a,  dimo- 
doché, facendo  a  =  0,  si  ba  subito  : 

^=-K\-r-'^-'^*'"\^-''''**'"'"-^'"- 

931.  Teohbua  III.  —  Se  f(a}  è  una  funzione  razionale  di  una 
radice  a  dell'equazione  : 

x"  +  Pix"''  +  PìX"-»  +  . .  .  +  p„  =  0  ,  (a) 

essa  si  può  sempre  ridurr»  alla  forma  intera  : 

fta)  =  Ro«""'  +  Ria""*  +  .  .  .  +  Rn-i»  +  K„  (6) 

essendo  7e  Rn  ,  .  .  . ,  R„  funzioni  razionali  delle  Pi , .  .  ■ ,  p„. 
Sia  infatti  : 

la  funzione  fi<i)  ridotta  alla  forma  di  quoto  di  dee  fiinzionì  Intere 
<f(a)  e  i^{_'x).  Dette  ^  ,  f  ,  .  .  .  ,ì.  le  altre  n  -  1  radici  dell'equazio- 
ne (a),  si  pnò  anche  scrivere  : 

dove  ora  il  denominatore,  essendo  simmetrico  rispetto  a  tntte  le 
radici  a  ,  p  , . ,  .  ,  i,  è  esprimibile  (art.  022j  in  funzione  intera 
delle  p,  ,p^  ,  .  .  . ,  j)„.  Quanto  al  numeratore,  esso  si  potrà  espri- 
mere in  funzione  intera  di  a  e  delle  Pi ,  ■  ■  ■  ,  Pn  ',  poiché  il  pro- 
dòtto (['(?) 'Ky)  —  ^0-},  che  è  simmetrico  rispetto  alle  g  ,  y  ,  ...  ,  X, 
si  può  appunto  (  art.  927)  esprimere  in  tal  modo.  Ove  il  grado 
della  funzione  intera  di  a  cosi  ottenuta  riesca  superiore  adn-l, 
lo  si  abbasserà  successi vamen te  fino  al  grado  n—ì,  mediante  la 
relazione  (7),  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  all'art.  929,  dopo 
diche  /(a)  si  troverà  evidenicmcnle  ridotta  alla  forma  voluta  (b) 

932.  CoBOLLAKio.  —  Ogni  funzione  razionale  di  k  delle  nradici 
dell'  equazione  (a)  sì  può  anche  esprimere  come  funzione  intera 
delle  stesse  k  radici. 

Infatti ,  dopoché  la  funzione  proposta  si  sarà  resa ,  col  proce- 
dimento indicato,  intera  rispetto  ad  una  variabile  a,  la  si  renderà 
poi  anche  intera,  applicando  di  nuovo  lo  slesso  procedimento,  an- 
che rispetto  ad  na'altra  variabile  &,  e  così  via. 

933.  Teorema  IV.  —  S'è  p,  ,  p, , .  .  .  ,  p^  sono  k  delle  n  radici  del- 
l' equazione  : 

X"  +  p,x"-'  +  PjX"-»  +  .  .  .  +  p„  =  0  (8) 

B  <!•!?,,  ^j  ,...,  ?^ì  é  una  funzione  intera  e  simmatrica  de.ìle  g,  , 
?a  I  ■  ■  -  I  P»  1  essa  si  potrà  sempre  esprimere  in  funzione  intera 
simmetrica  delle  n  -  k  rimanenti  radici  (e  delle  p, ,  p,  , .  .  .  ,  p„). 
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Questo  teorema  si  dimostra  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  per 
il  teorema  II,  che  ne  è  un  caso  pariicolare.  Siano  infatti  a,Tag, .., 
«„_»  le  rimanenti  radici.  Dividendo  il  primo  membro  della  (8)  per 
a;- a, ,  poi  i)  risultato  per  a:— Oj ,  e  cosi  di  seguito  fino  a  dividere 
per  x~a„_i,,  si  otterrà  un'equazione  del  grado  k,  i  cni  coefficienti 
saranno  funzioni  intere  (ed  evidentemente  simmetriche)  delle  a, , 
a, , .  .  . ,  a„_|,-  Quesl'  equazione  avrà,  appunto  per  radici  le  ^, , 
?!»■•■)?*  e  *IPi  I  Pi  )  •  ■  ■  )  "li)  si  esprimerà  (art.  922J  in  funzione 
intera  dei  suoi  coefficienti.  Quindi,  ecc. 


Vote  «d  Esaroixi. 


(ap-TfSXaY-?SXa5-pY) 


a 

8 

a+p  +  Y 

.  Esaen 

do    t=- 

1       \IS                                                1 
J+i\-  (=fr-  .ri.  827),  uprim.r.   -j-  in 

fnn. 

a.  di  e 
1.  Se  a, 

on  coeffi 

cienti  razionali. 
,  a„  Bono  ia  radici 

di  /(«)  =  0, 

si  Ira; 

1               1 

A^)  "'"  fui  *  ' 

'1 

0. 

&.  Biesoe  BpesBo  assai  ntile  di  stabilire,  fra  gl'infiaiti  termini  che  I">i- 
BODO  far  parte  di  una  funziuae  intera  di  n  variabili  z,  ,  x,  ,  .  . ,  z.  ,  ud 
ordine  ben  determinato  di  HucceaBione,  come  si  fu,  per  le  funzioni  iatere 
di  una  sola  variabile.  Per  quest'ultime  la  cosa  è  assai  semplice,  basModo 
definire  come  termine  di  rango  [i""  quel  termine  che  contiene  l'onica,  va- 
riabile elevata  alla  potenza  ii,.  Nel  caso  di  pio  variabili  conviene  innanii 
lutto  fissare,  una  volta  per  sempre,  l'ordine  di  precedenza  fra  le  variabili: 
cioè  distinguere  le  variabili  in  prima  variabile  (che  sarà  per  noi  la  x,.i . 
teconda  variabile  (che  sarà  per  noi  la  x,)  e  cosi  di  seguito. 

Ciò  premcBso,  dati  due  Urminì  qualiitvogliano  : 

"i      i>i  "m  9,       9i  ?n 

X,   '  X(^  .  .  .  X„  ■  ,   X,*^'  Xj"^'  .  .  .  x^*^", 

ptr  deeidert  quale  fra  etti  lìa  da  ritenerti  di  rango  ttiperiore  a  quiUa  id- 
l'altro,  ti  dittingueranno  due  cani: 

a)  te  eia  «,  +  »,+  ...  +  a„  ^  P,  4-  p,  +  ...  +  p,  ,  «i  dirà  cke  è  di  rango 
piit  elevalo  il  primo  termine,  ovvero  il  tecondo,  tecondoehè  abbia  luogo  il  eegna 
>   ovvero  il  legno  <. 

b)  te  «I  +  «,  +  ..  ■(■o;«=  p,  +  p,  +  ...  +  p„  ,  «  «io  P(  il  primo  dti  nHneri 
Pi  I  P che  non  eoineide  col  eorritpondente  ai ,  ti  dirà  che  il  prima   ter- 
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mine  è  di  rango  pia  allo  o  più  baiio  del  leeondo,  tieondochi  tia  «^  >  p{ ,  oc- 
vero  «t  <  h 

G.  Dopo  ciò  é  chiaro  ohe  gl'infiniti  termini,  che  si  poasono  formare  colle 
n  variabili  ai,  , .  .  .  j  x,  ,  ordinati  in  modo  che  i  loro  ranghi  vadano  sempre 
crescendo,  si  Terranno  a  rappresentare  con  una  successione  aemplicemente 

X,  ,  X, ,  X, ,  .  .  . 

desif^nando  dar  brevità  con  Xj  quel  termine  che  occupa  il  posto  >,  che  si 
chiamerà  it  termina  di  rango  i. 

Una  funtione  intera  qualunque  delle  x,  ,  .  . .  ,  z, ,  ordinata  secondo  i 
rani;hi  decrescenti  dei  saoi  termini,  sarà  dalla  forma  : 

P  =  OoX»  4-  a,Xj.i  +  .  . .  +  a^_,X,  +  OjXo 

essendo  le  a  dei  coefBcienti  costanti  ;  e  il  namero  it,  rango  del  suo  primo 
termine,  ai  dirà  al  tempo  stesso  essere  il  ran^o  di  F. 

7.  EsEUFio.  —  Per  il  caso  di  tre  variabili  x,  y,  i,  assumendo  come  prima 
variabile  la  x,  come  seconda  la  y  e  come  tersa  la  i,  si  ha  BTÌdentemeste; 

Xo  =a:»yV=l  ,  X,=z  ,  X,=y  ,  Xg=a;, 

X^  =z*  ,  Xj^ffz  ,  Xg=y*  ,  X,  =  xz  ,  X^=xy  ,  X,=a:* , 

X„=3'  ,  X„=zV  ,  Xis=2y'  ,  X,3=y»  ,  Xii=3»a:,.... 

8.  L'importanza  della  deGnizìone  da  noi  data  del  rango  dei  termini  e 
delle  funzioni  intere  appare  dalle  seguenti  proprietà,  delle  quali  lasciamo 
al   lettore  la  facile  dimostrazione: 

a)  se  Sy,  ,  Xk  ,  X(  sono  tre  termini  qualisivogliano,  il  rango  del  ter- 
mine X;,X|  sarà  maggiore,  uguale  o  minore  del  rango  del  termine  X|,X(, 
spoondochè  sia  k  maggiore,  uj^uale  o  minore  di  k. 

h)  il  rango  del  prodotto  di  due  funsioni  intere  à  uguale  al  rango  del 
prodotto  dei  loro  primi  termini. 

9.  Ciò  premesso  :  te  i^i^hi^x^  ■  .  .  i  il  termin*  di  rango  più  eleealo  in 
una  etria  /unzione  timmtli'ica  delU  x,  ,  x,  ,  x,  ,  z^  ,  ...  ,  $arà  ntceitariamenli 

Ammettiamo  infatti  p.  es.  che  fosse,  se  è  possibile,  v  <  p.  Poiché  la  fnn- 
EÌone  di  cui  si  tratta  è  eimmetrica,  essa  dovrebbe  contenere  anche  il  ter- 
mine x,^x,''x,Pa;,^  ,  .  .  ,  il  quale  sarebbe  evidentemente  di  rango  più  alto 
di  quello  del  termine  xj''x,^x,''xt^  .  .  .  ,  contro  il  supposto. 

10.  tParing  ha  dato,  per  il  oalcolo  di  ana  foozione  simmetrica  F  delle  n 
variabili  x,  ,  x, x^  radici  dell'  equasione  : 

x"  +  PiX"~^  +  Ps»""*  -t-  .  .  .  -1-  p^,  X+p„  =  0, 

nn  procedimento,  che  si  fonda  sostanzialmente  sulla  proprietà  testé  dÌmo- 

Se  Ai|^Xjt^VjP  .  . .  as^-j^xj,  è  il  primo  termine  della  funzione  simme- 
trica F,  il  prodotto  : 

=  A(x,  +  ic,  +  ...f-^ic^a:^  +  x^x^  +  ...)'^"{a:,iE,arj  +  ...y-f  ... 

considerato  come  funzione  intera  delle  f ,  ,  a;,  ,  .  .  .  ,  f„  avrà  per  termine 
di  rango  più  elevato  il  prodotto  dei  primi  termini  dei  suoi  fattori,  cioè 
precisamente  lo  stesso  primo  termine  di  F.  La  differenza  fra  F  e  questo 
prodotto  sarà  dnnque  nna  funzione  di  rango  inferiore  al  rango  di  F  ;  ondo 
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si  potrà  porre  : 

F  =  ±  Ap^^->'p/"'  .  .  .  p„_,'^i»,!  +  F, 

dove  F,  è  aocora  una  fanzione  simmetrica  delle  f,  ,...,«„,  mn  di  ntiRO 
inferiore  al  rango  di  F. 

Si  applicherà  ora  ad  F,  lo  stesso  procedimento  e  cosi  di  segaìto,  finchù 
si  gio"!!^  ^<'  >i"^  funzione  simmetrica  di  rango  nallo,  cioò  ad  nna  sem- 
plice costante. 

II.  ]1  procedimento  di  Warine  ha  il  vantaftgio  di  mettere  in  evìdcnu 
ohe;  ts  t  coeffieiertli  della  /unzione  limiatlriea  intera  F(i,  ,  a,  ,  .  .  .  ,  i„)  imo 
numeri  interi,  anclie  i  co'fficitnii  della  /unitone  intera  equivalente  fiip,  ,  p,  ,...,  p,i 
earanna  del  pari  interi. 

§  6.°  —  Dt  se  ri  minante  di  an'  eqaasloDe. 
Blaolaxlone  generale  delle  eqaailonl  di  Z.°  grado. 

934.  Si  chiania  discriminante  dell'  equazione  generale  : 

as"*  +p,x"~'  +jP^''"*  +  .  .  .  +  Pn-i^  +  Pn  =0  (1) 

nna  certa  ftinzJone  razionale  intera  dei  suoi  coefBcientf,  che  indi- 
cheremo con  ì,  che  uguagliata  a  zero  esprime  la  condizione  ne- 
cessaria e  sufficiente,  cui  debbono  soddisfare  icoefficienii  jt,  ,pj,-.iP.- 
nffinchè  l'equazione  (l)  abbia  almeno  nna  radice  multipla,  cioù  al- 
meno due  radici  uguali. 

935.  Per  trovare  in  generale  la  funziono  A  che  soddisfa  alle 
proprietà  volute,  indichiamo  per  un  momento  con  «i ,  »s ,  3j  ,-■,  5, 
le  n  radici  {incognite)  dell'equazione  (1)  e  consideriamo  il  pro- 
dotto : 

*  =  («.-  «.n^s  -  «i)'  -  {^,.  -  «.)'C«s  -  ««)* ...  (0,  -  o,)* .- 

dei  quadrati  delle differenze  delle   n    radici   combinare 

due  a  due.  Questa  funzione  dello  radici,  che  possiamo  anche  de- 
signare più  brevemente  cosi  : 

è  evidentemente  una  funzione  simmetrica  delle  a^  ,  a^ , . . .  ,'^«> 
poiché,  scambiando  fra  loro  queste  radici,  il  prodotto  II(b^-OiI 
potrebbe  al  piii  cambiare  di  segno,  onde  il  suo  quadrato  resterà 
inalterato.  Per  il  teorema  dell'art.  922  si  avrà  dunque  : 

4  =  f(Pl  >Pì,  ■  ■•7pn) 

indicando  con  f  una  funzione  intera  a  coefficienti  numerici  confr 
Bciuii. 

936.  Ciò  premesso,  è  facile  ora  dt  riconoscere  ohe  la  funzioni 
intera  A  così  definita,  dei  coef^cienti  Pi  ,  Pj ,  .  ■  . ,  p„  dell'equazio- 
ne (1),  SI  annulla  tutte  le  volte  che  l'equazione  (1)  abbia  almen» 


lyCoOt^lc 


—  521  — 

due  radici  eguali  e  soltanto  in  questo  caso;  cosicché  questa  fun- 
zione A  81  può  ritenere  come  il  discnminante  dell'  equazione  (1). 
Infatti  dall' esprcBBÌone  (2)  di  A  riesce  manifesto  clie,  se  nna 
CGi'ta  radice,  p.  es.  Sj ,  coincide  con  una  certa  altra  radice,  p.  es. 
flf ,  si  avrà  aj  —  Oj  =0  e  quindi  A  =  0.  Reciprocamente ,  se  sia 
A  =  0,  bì  avrà  : 

ll(aj-a,)  =  0, 
j>» 

onde  almeno  ano  degli      ■  ^  ■ —  fattori  di  cni  bì  compone  11  primo 

membro  dovrà  essere  nullo.  Sarà  dunqne  p.  e».  Oj  —  Bj  =  0,  onde 
aj  =  a,-  ;  cioè  l'equazione  avrà  almeno  queste  dne  radiei  uguali.  Si 
vede  dunque  che  A  =  0  è  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perchè  1'  equazione  abbia  radici  eguali. 

937.  Per  giungere  all'espressione  effettiva  di  A  in  funzione  dei 
coefficienti  Pi  ,  Pt ,  ■  •  • ,  p„  ,  notiamo  che  si  può  anche  scrivere 
(art.  481)  : 


=rn{aj-a,)V= 


1 


. .  1 


cosicché,  svitnppando  il  quadrato  del  determinante  secondo  la  re- 
gola del  prodotto  per  orizzontali  (art.  465),  si  ha  : 


designaodosi  at  solito  con  S    la  somma  delle  potenze   p.""  delle 
radici  dell'equazione  (L). 

Si  ottiene  cosi  per  A  la  seguente  forma  : 


che  sì  potrà  poi  esprimere  coi  coefficienti  Pi  t  Pt ,  ■  ■  ■  t  P^i  sosti- 
tuendo in  luogo  delle  somme  Bemplicì  S„  le  loro  espressioni  date 
dalle  formole  di  Newton. 

Capklli.  —  Iitilatiotù  di  analUi  algebrica,  S.*  edÌE.  66 
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938.  Esempio  1.»  —  Per  l'equazione  di  2»  grado: 

ax'  4  6a:  +  e  =  a(x*  +  p,x  +  j»,)  =  0 


Pi  = 


P»  = 


12     S,  I 

S.  S,  I 


-Pi     Pi*  -  2p, 


=  Pi*-4Pi  = 


(5) 


cosicché:  o^^ncAé  l'equazione  ax*  +  bx  +  e  =  0  abbia  le  due  radici 
ugnati,  è  necessario  e  sufficiente  che  aia  b'  -  4ac  =  0. 

939.  Dette  a  e  P  le  due  radici  dell'eqaazione  ax*  +  6as  +  e  =  0, 
si  ha  dunque  per  la  (2)  : 

6'-4ac 

d'  onde  : 


Sommando  membro  a  membro  (o  BOttraendo)  quest'uguaglianza 
con  quella  che  dà  (art.  916)  la  somma  delle  due  radici  dell'equa- 
zione : 


bì  ottengono  subito  le  Formole  ; 
-  6  +  \/6»  —  4ac 


-  6  -  ■^b*  ~  4ac 


che  risolvono  nel  modo   piii  generale   l' eqtiazione  del  secondo 
grado. 

940.  EsBMPio  2.0  —  Per  l' equazione  del  terzo  grado  : 


3      S,     8, 
S,    9,     Sg 


-  p. 

P.'-^P, 

-2p, 

?iPi-3p. 

-Sp, 

?iPi 

come  b1  trova  subito  agginugendo  ad  ogni  orizzontale  (a  comin- 
ciare dalla  terza)  la  precedente  moltiplicata  per  p,  e  l'antiprece- 
dente  moltiplicata  per  p^ ,  e  tenendo  presenti  le  formole  di  New- 
ton. Sviluppando  viene  : 

Prendendo  per  1'  equazione  la  prima  forma  più  generale ,  si  ha 
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dunque  come  condizione  per  l'esistenza  dì  nna  radice  doppia  : 

a,*aj'  —  iooOf'  —  4ci'<h  +  18aoa,0(«j  —  21aQ*a^*  =  0. 

941.  Se  le  radici  dell'equazione  f(x]  =  U  del  grada  n,  il  cut  dir 
icriminante  sia  ^,  hanno  ì  loro  moduli  inferiori  al  numero  posi- 
tivo  L,  il  modulo  della  differenza  fra  due  qualunque  di  esse  radici 
è  maggiore  di: 

vmodl 

n(ii-l|   ,' 

(2L)     « 

Infatti,  poiché  il  numero  A  6  espresso,  in  fanzione  delle  radici 
ccj  ,  0,  , . .  ,  ,  a„  di  f[x)  =  0,  mediante  la  formola  : 

i.=  n(«j-ai)», 
3>i 
si  ha  evidentemente  : 

modi  =  n  [mod(aj  -  «j)]*.  (6) 

j>i 
Ma,  per  supposto  : 

mod(aj  —  %)  §  modKj  +  modeCj  <  2L; 

quindi,  se  in  luogo  di  ciascuno  degli fattori  del  prodot- 
to (6),  ad  eccezione  di  un  solo,  sostituiamo  la  quantità  maggiore 

(2L)»,  che  verri  cosi  ripetuta  come  fattore  I  — ^ li    volte  , 

deduciamo  : 

modi<[mod{aj-ai)J'-[(2L)»]    » 
d'  onde  appunto  : 

Vmodl  _ 


mod(«^  -  ai)>  - 


(2L)  ■    - 

942.  Corollario.  —  Se  A  è  il  massimo  modulo  dei  coefficienti 
dell'  equazione: 

x"  +  a,!""^  +  .  .  .  +  a„_,x  +  a„  =  0 , 

si  hai  detto  i  U  valore  del  discriminante,  per  due  radici  qualun- 
que Of  ed  Oj  :  

mod(aj-a,)>  ^""'It^,^.  (8) 

[2(1  +  A)]    2   "' 

A  questa  formola  si  riduce  infatti  la  formola  (7)  quando  si  prende 
per  Ti  il  lìmite  superiore  dei  moduli  delle  radici  determinati  se- 
condo  r  art.  915. 
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943.  Se  una  funzione  razionale  delle  n  variabili  a  ,  ^  , .  .  . ,  X 
radici  dell'  equazione: 

x"  +  PiS""'  +  .  . .  +  p„_iX  +  p„  =  0 

non  può  prendere,  per  tutte  le  permutazioni  fra  te  variabili,  che 
due  toli  valori  distinti,  egea  si  può  sempre  eaprimere  sotto  la 
forma  : 

?i(Pl,Pl.--  -.Pnì  +  ^/i-^iCPl.Pl)  ■•■>?») 

eiaendo  X  il  ditcriminante  dell'equazione  «  ?i  ■  ?i  funzioni  razio- 
nali dei  euoi  coefficienti. 

Paò  infatti,  per  qannto  gi&  sappiamo  (art.  539),  la  fanziooe  in 
parola  rappresentarsi  con 

!,(«  ,  p  ,  .  . . ,  1)  +\'Ì-<J',Ca  ,?,...,  X)  (9) 

dove  <}',  e  if^  sono  funzioni  razionali  simmetriche  delle  «,  ^,  — ,  À  : 
le  qnali  potranno,  per  conseguenza,  surrogarsi  con  delle  funzioni 
razionali  del  coefficienti  Pi  ,  Pt  j  ■  ■  •  >  Pn- 

È  importante  di  notare  che  i  due  valori  ammessi  dalla  fansione 
risnltano  dall'unica  espressione  (9)  dando  a  ^A  1  due  significati 
dì  cui  è  suscettibile. 

"Sate  ftd  EBaroùi. 


1.  Per  r  eqnasione  del  4°  grado  : 

a:*  +  iba^  +  Sex'  f  Adx  +  e  =  0 
■i  trova  il  diBcriminanto  (efr.  Cap.  X.IV,  §  6°,  Note)  : 

4  =  16i(«-  4M  +  8c*j»  -  27(ce  +  26cd- d-  — e6»- c»J*J. 

2.  BiooDoaoere  che  l' eqnasiona  ; 

a?-Zx*  ^  4  =  0 

ha  dne  radici  e^n^li- 

8.  Si  dìmoatri  ohe  il  diaorimìnante  dell'eqnaiione  /(x)  =  0  ai  può  eepri- 
mere  medUnte  il  prodotto  f\a)f\^\  .  ■  ./'0-),  essendo  a  ,  ^  ,  .  .  .  ,  X  le  ra- 
dici di/(a:)-0;  ovvero  anche  mediante  il  prodotto  /(«,)/(?,).../(■?,), 
essendo  n,  ,  p,  ,  .  .  .  ,  pi  le  radici  di  f(x)  -  0, 

4.  Come  si  pab  ntiìizzare  quest'ultima  proprietà  per  il  calcolo  del  di- 
scriminante dell'equazione  trinomia  *"  -|-  qx"  -f  r  =  0  ? 

6,  Il  secondo  membro  d eli' aguaitli ansa  (7)  si  può  assumere  avidentemi-nte 
per  quel  numero  positivo  8  (di  cui  si  6  parlato  all'art.  7«0)  più,  piccolo 
della  differenza  delle  due  radici  reali,  di  /(x)  =0,  che  più  sono  vicine  fra 
loro.  In  particolare  si  potrà  prendere  per  S  il  secondo  membro  della  (8> , 
essendo  ora  modA  il  valore  assoluto  del  discriminante  (che  sarà  nn  no- 
merò reale)  ed  A  il  massimo  fra  i  valori  assoluti  dei  coefficienti,  supposti 
reali,  dell'equasione. 

Se  poi  l'equatione  abbia  i  coefficienti  razioDAli  e  sia  stata  ridotta,  come 
k  sempre  possibile  (cfr.  Cap.  XIV,  §  3°)  ad  avere  tutti  i  coefficienti  inim 
ed  il  primo  coefficiente  ugnale  all'unità,  si  potrà  anche  prendere  in  luogo 
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de]  2"  membro  delU  (7),  più  setuplicamente  ; 


{2L)i 


poiché  il  discTiminante  \  snrb  pare  an  uamero  intero  e  avrà  quindi  un 
valore  eguale  o  superiure  ad  1  (escludendosi  il  caso  di  A  =  0,  cioè  il  caso 
di  radici  multiple). 

In  questo  modo  ai  semplificherà  notevolmente  il  calcolo  di  S  ;  ei  otterrjt 
però  per  S  nn  lìmite  in  generale  molto  più  piccolo  e  quindi  meno  van- 
taggioso per  lo  scopo  che  si  aveva  in  mira  all'art.  760. 

Per  avere  un  valore  di  S  aacora  più  conveniente  di  quello  dato  dal  se- 
condo membro  della  (8}  (cfr.  il  Gap.  XIV,   %  7°,  Note). 

6.  Sylvester  ha  dato  le  espressioni  effettive  delle  n  fuDcioni  di  Scarm, 
(cfr.art.  742)  relative  all'  equctsione  generale  /(x)  =  0 ,  del  grado  n,  sotto 
forma  di  fansioni  simmetriche  delle  sue  radici  a  ,  p  ,  -f  ,  .  .  .  ,  X.  Supposto, 
per  semplicità,  che  il  coefflcìente  di  X^  in  /(ic)  sia  preso  eguale  all'unità 
e  indicando  per  brevità  con  l(,a,b  ,  .  .  .  ,kt  il  prodotto  dei  quadrati  delle 
differenae  delle  quantità  a,  b  ,  . .  .  ,  k  combinate  due  a  due,  oosicchà  p.  es.: 

i(<»,  »  =  ('-»'  ,   i(«,?,T)  =  («-f)'(«-Tn?-Y)'.---, 

si  hanno  per  le  n  funEioni  di  Starm  /(«) ,  /,(«) ,  /,(r)  ,  ■  • .  ,  /«(e)  le  for- 
molo seguenti  : 

/■(x)  =  («-aXa:-p)(«-tX>:-S)  ■■■ix-l) 


(2) 


essendo 


Xp,  / 


/>,=-2A(a,f,-(,3) 
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Omettiamo,  perchè  alquanto  Inngk,  la  di  mostrai  ione  di  qoeste  fonnole, 
che  può  IcKiterai  nel  Serrel  — Court  d'Algebre  Supirieurt  (Seclion  II,  Chap.  IV). 

L'  aitimi  costante  p„  =  A(ce  ,  ^  >  7  ■  -  ■  -  >  ^)  non  è  altro  rbe  il  discrimi- 
nante (art.  9»&)  dell'  equazione  /(je}  =  0. 

Fatta  astrazione  dai  coefficienti  -r-  ,  -r—  ,  . .  .  ohe  sono  tutti    positÌTÌ , 


1  .  Pi  .  P»  . 


(4) 


Affinchè  l'equationa  f{z)  =  0  abbia  Ivtte  le  raditi  reali  ■  dùtinlt,  i  dunque 
nectttario  e  tu^eiente  (art.  741!)  cA«  le  eottaali  (4)  tiaito  lutlt  poritiee  e  Ji- 
o«r«s  da  zero. 

5.  In  modo  affatto  simile  a  quello  tenuto  all'art.  9S7  per  il  calcalo  del 
dìecri minante,  tutte  le  costanti  : 

yi  i    1  I»  y   1    1    1    ■* 

"'=61  a    ?|    ■    '^'n'    ?    1    \■■■■ 

l  «'  j'  -r'  I 

si  potranno  esprimere  con  lo  somme  semplici  : 

Si  =  a*  +  f*  +  y'  +  . . .  -i-  X' 

applicando  la  redola  del  prodotto  di  due  matrici  analo|;a    a   quella   pel 
prodotto  di  due  determinanti. 
Si  troverà  cosi  che  : 


S.  S,  8, 
S,  3,8, 

.  Pi  = 

s.  s,  s,  s, 
s,  s,  a,  s, 

S,  S,  S, 

s,  s,  s,  s, 

8.  S.  S.  3. 

§  7.0  —  DecompoBlslone  delle  funslonl  Intere  a  eoeffleientl 
re>U  In  fattori,  a  eoeffleientl  reali,  di  primo  e  di  secondo 
grado. 


f(x)  =  a(fl:"  +  a,a:"~'  +  a^"~'  +  .  . .  +  a^ 

una  funzione  intera  qualEÌvog^lia  a  coefRcienti  reali. 
Prendendo  per  x  un  valore  compleeso  a  t  bi  si  avrà  : 


f/(a  +  bi)  =  ao(a  +  bi)"  +  a,((i  +  W)*"'  ■( 


(2) 


che  è  in  generalo  un  numero  compleBeo.  Per  avere  1)  numero  com- 
plesso conjugato  basterà  cambìaro  dappertutto  i  in  —  t. 

Poiché  ora,  per  supposto,  i  cocfBcienti  oq  ,  a,  ,  .  .  . ,  a„  sono 
reali,  è  chiaro  che  la  i  sì  trova  solamente  nelle  potenze  fa+W}", 
(a  +  ili)"*',....  Quindi  il  numero  complesso  conjugato  di  /{a  +  bi) 
altro  non  è  che  : 

a„{a  -  hi)"  +  a^(a  -  bi)"-'  +  ..  .  +a„. 
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cioè  f{a  -  bl)  ;  cÌo6  :  se  ffx)  è  una  funzione  intera  a  coefflcìenti 
reali,  e  ti  sostituiscono  per  x  due  numeri  complessi  coniugati  af  bl 
ed  a— bi,  i  due  risultati  che  si  ottengono  f(afbi)  ed  f(a— bi)  sono 
del  pari  due  numeri  complessi  conjugati. 

Ciò  non  è  pld  vero  ee  la  f(x)  abbia  dei  coefficienti  compiessi, 
poicliè  In  tal  caso  per  passare  dal  secondo  membro  della  (2)  al 
Bno  valore  conjugato  converrebbu  altresì  porre  in  Inogo  di  Oo ,  a,... 
1  ioro  ralori  conja^ati,  onde  il  risnliato  non  sarebbe  pib  in  gene- 
rale ngnale  ad  f(a  -  bi). 

945.  Ciò  premesso,  se  x  =  a.  +  a'i  è  una  radice  ìmaginarìa  del- 
l' eqoazione  a  coefBcienti  reali  : 


A«  +  «'0  =  0. 

Ma,  essendo  nnllo  il  nnmero  f(a  -t-  a'i),  dovr&  essere  nalio,  come 

sappiamo,  anche  il  suo  conjogato,  che   ha   lo   stesso   modnlo  ;   e, 

poiché  questo  è  appunto  per  i'art.  prec  uguale  ad  f(a  —  a'i),  così 

è  chiaro  che  dovrà  essere  anche  : 

f(a  —  o'i)  =  0, 

Vediamo  dunque  clie  se  un'equaBÌone  a  coefficienti  reali  ammette 
una  radice  imaginaria,  essa  ammette  anche  un'altra  radice  ima- 
ginaria  ad  essa  conjugata. 

946.  Dividendo  il  primo  membro  f^x)  dell'equazione  per  11  prò- 
dotto  delle  due  funzioni  lineari  : 

la:-(a  +  o'0][a:-(a-a'0] 
corrispondenti  a  queste  radici,  cioè  per  la  funzione  : 

"='  —  [(«  +  a'*)  +  (a—  a't'j]aj  +  (a  +  a'i){a  —  a'i} , 
ossia  per 

jc»  —  Sa*  +  (a*  +  a") 

che  b  nna  funzione  di  2°  grado  a  coefficienti  reali,  si  otterrà  iden- 
ticamente : 

f(x)  =  [x*  -  2aa:  +  (a»  +  «'*)]  f^ix) 

dove  f^(x]  è  una  funzione  di  grado  n— 2,  i  cui  coefficienti  saranno 
parimenti  reali,  poiché  /',(^}  si  ottiene  appunto  come  quoziente  di 
due  funzioni  a  coefficienti  reali. 

8e  ora  l'equazione  fi(x)=0  abbia  una  radice  imaginaria  ^4^'t, 
essa  avrà  anche,  per  l'art,  prec,  la  radice  ^  —  f'i,  onde  si  potrà 
similmente  scrivere  identicamente  : 

f,{x)  =  [x'  -  2'^x  +  (^*  +  'f"}]  -Uix) 

dove  f^ix)  sarà  una  funzione  intera  di  x  dei  grado  n— 4  a  coeffi- 
cienti tatti  reali.  Così  procedendo  si  potranno  separare  da  f(x) 
tanti  fattori  di  2°  grado  in  x  corrispondenti  ad  altrettante  coppie 
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dì  radici  conjugate  dell'eqnazione  f{x)  =  0,  tinche  si  siaDo  esaurite 
tane  )e  radici  imagin&rie.  Restando  allora  le  sole  radici  reali,  che 
indicberemo  con  S)  ,  4, ,  . .  . ,  0^ ,  si  avrà  poi  in  ultima  analisi  la 
identità  : 

f(x)=atix*-2ix+{a'+iL'%..\a^-2Sx\-{S<'+Ò'*]X(x-\){x-(i;)...{x-Ì^). 

Concladiamo  dtinqne  che  ogni  funzione  intera  di  x  n  coe/^cienti 
reali  ai  paò  sempre  decomporre  in  un  prodotto  di  funzioni  intere, 
di  primo  0  aecotido  grado  in  z,  a  coefficienti  reali. 

947.  Questa  decompoaizione  di  f(x)  t'n  funzioni  a  coefficienti  reali, 
irreducibili,  di  primo  o  di  secondo  grado  si  2>uò  soltanto  effettuare 
in  un  unico  modo. 

Ciò  si  renderà  facilmente  manifesto  ove  si  rifletta  che  due  fun- 
zioni a  coefficienti  reali,  di  secondo  grado,  irreducibili  hanno  le  loro 
radici  imaginarie  e  che,  se  due  siffatte  funzioni  abbiano  una  ra- 
dice in  comune,  avranno  in  comune  anche  l'imaginaria  conjugaia, 
epperò  coincideranno  fra  loro. 

948.  Da  quanto  si  è  visto  all'art.  945  segue  evidentemente  che 
ti  numero  delle  radici  imaginarie  di  un'  equazione  a  coefflcientì 
reali  è  sempre  pari. 

Per  conseguenza  se  il  grado  di  un'equazione  a  coefficienti  reali 
è  dispari,  oltre  alle  radici  imaginarie,  il  cui  numero  è  pari,  resterh 
un  numero  dispari  di  radici  reali,  e  quindi  almeno  una  radice 
reale.  Ritroviamo  cosi  per  altra  via  il  teorema  da  noi  già  dimo- 
strato (art.  718)  che  un'equazione  di  grado  dispari  a  coefficienti 
reali  ha  sempre  almeno  una  radice  reale. 

949-  Come  applicazione  importante  di  quanto  si  è  stabilito  al- 
l'art. 945  dimostreremo  ancora  che:  ti  discriminante  di  un'  equa- 
zione a  coefficienti  reali  (priva  di  radici  multiple)  è  positivo  o  ne- 
gativo a  seconda  che  è  pari  o  dispari  il  numero  delle  coppie  di 
radici  imaginarie  conjugate  dell'equazione. 

Invero  i  quadrati  {a-by  delle  differenze  di  due  radici  qualun- 
que a  e  b,  dei  quali  il  discriminante  1  è  il  prodotto,   sì   possono 
distinguere  in  quattro  gruppi  a  seconda  che  si  verifichi  1'  ano  o 
r  altro  dei  seguenti  quattro  casi  : 
I  e  ft  sono  entrambi  reali  ; 
t  è  reale  e  b  imagìnaria  ; 
i  e  b  sono  imaginarie,  ma  non  conjugate. 
•4°)  a  e  b  sono  imaginarie  conjugate. 
Ora  nel  primo  caso  il  quadrato  (a  -  ò)'  è   evidentemente  reale 
e  positivo.  Nel  secondo  caso  ad  ogni  quadrato  (a  —  b}*  corrisponde 
QU  quadrato  (a  -  b')*  in  cui  b'  è  i!  coniugato  di  b,  cosicché  il  lore 
prodotto  sarà  del  pari  reale  e  positivo.  Nel   terzo    caso    ad   ogni 
quadrato  (a  —  b)*  corrisponde  un  altro  quadrato  (a' —  6')*  in  cui  a' 
è  II  conjugate  dì  a  e  li'  è  il  conjugate  di  b,  e  il  prodotto  dei  due 
quadrati  sarà  quindi  ancora  reale  e  positivo. 

Si  vede  dunque  che  il  segno  di  A  coincide  col  segno  del  pro- 
dotto dei  quadrati  del  4°  tipo.  Ma  per  ciascuno  di  questi  a  — Ite 
un  imaginario  puro,  cosicché  (a  —  b)*  k   un   uumero  negativo.  11 
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segDo  di  A  è  dunque  positivo  o  negativo  socondocliè  è  pari  o  di- 
spari il  numero  dei  quadrati  del  4°  tìpo,  cioè  appunto  il  nomerò 
delie  coppie  di  radici  imaginarie  coDJngate;  e.  d.  d. 


1.  Notare  che  sa  an'equszione  a  coefficieutì  reali  hft  tina  radice  imafti- 
□aria  maltipla  di  ordine  fi,  anche  la  i-adice  imagiuaria  conjugata  sarà 
multipla  dello  eteaao  ordine  ii.. 

'2.  Dimostrare  che,  se  «^  ,  a,  ,  .  .  .  ,  nj  sodo  tutte  le  radici  eguali  o  di- 
stìnte comuni  a  due  equnzioni  a  coefficienti  reali,  il  prodotto  (x— >,)(»-' ce,}... 
(.V— sf)  è  sempre  una  fuuiione  intera  di  a;  a  coefficienti  tutti  reali. 

8.  Dimostrare  che  nu'equaeione  a  coefficienti  reali  di  t^rado  dispari  ha 
sempre  almeno  una  radice  reale  semplice  ovvero  multipla  di  ordine  di- 

4.  Decomponendo  la  fonzioue  1  -)-  a:'  in  fattori  irreducibili  a  coefficienti 
reali  si  trova  ; 

1  -h  aj*  =  (aj*  +  'jìx  -t-  l)(x'  -  y/2x  +  1). 

5.  Decomporrs  in    fattori    irreducibili   a   coefficienti    reali    le   funsioni 


-  BapresBionl  radicali.  —  Bllminazione  del  radicali 
dalle  eqnaalonl  alBebriofae. 


950.  Si  chiameranno  espressioni  radico-r azionali  o,  più  breve- 
mente, radicali  quelle  espressioni  che  si  ottengono  operando  sopra 
certe  quantità.,  che  ai  considerano  come  già  date,  con  le  quattro 
operazioni  fondamentali  e  con  l'estrazione  di  radice  ad  indice  in- 
tero e  positivo. 

Fra  queste  le  piii  semplici  sono  quelle  nelle  quali  l'estrazione 
di  radice  viene  eseguita  una  gola  volta.  Il  tipo  più  generalo  di 
queet'  ultime  espreesioai  è  evidentemente  il  seguente  : 

ò/Ja)   +  \Qa)       +...  +  6j.,(Va)  +  \ 

dove  ieA,af^,a^,...,\,b^,...  s'intendono  dedotte  dalle  quan- 
tità gi&  date  mediante  le  sole  prime  quattro  operazioni  fondamen- 
tali, e  dove  il  simbolo  radicale  a/A  ,  ctie  sarebbe  per  sé  stesso 
snscettibile  di  m  interpretazioni  diverse  {art.  823),  deve  essere  in- 
terpretato nello  stesso  modo,  ossia  deve  rappresentare  lo  stesso 
valore  numerico,  in  ogni  parto  dell'  espressione.  È  importante  di 
notare  che,  pur  contenendo  la  espressione  (1)  pii.  volte  il  segno 
di  radicale,  ciò  nondimeno  deve  dirsi,  nel  senso  ora  spiegato,  che 
essA  contiene  una  sola  volta  l'operazione  di  estrazione  di  radice 
o,   meglio,  che  essa  contiene  un  solo  radicale. 

Capsu.!.  —  Ittituxioni  di  analiii  algebrica,  8.*  edie.  67 
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Nella  espressione  (1)  i  nnmeri  h  ek  ai  snppongoni)  natoratmeDte 
interi  e  pontivi,  essendo  ciò  evidentemente  sempre  lecito.  FerciO 
1'  espressione  stessa  si  presenta  come  il  quoto  di  dae  espressioni 
radicali  che  si  possono  chiamare  intére  rispetto  all'anico  radicale 
ohe  contengono. 

9&1.  Senza  mutare  il  valore  ed  il  aiffniflcato  precito  dell'egprei- 
sione  (1),  ai  può  sempre  traeformarla  in  un'altra  espreerione  cok- 

aimile,  che  sia  però  intera  rispetto  al  radicale  iJA  ,   e   di  grado 
non  superiore  ad  m  —  1. 

È  qnesta  una  consegnenza  del  teorema  dimostrato  ai  §  5°  (arti- 
colo 931),  anzi  si  pad  dire  che  è  quello  stesso  teorema  enunciato 
per  il  caso  in  cai  l'equazione  fondamentale  sia  semplicemente  l'e- 
quazione binomia  : 

a:"  -  A  =  0.  (2) 

Siano  infatti  T  ,  T,  ,  T,  , . . . ,  T„_i  le  m  radici  di  questa  equa- 
zione, indicando  con  T  qael  valore  di  VA  che  si  vuoi  conside- 
rare nella  eepressione  (I).  Poiché: 

a:"  -  A  =  x"  -  T"  =  (35  -  T)(a:"-i  +  Ta:""»  +  .  ..+  T"" >), 

le  T,  ,  Tg , .  . .  ,  T^,.,  sono  nel  nostro  caso  le  radici  dell'equazione: 

x''-i+Tx"-*+T*x"-^+  ...  -|-T"'-»a:-l-T"'"'=0.  (3) 

Se  dunque  poniamo  per  brevità: 

<f{x)  =  a^sc^  +  a,a:*->  +  .  ..  +  a^^x  +  a^ 

4i(a:)  =  bgX^  +  b^x"''  +  . .  .  +  ft»_,a:  -f-  6» , 

il  valore,  che  designeremo  con  X,  dell'espressione  (1),  si  può  rap- 
presentare come  segue  : 


^  ?(T)  ^  tF(T)  ^i(TJ  i^Tg)  ■  ■  .  ■}'(T,_,) 
*(T)      ■KT)<J-CT,)4.(T,)...i;..T„_,ì 


{*) 


dove  il  prodotto  ((i(T,)^(T,)  .  .  .  (jitT^.,),  essendo  una  ftinzione  aim- 
metrica  intera  delle  radici  di  (3),  si  esprimerà  (art.  922)  con  nna 
funzione  razionale  intera  di  T  e  dei  coefficienti  6^  ,  6,  ,...,&« , 
nel  mentre  che  il  de  qo  minatore,  che  è  una  funzione  simmetrica 
intera  di  tutte  le  radici  della  (2),  si  esprimere  con  aaa  funzione 
intera  di  A  e  delle  b^  ,  b,  ,  .  ,  , ,  b/,.  La  nuova  espressione  di  X 
riascirii  dunque  evidentemente  intera  rispetto  a  T.  Il  suo  grado 
si  potrà  poi  sempre  abbassare  ad  m—I,  poiché  dalle  (2)  si  ha: 

T"  =  A  ,  T"*»  =  AT  ,  T'"-'*  =  AT* , l5) 

952.  Il  metodo  generale  esposto  al  §  5°  per  il  calcolo  delle  fun- 
zioni simmetriche  delle  radici  di  un'  equazione  subisce  nel  caso 
attuale  delle  notevoli  semplificazioni.  Posto  infatti  : 

Sj,  -  T^  -K  T,^  -H  T,^  +  .  .  .  -f  T^^_i ,  (6) 


le  forinole  d!  Newton  (art.  919)  applicate  all'equazione  (: 
evidentemente  : 


Dalla  (2)  eì  ha  poi  : 
e  quindi  : 


2Ti""^  =  A5T/ 
cioè  : 

d'onde  emerge  chiaramente  che  S^  S  uguale  a  zero  tutte  te  volte 
che  (1  non  sia  un  multiplo  dt  m  ;  e  «e  ]j.  =  mm',  si  ha  S„  =  mA"'. 
Corriapondememente  a  ciò  si  avrà  per  le  somme  multiple  8p  ,  , 
Spyy,...,  nell'ipotesi  che  gli  indici  p  ,  q  ,r  ,  ,  . .  siano  tutti  in- 
ferióri ad  m  (cfr.  art.  525  e  526)  : 

Sp.7  =  -  Spt  J 


953.  Supponiamo  p.  es.  m  =  3;  cosicché  potremo  prendere  X 
sotto  la  forma: 

..(^/A)+l.,(^/A)+a,_^p(T)  ' 

""-     ('-)•        /»_■)        -«Tj'   ^-^'  '«' 

poiché  se  ì  gradi  di  A ,  ifc  fossero  superiori  a  2 ,  si  ridurrebbero 
facilmente  al  valore  '2  mediante  le  (5). 

Per  1]  denominatore  della  nuova  espressione  di  X  si  trova  con 
breve  riflessione  :  ' 

■KTìiKT.lcKT ,)  =  VITT,T,1'  +  i.,!>",[T"T,'  +  ...J 
+  V'ilTT,  +  ...1TT,T,  +  6A»i[T'T,  +  ...) 
+  6oi','lT+...]TT,T,+  6|,VlT'+-l+»i'TT,T,+6,'(i,[TT,+...]. 
T  6,  V[T  4- ...]  +  V- 
Ma  si  ha  immediatamente  dalla  forma  della  (2)  : 

T+T,+T,--0  ,  TT,-t-TTj+TiTE=0  ,  T,T,T,=A  ,  Sj=0. 
Qaindi  : 

iKT)«T,)'KT,)= VA'+I VA ,  ,+bi,b,b,S, ,  ,«,'A+  ò,' , 
cioè  per  le  (7)  : 

«T).KT,itlT,)=i«'A'-jVii,S,-iol',»A+VAl'V 
=VA'-3»«6,ò,A+»,'A+V- 
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Si  ha  poi: 

*(Ti)*(T,)=V[TiT,]*+V,tT,+T,]T,T,  +  6o&,(Ti*+T,*] 
+(.,»T,T,46,6,+[Ti+Tj]+V . 
onde,  esBeado  Ti  ,  T,  ìe  radici  di 

a:*  +  Ta;  +  T»  =  0 , 
si  ha  Babito  : 

'Ji{T,)<KT,)=6o»T*-6o6,T'- V»T»+6,  *T»- 6,(.,T+ft,* 

=6o*AT-6o6,A-6o6,T»+6,»T*-6,6,T+ò,*. 

La  nuova  espresBione  di  X  è  danqoe  : 

6o»A'-3èo6i6i  A+fc,  »A-h6(^ 

Poeto  per  lìrevità  : 

6,*  —  bo\  =  c„  ,  6o'A  -  ft,6g  =  e, ,  6j*  —  fto^iA  =  e, 

e  ridncendo  nlteriormente  II  numeratore ,  mediante  la  relazione 
T*=A,  fino  ad  abbassarne  il  grado  al  diBotto  di  3,  ei  trova  fi- 
nalmente : 

_  (coag+CiO|+Cgao|A'+[coao-fc,ag+Cgai]A'+c,aj-)-(coOi+Ciao)A 

6o'A»-3  Vi^s  A+6,»A-t- V 

954.  SappoDÌamo  ora  che  l'espresBÌone  radico-razionale  X  con- 
tenga nn  nninero  qualunque,  X,  di  radicali  distinti,  o  che  ti  to- 
gitano  considerare  come  tali.  Cioè  si  potranno  cooBiderare  come 
distinti  dae  radicali  aventi  egual  valore,  quando  bì  presentino  sotto 
forme  differenti  che  non  siano  manifestamente,  equivalenti.  Come 
anche  si  potrebbero  considerare  come  distinti  due  radicali  perfet- 
tamente identici  nella  loro  espressione  algoritmica,  ma  peri  quali 
sia  convenuta  una  diversa  interpretazione  del   loro   valore.  Cosi, 


ad  esempio,  il  radicale  \'A,  In  cai  A  è  un  numero  reale,  potrebbe 
avere  in  una  parte  dell'espressione  il  significato  di  nn  numero  reale  / 
(radice  cubjca  aritmetica  di  A)  ed  in  un'altra  parte  il  significato  di: 

(— — -fi-^-j/.  In  tal  caso  lo  stesso  algoritmo  *JA  ci  darà  doe 
radicali  distinti,  a  meno  che  non  ai  preferisca  di  lasciare  in  quella 

3 

prima  parte  dell'  espressione  i/A  e  di  sostituire  nella  Bccond»  in 
luogo  di  y/A  il  prodotto:  (—--  + i-^j-  \JA..  In  tal  modo  \/A 
rappresenterà  dappertutto  un  unico  radicale  ;  si  sarà  però  intro- 
dotto il  nuovo  radicale  ^3,  quando  quest'ultimo  non  esistesse  già 
in  qualche  parte  deirespressìone. 

Ciò  premesso,  è  importante  distinguere  i  diversi  radicali  che  si 
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presentano  nella  stessa  espressione  X  in  radicali  interiori  e  ra- 
dicali esteriori  (o  esterni).  Si  chiameranoo  interiori  qaelU  che,  o 
dappertutto,  o  anctie  soltanto  in  qualche  parte  dell' e  s  prese  ione  si 
trovino  sottoposti  ad  altro  segno  radicale,  esteriori  l  rimanenti. 
Cosi  ad  esempio,  nell'espressione  : 


V6+V0  +  V&  (9) 

3 

contenente  i  due  radicali  distinti  Sb  e  Va+V^  soltanto  il  se- 
condo si  dirà  esteriore.  Soltanto  nel  caso  in  cui  •Jb  avesse  diffe- 
rente si|^nifìcato  nella  prima  e  nella  seconda  parte  della  formola 
(0  nel  caso  in  cui  potesse  giovare  per  semplice  convenzione  di 
considerare  Io  stesso  simbolo  ^/6  come  rappresentante  due  radicali 
distinti,  bencliè  il  significato  dovesse  esseme  il  medesimo)  il  ra- 
dicale -ijb  rappresenterà  nelle  due  parti  della  formola  dae  radicali 
diversi,  dei  quali  il  primo  sarà  esteriore  ed  il  secondo  interiore. 
Cioà  in  tale  supposto  (che  non  ai  verifica  però  nei  tasi  ordinari) 
l'espressione  (9)  conterrebbe  tre  radicali  distinti  dei  quali  dne  e- 
stemi  ed  uno  intemo. 

955.  Qaalnnqne  sia  il  numero  X  dei  radicali  contenuti  in  X,   è 

manifesto  che  almeno  uno  di  essi  sarà  esteriore.  SÌaT^\/Aano 
qnalanqoe  di  tali  radicali  esteriori.  È  evidente  ciie  la  X  sarà  sem- 
plicemente razionale  rispetto  a  T,  cioè  si  potrà  sempre  porro  sotto 
la  stessa  forma  (1)  considerata  in  principio,  dove  ora  però  la  A 
e  le  Oq  ,  a,  , . . .  ,  &a  ,  6,  ,  . . .  sono  espressioni  radicali  che,  nel  loro 
insieme,  possono  contenere  ancora  X  — 1  radicali  distinti,  i  X— 1 
radicali  che  restano  dei  radicali  contenuti  in  X ,  quando  se  ne 
escluda  il  radicale  T.  Operando  sulla  (1)  precisamente  nel  modo 
indicato  all'art.  951,  si  giungerà  dnnqne  a  dare  ad  X  la  segaente 
espressione  : 

X  =  A,(  Ja)       -)-  aXv  a)        +  .  .  .  +  A„  (IO) 

dove  le  A ,  A,  ,  Aj ,  .  . . ,  A„_,  sono  espressioni  radicali  contenenti 
soltanto  X-1  radicali,  cioè  gli  stossi  altri  X-1  radicali  T, ,  Tj ,...,  T)^_, 
contenuti  in  X. 

Anche  qui  è  manifesto  che  almeno  uno  dei  radicali  T,  ,  Tj ,...,  T^.^ 
sarà  simultaneamente   esteriore    in   tutte    le    espressioni   A ,  A,  , 

A,,... ,A„^,,  che  lo  contengono.  Sia  questo  p.  es.  T,  =  \/B.  Ragio- 
nando su  ciascuna  delle  espressioni  A  ,  Aj  ,  . . .  (che  contenga  ef- 
fettivamente T,)  rispetto  a  T,  come  si  è  ragionato  su  X  rispetto 
a  T,  si  otterranno  delle  espressioni  della  forma  : 


A  =  B,(vb)       -fBe(vB)        -f.-.-l-B, 

A,  =  B',(^)      -1-b'XJb)     +...-t-B; 


(") 


lyCoOt^lC 


—  534  — 

In  cui  tatte  le  fi ,  B' , .  ■  .  sono  espressioni  radico-razìODali  che 
contengono  soltanto  ì  i  —  2  radicali  T, ,  T,  ,  .  .  ■ ,  T^^,, 

Si  osserverà  ora  che  fra  questi  aitimi  radicali  ne  esisterà  al- 
meno uno,  p.  es.  T, ,  che  ear&  esteriore  aimaltaneamente  in  tnite 
quelle  B  ,  B' ,  .  ,  ,  che  lo  contengono  ;  onde  sì  potrà  procedere 
come  sopra  ad  esprimere  ciascnna  B  ,  B' , .  . .  io  modo  intero  ri- 
spetto a  Tj ,  e  cosi  via. 

Segnando  in  questo  modo  è  chiaro  che  mediante  le  relazioni 
(10),  (11)  e  le  BOCcessiTe  analoghe  »i  perverrà  a  dare  all' eeprea- 
gione  radico-raeionale  X  una  forma  tale  che  neeeuno  dei  \  radi- 
cali in  essa  contenuti  si  trovi  mai  sottopoeto  ad  alcun  segno  di 
divisione,  o,  come  diremo  brevemente,  nna  forma  intera  rispetto 
a  tatti  i  radicali  {radicale  intera). 

956.  Vediamo  ora  come  da  ogni  equazione  della  forma:  X  =  0, 
in  cai  X  6  un'espressione  radicale  qualunque,  si  possano  sempre 

eliminare  tutti  i  segni  radicali.  Detto,  come  all'art,  prec,  T  =VÀ 
uno  qualanqne  del  radicali  esteriori  contenati  in  X,  si  potrà  pri* 
mieramente  porre  l' equazione  sotto  la  forma  : 

aXva)       +  A,(r^)       +  .  . .  +  A„  =  9(T)  =  0  (12) 

essendo  <p  una  funzione  intera  del  grado  m  -  1,  di  T,  i  cui  coef- 
ficienti sono  delle  espressioni  radicali  contenenti  soltanto  gli  altri 
X  -  1  radicali  T,  ,  T» , . .  . ,  T^.,  che  entravano  in  X, 

Se  ora  T  ,  T' ,  T"  ,  .  .  .  ,  TC""''  sono  tutte  le  m  radici  della  equa- 
zione x"*  — A  =  0,  cioè  tutte  le  diverse  possibili  interpretazioni  di 

•J A,  si  potrà  all'equazione  (12)  sostituire  la  seguente: 

?(T)9(T')tCT")  .  .  .  (p(Tt"-i))  =  0.  (13) 

Ma  II  primo  membro  di  quest'equazione,  essendo  intero  e  sim- 
metrico rispetto  alle  radici  della  equazione  a:"'-A  =  0,  si  espri- 
merà evidentemente  come  una  funzione  intera  di  A  e  dei  coeffi- 
cienti di  f ,  cioè  delle  Aj  ,  A, , .  . . ,  A„.  L'  equazione  (12)  verrà 
cosi  sostituita  cou  un'  equazione  : 


In  cui  X'  è  un'espressione  radicale  contenente  soltanto  gli  altri 
X  -  1  radicali  T^  ,  T, , .  .  . ,  T^., ,  e  si  procederà  allo  stesso  modo 
finché  siano  eliminati  tutti  i  radicali. 

957.  Se  al  momento  di  dover  eliminare  un  cerio  radicale  este- 
riore T=:VA  dall'equazione  9vT)  =  0  già  ridotta  intera  rispetto  a 
T,  iiccada  che  quest'equazione  abbia  la  forma  binomin: 


Ai(Ja)  -A,(Ja)  =0, 


l'eliminazione  del  radicale  si  farà  immediatamente  portando  il  se- 
condo termine  dell'  equazione  al    secondo    membro    ed  elevando 
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qnÌDdl  i  dae  membri  alla  potenza  m.  Riportando  poi  tntto  sii  primo 
membro  si  otterrà  coal  l'equazione  : 

da  cui  b  sparito  il  radicale  T. 

Ove  i  radicali  da  eliminarBi  siano  tnttl  quadratici,  è  chiaro  cbe 
l'eqnazione  (12)  e  tntte  le  analoghe  consecntive  si  presenteranno 
appunto  eotto  la  forma  binomia. 

958.  L'eliminazione  del  radicale  dall'  equazione  (12),  o  da  ana 
qualunque  delle  equazioni  analoghe  che  si  incontreranno  nello 
svolgimento  del  calcolo,  si  pnò  anche  fare,  senza  alcun  calcolo  di 
funzioni  simmetriche,  col  procedimento  più  semplice,  e  di  indolo 
parimenti  generale,  che  qui  esponiamo. 

Supposto,  per  fissare  le  idee,  m  =  3,  sia  : 


A,T»  +  AjT  +  Ag  =  0 


(«) 


l'eqnazione  da  cut  deve  eliminarsi  il  radicale  T=Va.  Moltipli- 
cando quest'equazione  prima  per  T  e  poi  per  T* ,  se  ne  deducono 
le  altre  due  : 

A,!»  +  AjT»  +  A5T  =  0    ,     A,T*  +  AgT»+AjT»  =  0 

le  quali,  per  essere  T'  =  A,  possono  anche  scriverei: 

AiA  +  A,T'  +  A,T=0    ,     A,AT  +  A,A  +  A,T*  =  0. 

Queste  due  equazioni,  unitamente  alia  (a),  ci  danno  il  sistema: 

A,T*+AjTi-Aj  =  0 

A,T^+ A,T  + A,A  =  0 

AjT»+A,AT  +  A,A=0 

lineare  ed  omogeneo  rispetto  alle  tre  quantità  T' ,  T  ,  T"  ,  delle 
quali  l'ultJma  b  certamente  diversa  da  zero.  Dev'essere  dunque 
(art.  432): 

A,         A,        Ag 
Aj        A,A 
Ài  A     A,A 
che  è  appunto  l' equazione  cercata. 
959.  Ebsupio.  —  All'  equazione  : 


\a+-Jb  +  ylb  =  0, 

portando  il  secondo  termine  nel  secondo  membro  ed  elevando  al 
quadrato,  si  sostituirà  dapprima  (art.  957)  i'  equazione  : 


is/b)  -yjb- 
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Eliminando  poi  il  radicale  *jb  col  procedimento  dell'art,  prec.  si 
troverà  (cBsendo  qol  :  A,  =  1,  Aj  =  —  1,  Aj  =  -  a,  A  =  fe)  : 


cioè  sviluppando; 


AjT»+A,T-l- Aj  =  5(T) 

dove  T=\/ A,  ripetendo  lo   Bteseo   calcolo   eseguito  nella  prima 
parte  dell'  art.  955,  si  sarebbe  trovato  : 


[Al        A,        Ag 
9{TMT')?(T")  =  -|  A,        Ag        A, A 
I  A,        A,A     A.A 


fT) 


d'onde  appare  che  il  risultato  ottenuto  col  procedimento  dell'  ar- 
ticolo 958  è  precisamente,  come  del  resto  è  naturale,  quello  steaso 
coi  si  sarebbe  ginnti  col  calcolo  delle  ftmzioDi  simmetriche  dì  T, 
T' ,  T". 

Non  ci  tratterremo  qui  a  dimostrare  come  la  formola  (y)  bì  e- 
stenda  al  caso  di  an  radicalo  di  indice  qaaltinqae,  polche  avremo 
in  seguito  occasione  (cfr.  Gap.  XIV,  §  7")  d'incontrare  la  formola 
jn  questione  come  caso  particolare  di  un'altra  ancor  pìii  generale. 

961.  Sia: 

a;  =  f  (o  ,  fc  ,  e  ,  .  .  . ,  e)  (14) 

un'  espressione  ottenuta  operando  sopra  1  numeri  a  ,b  ,c  ,  . . .  ,  e 
colle  quattro  operazioni  fondamentali  e  coli'  estrazione  di  radice 
ad  indice  intero.  Potremo  considerare  1'  equazione  : 

X  =  K  —  (p{a  ,  &  ,  e  ,  . .  .  ,  e)  =  0 

ed  eliminare  successivamente,  col  metodo  precedentemente  espo- 
sto, tutti  i  radicali  contenuti  in  X,  cioè  tutti  i  radicali  contenuti 
in  9.  Otterremo  In  tal  modo  evidentemente  un  risultato  finale  della 
forma: 

dove  ^  è  simbolo  di  funzione  razionale  intera. 

Il  legame  fra,  x  e  le  a  ,  &  ,  e  , ... ,  e,  espresso  dalla  relazione  (14) 
contenente  dei  radicali,  può  dunque  sempre  sostituirsi  con  una 
semplice  equazione  algebrica  razionale  intera  fra  lex ,a,b,c ,..., e; 
cioè  la  (14)  delÌDisce  sempre  x  come  una  funzione  algebrica  deilg 
a  ,  b  ,  e  ,  .  . . ,  e.  Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  era  asserito  nella 
Introduzione  (art.  8). 
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Ifot*  «d  Xxeroùi. 


1.  Verifiufs  ohe  : 

1  +  2^^11+^2        , ^  l+'JZTa 

I-2V2  17      '   V-l+^/=^~       S 

2.  Bidoire  sotto  fornift  intera  riapetto  kì  radicali  1' «ipreuione  : 


a  +  Vo  +  Va  +  ii  :  a-\}a--Ja  +  b. 

3.  Giustificale  l' egaagliania  : 

, Jg  +  Va^^fe     Ja-s/^^& 

Va±V&~V         2  V         2         ■ 

4.  Eliminare  i  radicali  dall'  eqnaEione  : 

3 3 

Ja:  + -p:^  +  Ja  - -i^  =  1. 
V         \'a:+ff      V  -Jx  +  y 

5.  Dimoatrare  che  per  l' eqnasiona  bìnomia  di  grado  primo  : 

a,«_A  =  0  (a) 

le  Sr ,  8^ ,  r  ,  Sr ,  r  I  r  I  ■  ■  ■  >  '"io  tutt«  ugnali  a  lero  per  r  primo  con  n  ad 
eccenooa  dell'  nltìma  (la  8  con  n  ìndici  aguali). 

6.  Per  qaali  valori  di  k  Baseiate  l'identità; 

0^  -  A'  =  («  -  <.»,)(».  -  »",)  ...(X-  u".) 

essendo  u, ,  u>,  , . . . ,  <ii„  le  radici  di  ic"— A  =  0  ? 

7.  Verificare  che  l' equuione  di  5°  grado  : 

Ifia;^  -  20a:'  -l-  5a:  -  a  =  0 
è  risolata  dalla  foimola  : 

6 __       5 

2a:=Vo  +V£i»"-i  +  Va  -^/a»-l 

in  coi  i  TBlori  dei  dae  radicali  di  indice  6  sono  da  sceKlierei  in  modo  che 
il  loro  prodotto  aia  nfi^iale  ad  1. 

8.  Dimostrare  che  ^/S+'Ji  non  è  un  numero  rasionale. 


C±rBLLl.  —  /«Itfuzioni  di  analUi  algabriea,  8.*  edii. 
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"  Sviluppo  d«lle  fanslonl  rRilonall  In  serie  procedenti 
»  le  potease  della  variabile.  —  Uodalo  mlalmo  delle 
radici  di  un'  eqnaxtoae. 

962.  Sia  -^  nna  fanzione  razionale  qaalsivoglia  di   z,   già  e- 
spressa  come  quoziente  di  fauzloni  intere  : 

/(a:)  =  60  +  ti»:  +  .  - .  +  6._i!C^'  +  6„a:"  (1) 

9(a:)  =  O0+  «lic  +  . .  .  +  a„_ia""*  +  o„oe".  (2) 

Se  -  ,  ^  ,  ■ . . ,  -  sono  le  n  radici,  luroali  o  distinte,  dell'  eqos- 
ziooe  f(x)  =  0,  si  ha  Identicamente  (art.  907)  : 

m^ A«) 

"^''».('-.-)(^-f)-(^-0 

e,  poiché  (art.  916)  : 

o.=  (-l)'*a,«P---!^» 
b1  può  anche  scrivere  : 

M  - Aa;} 


(3) 


<i{x)      ao(l  -  axKl  -  px} ...  (I  -  Xa:)' 
Se  ora  B  è  il  modnlo  minimo  delle  radici  di   ?(a;)  =  0,  cioè  il 
più  piccolo  fra  i  numeri  positivi  mod-,  mod- , . . . ,  modr^,  afBLchè 
si  abbiano  (art.  886)  gli  sviluppi  convergenti: 

=  1  +  ox  +  a*3^  +  . .  . 


1 


è  necessario  e  sofflclente  che  sia  : 

mod(aa:)  <  1,  mod(^x)  <  1  ,  . . . , 
0,  che  è  la  stessa  cosa: 


cioè  6  necessario  e  sofilciente  che  sia  modx  <  H. 

Anzi,  per  raodx  <  R,  gli  sviluppi  (4)  saranno  tutti  aBSolutamente 
convergenti,  cosicché  al  loro  prodotto  si  potrà  sostituire  (art.  838) 
un'unica  serie,  del  pari  assolatamente  convergente  e  procedente 
secondo  le  potenze  intere  e  positive  di  x.  Si   avr&   dnnqae,  per 
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la  (3),  moltlpticaDdo  poi  ulterioriDeiite  la  serie  cosi  ottenuta  pel 
polinomio  finito  f{x),  lo  sviluppo  in  serie  : 


9(a;l 


(5) 


dove  il  secondo  membro  è  una  serie  convergente  per  moda;  <  R. 
Pertanto  : 

Ogni  funzione  razionaìe  di  x  si  può  sempre  sviluppare  in  una 
serie  convergente,  procedente  secondo  le  potenze  intere  e  positive 
di  X,  e  tale  sviluppo  i  valido  per  quei  valori  di  x  il  cui  modulo 
non  superi  il  minimo  fra  i  moduli  delle  radici  dell'equazione  che 
si  ottiene  uguagliando  a  zero  il  denominatore  della  funzione  ra- 
zionale ridotta  alla  sua  piit  semplice  espressione. 

963.  È  importante  di  aggiungere  che  il  cerchio  di  convergenza 
(art,  889)  dello  sviluppo  (5)  ha  per  raggio  precisamente  il  minimo 
modulo  R  delle  radici  di  »{x)  =  0,  semprechè  la  frazione  f(xj  :  !p(x) 
sia  già  ridotta  alla  piii  semplice  espressione.  Ammesso  infatti,  se 
è  poasibìlB,  che  il  raggio  di  convergenza  di  (5)  fosse  superiore 
ad  R,  e  detta  u  nna  radice,  di  modulo  ugnale  ad  R,  dell'  equa- 
zione 9{3:)  =  0,  lo  sviluppo  Po  ^p^x+p^x^^  .  .  .  rappresenterebbe 
(Cap.  IX,  §  13",  Nota  11)  una  funzione  finita  e  continua  per  x  =  bì. 
Ma  si  è  già  dimostrato  che  il  valore  di  questo  sviluppo  coincide,  nd- 
Vinterno  dei  cerchio  di  raggio  E,  col  valore  della  frazione  f{x)  :  ^(a;). 
Dovrà  dunque  la  frazione  f{x)  :  ^(x)  tendere  ad  un  limite  finito  , 
quando  11  punto  x  si  avvicini  indefinitamente  ad  u  senza  uscire 
dall'interno  del  cerchio.  Ciò  richiede  che  sia  anche  f{ui)=Q,  poiché 
altrimenti,  essendo  per  supposto  9(a:)=0,  la  frazione /(a;)  :  ?(a;)  ten- 
derebbe invece  all'infinito.  Le  due  funzioni  f{x)  e  !p(a;)  avrebbero 
dunque  la  radice  io  in  comune,  onde  sarebliero  entrambe  divisi' 
bili  per  x  —  tì,  e  la  frazione  si  potrebbe  sempliflcare,  contro  il 
supposto. 

964.  Effettuando,  come  sì  è  detto,  il  prodotto  degli  sviluppi  (4), 
si  trova  evidentemente  : 

(i-.x)(i-W ...  (1-5)  ''+^'''^''^*''^^--  ■  ■         C) 


v,=2»'?'- 


nH---- 


(7) 

è  la  cosi  detta  funzione  simmetrica  completa  di   ordine  i ,   delle 
a  ,  G  ,  .  .  .  ,  X. 

Moltiplicando  i  due  membri  di  (6)  per   — (6(,+fr,K+ ..•+6„a:")  e 

«0 

confrontando  con  (3),  si  ha  dunque,  per  determinare  i  coefficienti 
Po  rPi  >  Pt  I  •  •  •  dello  sviluppo  (5),  V  identità  : 

—  [&„+  biX+btX*+ ...  +6„x'"j[l-|-V,a:  i-'VtX^+..}=po-{-p,x-Ì-ptX^+.... 
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-  540  — 

Egnagliando  infatti  i  coefflcientì  di  x'  ne!  dae  membri  sì  trors: 

OoPi  =  ^o^i  +  6iV(_,  +  . . .  +  &„V(_„      ,        per  i^m 

ed  (8) 

floPi  =  froV,  -1-  6iV(_i  ■«■,..+  6,Vo  ,        per  »  <  m. 

965.  Del  resto,  i  coefficienti  Po  tpi ,  ■  •  ■  bì  possono  determinare 
più  direttamente,  senza  calcoli  di  fanzioni  simmetriche,  osservando 
che  la  (5),  qoando  si  eostìtaiBcano  in  essa  per  f{x)  e  i{i(x)  ie  loro 
espressioni  (1)  e  (2),  ci  fornisce  l' identità  ; 

6(,+6,x+...+6,,a;"'=(ao+a,!C+...+a„a:'')(po+p,a:+p^'+...)- 

Sviluppando  il  prodotto  nel  secondo  membro  ed  ognagliando 
quindi  i  coefficienti  delle  stesse  potenze  di  x  nei  due  membri,  si 
hanno  infatti  le  infinite  eqaazìonf: 

6o  =  ooPo 

6,  =  a,po  +  OqPi 

6,  =  (ijPo  +  a,p,  +  aop, 


dalle  qoali  si  potranno  calcolare  auccessivamante  ì  valori  di  p^ , 
Pi  ,p^, ....  È  chiaro  che  per  t  abbastanza  grande  tutte  queste 
equazioni  sono  rappresentate  da 

aopi  +  o,p,_j  +  OjPj.,  +  . .  .  +  a„pf_„  =  0  (9) 

È  questa  una  relazione  lineare  omogenea  con  coefficienti  /tifi 
(ao  ,  Oj ,  .  . .  ,  a„)  che  lega  »  +  1  valori  consecutivi  della  succes- 
sione infinita:  Po,  Pi  >  Pt  <  •  ■  •  <  &  partire  da  un  certo  punto  in  poi. 
Ogni  relazione  di  qnesto  genere  bì  dice  ricoTrente  (di  ordine  n], 
e  ai  dice  serie  ricorrente  ogni  serie  pa  +  PjX  +  p^*  +  .  .  .  i  cui 
coefficienti  soddisfino,  da  on  certo  valore  dell'indice  t  in  poi,  ad 
una  relazione  della  forma  (9)  (*).  Vediamo  dunque  che  ogni  fun- 
zione razionale  di  x  sviluppata  secondo  le  potenze  crescenti  di  s 
dà  origine  ad  una  serie  ricorrente. 

966.  Reciprocamente ,  k  facile  riconoscere  che  :  se  la  serti 
Po  +  p,x  +  p,x*  +  .  .  .  è  ricorrente,  esaa  rappresenta,  per  tutti  i  va- 
lori di  X  compresi  nel  suo  cerchio  di  convergenza,  il  valore  di  una 
certa  funzione  razionale  dì  x. 

Infatti,  se  (9)  sia  la  relazione  ricorrente,  coi  coefficienti  costanti 
Oo  ,  af , . ,  . ,  a„ ,  ed  m  sia  il  valore  di  i  a  cominciare  dal  quale 
essa  è  sempre  soddisfatta,  è  chiaro  che  prendendo  : 

*o  =  «oPo 

6i  =  Oii>o  +  a^Pi 

*„=...  +  ajp„_i  +  aoP«  , 

i  «uole  chiaiuare  la  icala  di  rtlasimt»  della  serie  rì- 
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f  6^»  +  .  . .  +  &_!c" 

— =— T ^5-^r  Bviluppata   co- 

f  £i|ic*  +  .  . .  +  a^ac" 
me  all'art,  prec.  darà  luogo*  precisamente  alla  serie  data  : 

Pa+PiX  +  p^*+ 

967.  Se  la  funzione  f^x)  non  ba  alcun  divisore  comune  con  f  (x), 
lo  sviluppo  (5)  avr&  per  raggio  di  convergenza  R  fart.  963)  pre- 
cisamente il  modulo  minimo  delle  radici  dell'equazione  ^(x)  =  0. 
Ciò  accadrà  certamente  se  si  prende  p.  ea.  fìx)  —  l,  Parai^onando 
dunque  questa  determinazione  di  R  con  quella  già  data  all'art.  891, 
8i  giunge  al  teorema  seguente,  che  potrebbe  anche  servire  al  cal- 
colo del  modulo  minima  delle  radici  di  una  data  equazione. 

Essendo  data  l'equazione  di  grado  n  : 

ao  +  a,x  +  a^'  +  .  . .  +  a„x''  =  0,  (i) 

si  determinino  successivamente  gli  infiniti  numeri  Po  t  Pi  i  Pt  i  ■  ■  ■ 
mediante  le  relazioni: 

àoPo  =  i 

aiPo  +  àoPi  =  0 

a,po  +  a,p,  +  aop,  =:  0 

e  la  relaeionB  ricorrente  : 

aoPi  +  aip,_i  +  ajPi^j  +  . 

Se  col  crescere  indefinitamente  di  i  il  rapporto  - 

limite  finito  e  determinato  &,  sarà  R  precisamente  il  modulo  t 
nimo  delle  radici  dell'equazione  a. 

968.  Se  gl'infiniti  numeri  Po  ,  p,  ,  p^  ,  .  .  ■  sonc  legati  da  una  re- 
lazione ricorrente  i 

&oPt  +  a^pi.i  +  a,p,_,  +  . . .  +  a„p<_„  =  0  (A) 

e  tali  che,  col  crescere  di  i  all'infinito,  il  rapporto  pj  :  p^^i  tenda 
ad  un  limite  finito  a,  sarà  in  ogni  caso  a  una  radice  dett'equa- 
zione  : 

»(,  +  ajX  +  a,x»  +  .  .  .  +  a^x"  =  0.  (B) 

Infatti,  poiché  : 

lim^  =  «, 

Bar&  anche  evidentemente  : 

lim^  =  limf  A  .a±ll  =  llm^  .lima»  =  a- 
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—  642  . 
e  Bimilmeote  in  generale  : 


8e  donqne  dividiamo  la  (A)  per  Pi  e  paseiamo  quindi  al  limite 
per  t  =  00 ,  otteniamo  : 

a,  +  flo»  +  Ojffl*  +  .  . .  +  o„a"  =  0 , 


969.  Confrontando  questi  risaltati  col  teorema  dell'  art.  967  si 
può  evidentemente  aggiungere  clic  il  numero  a  così  determinato 
sarà  una  radice  di  modvlo  minimo  deli'eqtiazione  (B). 


I.  Verìfioara  lo  aviloppo  : 

l-Zx  +  2a^=^-*-^^  (2»-  l)«»  +  (2*  -  l)x'+  . 


1  +  (2'  -  3)x  +  (2*  -  4)3!»  +  (2»  -  Sìa:»  + 

B.  Applicare  il  teorem*  dell'art.  967  alla  risolaiìono  dell'eqnaiioDe  : 
23-»  -  Sai!»  +  4a;  - 1  =  0. 


(Pa  +  90)  +  (Pi  +  Si)*  +  (pi  +  fl|)a*  +  .  .  . 
P«9o  +  (po?i  +  Piqo)x  +  tpo?,  +  p,2,  +  Ptg<,)x*  +... 
6  Boale  dì  relaiions  mediante  quelle  della  dna  eerie. 
5.  IfMo  ftw*o  tuppotlo  i  an«ke  etmvtrgtiUe  la  $»rit  ; 

Poqo  +  Piqi  +  Pj^iX»  +  PjqjX*  +  .  .  . 

<Ofr.  D'Ocagiu:  Mémoire  tur  Iti  luita  rieurrtHtta.  Jonma]  de  l'École  Folj> 
technique  LXIV  ;  dove  il  lettore  potrà  trovare  molti  altri  raggnagU  sul- 
l'argomento delle  serie  rioorrenti}. 

1.  Stndiare  la  fraEÌone 
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§  lO.o  —  Le  fnnstonl  ■Immetrlohe  complete. 
Teoremi  bdI  modulo  maiilmo  delle  radici  dt  nn'  eqaaslone. 


970.  Dalla  forinola  (6)  del  §   prec.    risalta   che  easejulo   a  ,^  , 
Y  ,  .  .  . ,  X  le  n  radici  dell'equazione  : 

aox"  +  8,x"-' +  .  . .  +a„.,x  +  a„  =  0,  (1) 

»i  ha  ^identità  : 

^ -=1+V,x+V,x»+  ...  (2) 


dove  : 


v,=2]  «•?'••■>'=[«,?.  ■••.*r''  (3) 


è  la  funzione  aiminetrica  completa,  di  ordine  i,  delle  n   variabili 

Considerando  in  Inogo  della  (2)  l' identità  equivalente  : 

(flo  +  OiX  +  a^x*  +  .  .  .  +  a„a;")(l  +  V^x  +  VjX»  -t- .  . .)  =  oo 

ed  ngaagliando  i  coefficienti  delle  potenze  omonime  di  x  nei  dae 
membri,  si  ottengono  dnnqae  le  formole  : 

a„V,  +  a,  =  0 

OoVj,  +  OjV,  +  a,  =  0 

aoVs  +  a,Vi,  +  o,V,  +  %  =  0 


(*; 


OoV„  +  a,V„_,  +  .  .  .  +  o„_|V,  +  «„  =  0 


somigliantissime  alle  formale- di  Newton  (art.  918-920),  che  per- 
mettono di  calcolare  snccessivamente  le  fanzioni  simmetriche  com- 
plete V, ,  V,  ,  . . .  delle  radici  di  nn'eqnozione,  di  cai  siano  dati 
i  coefficienti,  colla  stessa  facilità  con  cai  le  formole  di  Newton 
permettono  di  calcolarne  le  finzioni  sìmmetricbe  semplici  Si ,  S, 

971.  Se  si  pone  per  brevità  — =  Pi ,  —  =  P(...,  le  (4)  prendono 
la  forma  più  semplice  : 

Vi  +  p.  =  0 

V,+PiVi+ft  =  0  (6) 
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che  6  perfettameote  simmetrica  rispetto  alle  Y  e  alle  p,  coBicchè 
'*  Pi  )  Pi  )  Pa  j  ■  ■  ■  '""o  **  ^'"'t*  t'Olia  le  funzioni  aimmetriche  com- 
plete delle  radici  dell'equazione  : 

X"  +  ViS'-i  +  V,x— '  +  .  .  .  +  V„  =  0. 

Bìsolvendo  le  (5)  rispetto  alle  Pi  ,  Pt  ips  >  •  •  •    o   rispetto   alle 
V, ,  V, ,  Vj  ,  . .  . ,  si  trova  : 


V,=-Pi 


p^=y^*  -  3  V,  'V,+2V,Vs+V,*  -  V.. 


Come  si  vede ,  le  fanzioni  simmetriche  complete  lianno  Balle 
fnnzioni  simmetriche  aempiici  il  vantaggio  ohe  i  coefficienti  p,  , 
Pt  >  Pi  '  ■  ■  •  °'  esprimono  con  fnnzioni  intere,  a  coeffldenU  nume- 
nei  tnteri,  delle  V,  ,  V, ,  V, , 

972.  Polche  Vj  è  Is  somma  di  tatti  qaei  prodotti  delle  variabili 
a  ,^  , ..  .  ,X  che  sono  della  dimensione  i,  h  chiaro  che  U  simbolo 
[a  ,  p  ,  .  . .  ,  X]'*'  rappresenta  V  ordinario  avilvppo  (art.  224)  deOa 
potenza  polinomiale  (a  +  -y  +  .  ,  .  +  X)',  nel  quale  però  tutti  i  coel/l- 
cienti  polinomiali  siano  stati  «oppressi  e  sottitttiti  con  l'unità. 

Dalla  definizione  di  V^  segae  poi  con  pari  evidenza  che  : 

[a , ... ,  X ,  a: , ... ,  «]">=[o , ... ,  X]«+la , ... ,  XJl*-"[a: , ... ,  z] 

(A) 
+[« , ... ,  X]"-»l[« , ... ,  2](»l+...  +  [X , ... ,  e]W. 

973.  Sono  anche  da  notarsi,  come  specialmente  ntìli  nel  calcolo 
delle  fanzioni  simmetriche  complete,  le  due  formolo  segnenti  : 

[x,y,z,...,  fl*=[y ,  z , ... ,  t]('Uaix  ,y,z,...,  (]'*-"  (B) 

ed 

[x,g,..,,  (j'-[y  ,  e  ,  ... ,  t]'={x~y)[x  ,  y  ,  2  , ... ,  (]"-".       (C) 

Di  queste  due  formole  la  prima  è  pressoché  evidente. 

Qaanto  alla  seconda,  essa  si  deduce  dalla  prima  sottraendo 
dalla  (B)  ta  stessa  (B)  in  cui  si  sia  fatto  preventivamente  lo  scam- 
bio di  a;  e  di  y. 

974.  Se  i  numeri  r  ,  a  , .  .  . ,  a  hanno  i  loro  moduli  infaiori  al- 
l'unità, si  ha  : 

S»'''" °l"'  =  (i-rXl-.')...(T-:i)-  W 

Infatti  la  formola  (6)  dell'art.  964  ci  d&: 

(i-..)(i-W...(i-lij'g'^'" ^1+  -  +"" ^!"'l 
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per  tatti  i  valori  di  x  BOddiBfacentì  alle  diBngciaglianze  : 

mod(aa;)  <  1 ,  mod(Px)  <  1  ,  .  .  . ,  mod{X2;)  <  1, 
osBia,  clie  è  la  stessa  cosa  (art.  972)  : 

:lim[l  ,ax,^x, ...  ,  la]") 


(l-ttx}(l-^x)...(l-\x)' 
il  che  appnnro  dimostra  l'asserto. 

976.  Se  la  aucceisione  Po  »  Pi .  Pe ,  ■  ■  •  soddisfa  alla  relazione  ri- 
corrente di  ordine  n  : 

»oP(+a,p,_,+a(P(_s+ ...  +a„p,_„=0    ,    (i=n  ,  n+l ,...)        (5) 

senza  però  soddisfare  ad  una  relazione  ricorrente  di  ordine  infe- 
riore, e  se  l'equazione  : 

aox"  +  a,»"-»  -i-  . .  .  +  a„_,x  +  a„  =  0  (6) 

ha  una  sola  radice  a  {semplice  o  multipla)  di  modulo  massimo,  il 
rapporto  ■pl^.^  :  pj  tenderà  precisamente  al  limite  a,  quando  si  faccia 
crescere  l'indice  i  all'infinito. 

Cominciamo  dall'osaervare  che,  posto  : 

Ao  =  «opo 

Al  =  aopi  +  a,Po 

A,  =  aop,  +  a,p, +  a,po  (7) 


A„_i  =  i»oP„_i  +  aip„_j  +  . . .  +  a„_iPo 

dire  che  la  successione  Po  >  Pi  >  Pj  ■  ■  ■  non  soddisfa  ad  alcuna  re- 
lazione ricorrente  di  ordine  inferiore  ad  n,  equivale  a  dire  che  la 
frazione  razionale  (cfr.  art.  965)  : 

Ao+A,x+A,x*+ ...  +A„  .x""» 

..+..:.+ ...H-..^'"-' =P.+P,I+p.x.+  ...  (8) 

è  irriducibile.  Infatti,  se  1  nnmeri  po  tPx  ,Pj  ■  ■  •  Boddisfacessero, 
da  un  certo  pnnto  in  poi,  ad  una  relazione  ricorrente  di  ordine 
M  -1: 

a'oPi  +  a\pi_i  +  ...  +  a'„_ip(_„+j  =  0 , 

bì  avrebbe  (art.  966)  per  certi  valori  dei  nameri  6o  ,  6i  ,  .  • . ,  ft„  ; 

fcn  +  b.x  +  .  .  .  +  b„x'^ 

.'.t.'..+...+..'.-,»r-°'"-^'''''+''-^+--' 

sicché  la  fì-azione  <8)  sarebbe  evidentemente  ridncibile.  Recipro- 
camente, ee  la  frazione  (8)  fosse  ridncibile,  i  coefficienti  del  aao 
svilappo  in  serie,  che  non  può  farsi  (art.  895)  che  in  nn  sol  modo, 
Boddisferebbero  (art.  965)  ad  nna  relazione  ricorrente  di  ordine 
Inferiore  ad  n. 

Cjipiilli.  — /■(ìtucioni  ili  analiri   algebrica,  S.*   cdiK.  (>9 
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ciò  pnaumm.  se  s.3.7 X  «no  'e  «  latfici  ÌjdlA   •ì ,  a. 

<L,p^=A^rz  i — *:'"-Xj;«.5.-_ì;"-«-_-a^«-! — x^'-*--.  s 

dove  ci  à  lecita  nrenere  eòe  z  sa  L'miùa  iwfiee  dì  inadala  buéi- 

Simo,  e  i^undi  aoelie  ehe  i  rappom   - -  abbiano  i  ìom  m-ì- 

dnli  ia&rion  a.l'xii:i:^  an^fmdU  s  ma  nadc*  jnq«Bn- 

Faweuidi)  ora  al  limire  p«r  i  =  x ,  Ìa  .  10^  ci  dà  appvDU,  cobk 
»  di^.-veva  din 


^.ieiitt  LI  omoeraiare  «d  il  dmommacocv  della  frsanUK  cbr  «a  ■«! 
aftc'iiido  uembro.  tendano  t  art.  yi*  .  per  ì  =  k  ,  allo  stesso  liaùte: 


Potrebbe  fare  eeeezioDe  9>:)ltanto  il  caso  ia  eoi  questo  lìmite  eo- 
mane  fo«»e  ornale  a  zero.  Xa  allora  a~'  sarebbe  radice  comone 
al  denomioatr.re  e  al  nnmeratore  della  frazione  geBerstrìce  >8).  la 
qnale  sarebbe  per  eonsegmenza  ridacibile,  eontn  il  sapposto  <.*:. 


1.  I  Tklori  4UUe  I 

8,  =  a*  +  J'  +  . . .  +  i* 
d«lla  >  Tkdìei  dell'aqnacioiia  : 

Ooar"  +  (i,ar^*  +  . . .  +  o,_,a:  +  a,  =  0 
■i  poaKMio  dadoire  d»  quelli  d^a  fkuuìoni  •immstrieba  eonplftto  : 
V^  =  [a  ,  ^  ,  .  .  .  ,  1JI*J 


f*f  La  dimoatracioD*  qui  dmtk  ode  in  difetto  quuido  a  sia  radice  mal- 
tipla.  Il  teorema  Begnit*  però  a  ■asaistere  anche  in  questo  caso  {ctr.  Bn- 
dieottU  dàUt  B.  Aee.étUt  SeUitae  di  SopoH,  I.afftio  189$>. 
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m«difttite  le  relazioni  : 

aoSj=n(»oV,+{n— l)a, 
aoSt«=naoV,+  (n  -- 1  )o,V,+{n-2)a, 

floS(=nOoV(+{n-l)a,V,_i+(fl-2)ajV(.,+  . 


(Cfr.  Croechù-  OionaU  «U  BaUoglini,  Voi.  XTIH,  1880). 

ì).  Se  l'eqoktioDe  aoZ*-|-a,z"~'  +  . .  .  +0^  =  0  ha  tutte  le  rftdicì  reftli  • 
positive,  il  lafpoTio pu^:f^,  definito  aJrart.  9T5,  tenderà  per  i=w,  tempre 
per   eccetto,  lOla  massima  rsdioe  positiva  (C&.  Stnd.  Acc.  Sciente   Napoli , 
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CAPITOLO  XUI. 


TEORIA  GENERALE  DELLA  DIVISIBILITÀ 

E  dell'eliminazione. 


§  1.°  —  QnMlente  e  retto  di  due  fanxlonl  intere. 
Noxlone  di  campo  di  raalonalltà. 

976.  Le  cose  dette  all'art.  541  circa  il  quoziente  ed  il  resto  di 
due  funzioni  intere  f{x)  e  if(x}  a  coefficienti  razionali  sussistono 
del  tutto  inalterate  se  i  coefficienti  di  f{x)  e  •^[x)  siano  anche  na- 
meri  irrazionali  od  imaginarii.  Cioè:  se  f(x)  e  ^(x)  sono  due  fun- 
zioni intere  di  s.  a  coefficienti  compietti,  risp.  dei  gradi  m  ed  a 
(m5D)>  etietono  due  funzioni  intere  Q(x)  ed  B(x),  la  prima  del 
grado  m  —  n,  la  teconda  di  grado  inferiore  ad  n,  tati  da  averti 
identicamente  : 

f(x)  =  Q(x)f(x)  +  R(x). 

Tali  funzioni  Q{x)  ed  R(x)  m  possono  determinare  soltanto  in  un 
unico  modo  e  ai  chiamano  risp.  il  quoziente  ed  il  resto  della  di- 
visione di  f(x)  per  tp(x). 

È  però  importante  di  notare  che  i  coefficienti  di  Q(a;)  ed  R(a;) 
si  otcent;ono  in  ogni  caso,  come  è  manifesto  dalla  dimostrazioDe 
stessa  dell'art.  541,  operando  sni  coefficienti  di  f(x)  e  <b(x)  colle 
sole  quattro  operazioni  fondamentali  di  moltiplicazione,  addizione, 
sottrazione  e  divisione.  Per  conseguenza  : 

l")  Se  i  coefficienti  di  ^  e  tp  sono  tatti  numeri  razionali,  an- 
che f  coeiBcienti  di  Q  ed  R  saranno  nameri  razionali. 

2°)  Se  ì  coeiBcienti  di  ^  e  <fi  sono  nnmeri  reali  (razionali  od 
Irrazionali),  anche  i  coefficienti  di  Q  ed  R  saranno  numeri  l'eali. 

3")  I  coefficienti  dì  Q  od  R  soltanto  allora  potranno  essere  af- 
fetti da  imaginarietà,  quando  Io  siano  i  coefficienti  di  ^  e  «i. 

Queste  proprietà  si  possono  però  riassumere  in  unico  enunciato 
anche  più  generale  mediante  la  nozione,  che  ora  passiamo  ad  in- 
trodurre, di  canino  di  razioncdità, 

977.  Se  un  aggregato  di  infiniti  numeri  gode  della  proprietà  che 
il  prodotto,  la  somma,  la  differenza,  il  quoto  di  due  qualunque  fra 
essi  sia  sempre  nn  namero  appartenente  alto  stesso  aggregato,  si 
suol  diro  che  questo  aggregato  costituisce  nn  campo  di  raxioHaìità. 

Cosi,  ad  esempio,  l'insieme  dì  tutti  i  numeri  razionali,  che  d'orft 
innanzi  chiameremo  di  preferenza  a  scanso  di  equivoco  numeri 
commensurabili  (cfr.  art.  313),  costituisce  un  campo  di  razionalità, 
poiché  il  prodotto,  la  somma,  ecc.  di  due  numeri  commensurabili 
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b  pure  evidentemente  un  numero  cotnmensnrabile.  Lo  stesso  di- 
casi dell'insieme  di  tatti  i  numeri  reali  e  dell'insieme  di  tutti  i 
numeri  complessi.  Invece,  l'insieme  dei  soli  numeri  iucommensu- 
rabili  non  costituisce  un  campo  di  razionalità,  poiché  il  prodotto 
di  due  numeri  inoommenBurabilì ,  come  p.  es.  (l  +  v'2}(l  — ^2), 
può  anche  essere  commensurabile. 

Come  altro  esempio  di  campo  di  razionalità  possiamo  citare  l'in- 
sieme di  tatti  f  numeri  della  forma: 

a  +  b'Ji 

ove  a,  b  sono  Dumeri  commensurabili.  II  lettore  riconoscerà  in- 
fatti facilmente  come  il  prodotto,  la  somma,  ecc.  di  due  numeri 
di  questa  forma  si  possa  sempre  ridarre  a  questa  etessa  forma. 

978.  Se  C  è  un  campo  di  razionalità,  esso  conterrà  necessaria- 
mente  fra  i  tuoi  elementi  i  numeri  1  e  0. 

Infatti,  se  a  è  un  numero  qualunque  di  C,  dovrà  il   campo   C 

contenere,  per  la  sua  stessa  definizione,  il  quoto  -  e  la  differenza 
a  -  a,  cioè  appunto  i  numeri  1  e  0. 

979.  Fili  generalmente:  ogni  campo  di  razionalità  contiene  entro 
di  gè  Vintiero  campo  di  razionalità  formato  dall'intieme  di  tutti 
i  numeri  commensuràbili  (positivi  e  negativi). 

Invero,  poiché  C  contiene  i  numeri  1  e  0,  conterrà  anche  i  nu- 
meri 1+1  ,  3-H+l  , .  .  .  ed  i  numeri  0-1  ,  O-l-l  ,0-1-1-1 ,... , 
cioè  tutti  i  numeri  interi  positivi  o  negativi.  E  per  conseguenza, 
se  a  e  ^  sono  due  interi  qualunque,  conterrà  anche  il  loro  quoto 

■:  cioè  appunto  ogni  numero  commensurabilG. 

? 

980.  Se  un  certo  insieme  H  di  numeri  non  costituisce  un  campo 
dt  razionalità,  l'insieme  di  tutti  i  numeri  ohe  si  possono  ottenere 
operando  fra  i  numeri  di  H  colle  quattro  operazioni  fondamentali, 
formerà  però  evidentemente  un  campo  di  razionalità  che  indiche- 
remo con  [H]  e  chiameremo  per  brevità  il  campo  di  razionalità 
definito  dai  numeri  di  H. 

Così  ad  esempio  il  simbolo  [1]  potrà  rappresentare  il  campo  di 
razionalità  dei  numeri  commensurabili  ;  giacché  ogni  numero  com- 
mensurabile si  pu6  dedurre  dal  numero  1  (cfr.  art.  978  e  979)  me- 
diante le  quattro  operazioni  fondamentali.  Il  simbolo  [l  ,  •Jì] 
rappresenterà,  al  pari  del  simbolo  equivalente  piti  semplice  [^/3J , 
il  campo  di  razionalità  formato  (ctr.  art.  977)  dall'insieme  di  tatti 
1  numeri  della  forma  : 

a  +  6^/2 
con  a,  b  commensurabili. 

Dopo  queste  poche  nozioni  sui  campi  di  razionalità  è  senz'altro 
manifesto  che  tutto  le  osservazioni  da  noi  fatto  all'art.  976  si  tro- 
vano assorbite  nel  seguente  enunciato  generale:  t  coefficienti  del 
quoziente  e  del  resto  della  divisione  fra  due  funzioni  intere  f(x) 
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e  <f{x)  appartengono  al  campo  di  ranionatità  definito  dai  coiffi- 
denti  di  Ì\x)  e  f(x). 

Vot*  ed  Ba*»ì*L 

1.  Se  H  6  un  certo  ÌDeieme  di  numeri,  il  campo  di  rkEionalilà  [H)  t 
contenuto  in  ogni  campo  di  resionslità  che  ODDteiig&  tntti  i  nomerì  di  B, 

2.  Dimoetr&re  rhe  il  oenpo  di  ruionaliUt  lV2  ,  \/6]è  ooBtitnitodft tatti 
e  «oli  i  nnineri  della  forme; 

a  i-b-j2  +  c^/3  +  d^/6 

eesendo  a,  b,  e,  d,  numeri  oommenearebili. 

8.  Dimostrare  ohe  il  campo  \_^2  ,  \/2j  èreppreaentatodal  tipoKenerico: 

a  +  &V2  +  e  V4  +  V'SU  +  Ciyj2  +  1^*/. 
eesendo  a  ,  b  ,  e  ,  ti ,  ^  ,  y  nameri  oommeneorabili. 
4.    Dimostrare   che   il    oempo   di    ruionalità   (\/2,  ^s]    non  contiene 

V2,  né  \/8. 

%  2.»  —  DlTlilbUltà  delle  funzioni  Intere 
rispetto  ad  un  dato  campo  di  railonaUtfa. 

981.  Essendo  F{x)  e  <!>{x)  due  funzioni  intere  a  coeflBcienti  qna- 
lisivog]iano,  razionali,  reali  o  complessi,  sì  dirà,  precisamente  come 
nel  caso  di  coefficienti  razionati,  che  4>(x)  è  nn  divisore  di  V(x}, 
se   esiste  una  funzione  intera  Q<3;)  taio  da  aversi  identicamente  : 

r(x}  =  Q(a;)*[a=). 

Si  dir&  poi  che  due  finzioni  intere  sono  prime  o  non-prime  fra 
loro,  secondocbè  esse  non  ammettano  od  ammettano  qualche  di- 
visore cornane  variabile  (cioè  almeno  di  !<•  grado).  Si  è  detto  va- 
riabile perchè  ogni  funzione  costante  (cioè  di  grado  zero)  si  può 
considerare  ancbe  qui  (cfr.  art.  543)  come  divisore  di  qualsiasi 
fanzione  intera. 

982.  Ciò  premesso,  date  dna  funzioni  intere  f[x)  ed  fi{x)  ,  per 
riconoscere  se  esse  siano  o  non  siano  prime  fra  loro,  si  procederi 
precisamente  come  all'art.  545,  cioè  si  costrair&  la  successione  di 
ftauzioni  intero  : 

fXxì  ,  f,(x)  ,  f,lx)  ,...,  f^,{x)  ,  f,^.,{x)  =  C08t.e  =  C  (1> 

Ognuna  delle  quali  è  il  resto  della  divisione  dell'  antiprecedente 
per  la  precedente,  e  l'ultima,  /r+t(x),  è  una  semplice  costante.  E 
si  avrà  anche  qui  che:  se  la  coatante  C  è  dioersa  da  zero,  le  due 
funzioni  {  e  f  sono  prime  fra  loro;  se  sia  invece  C— 0,  esse  hanno 
certamente  qualche  divisore  comune  variabile ,   e  predeamente   a- 
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vranno  a  àiviiori  comuni  la  funzione  f,+,(x),  nonchi  ogni  divisore 
della  f^„(x). 

983.  Quando  C  =0,  la  ftiDzione  fr+i(x)  si  chiama  il  massimo  co- 
mun  divisore  di  f{x)  ed  fi{x).  Dalla  coBtrazloue  stessa  delle  (1) 
se^e  percaato  (cfr.  art,  9tJ0)  che  ti  massimo  comun  divisore  di 
f(x)  ed  f,rx)  ha  i  suoi  coefficienti  appartenenti  al  campo  di  razio- 
nalità definito  dai  coefficienti  di  ffx)  ed  f|(x). 

Dì  qui  il  corollario;  se  due  funzioni  f(x)  ed  f,(x)  hanno  un  di- 
visore comune  con  coefficienti  estranei  al  campo  di  razionalità  de- 
finito dai  loro  propri  coefficienti,  esse  hanno  anche  un  divisore  co- 
mune variabile  con  coefficienti  appartenenti  al  campo  stesso  defi- 
nito dai  loro  coefficienti.  Qaindi  in  particolare  : 

a)  8e  due  funzioni  intere  di  x.  a  coefficienti  commensurabili 
non  hanno  alcun  divisore  comune  a  coefficienti  commensurabili , 
esse  non  hanno  neanche  alcun  divisore  comune  a  coefficienti  reali 
a  complessi. 

h)  Se  due  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  reali  non  hanno 
alcun  divisore  comune  a  coefficienti  reali,  esse  non  possono  neanche 
avere  un  divisore  comune  a  coefficienti  complessi. 

984.  ite  una  funzione  intera  è  un  divisore  del  prodotto  di  due 
funzioni  intere  ed  è  prima  con  l'una  di  esse,  dovrà  essere  un  di- 
visore dell'altra. 

Lfi  dimostrazione  è  identica  a  quella  dell'  art.  546  per  il  caso 
di  funzioni  a  coefficienti  commensurabili. 

985.  Dalle  cose  dette  all'art.  983  risuttaTa  che  se  due  funzioni 
intere  sono  prime  fra  loro  nel  campo  di  razionalità  definito  dai 
loro  coefficienti,  esse  resteranno  sempre  prime  fra  loro  comunque 
si  estenda  il  campo  di  razionalità. 

Qnesta  osservazione  è  importante,  poiché  essa  ci  mette  in  evi- 
denza che  la  proprietà  che  possono  avere  due  funzioni  intere  di 
essere  prime  {o  non-prime)  fra  loro  è  indipendente  dal  campo  di 
razionalità  nel  quale  s'intendono  scelti  i  coefficienti  dei  loro  pos- 
sibili divisori.  Egli  6  per  tal  ragione  che  si  è  stimato  inntile  par- 
lare di  fanzioni  prime  fra  loro  rispetto  ad  un  dato  campo  di  ra- 
zionalità e  si  6  inrece  parlato  soltanto  di  funzioni  prime  fra  loro 
in  senso  assolato,  cioè  rispetto  al  campo  più  generale  di  nameri, 
qaelio  dei  Qnmeri  complessi. 

966.  La  cosa  è  però  ben  diveraa  per  quanto  riguarda  il  con- 
cetto di  funzione  prima  in  sé  stessa,  poiché  nna  stessa  funzione 
potr&  non  avere  alcun  divisore  net  campo  di  razionalità  definito 
dai  propri  coefBcienti,  ma  potrà  averne  qualcuno  in  un  campo  di 
razionalità  piti  esteso. 

Cosi,  ad  esempio,  la  funzione  intera  x*  — 3,  che  b  prima,  cioè 
non  ha  alcun  divisore ,  nel  campo  dei  numeri  commensarabiU , 
ammette  invece  dei  divisori  a  coefficienti  reali,  poiché  si  ha  iden- 
ticamente : 

X*-  S=.(x-ì-<j3')ix-^l). 
Similmente  la  funzione  a;*  -f  3  che  è  prima  anche  nel  campo   dei 
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nameri  reali,  cessa  di  essere  tale  nel  campo  del  nnmerj  complessi, 
poiché  in  questo  campo  si  ha  ideniioamente  : 

x*  +  3  ={x  +  iS)(x  -  tVa). 

Noi  diremo  pertanto  che  una  funzione  intera  è  prima  rispetto 
ad  un  certo  campo  di  razionalità  C,  se  essa  non  ha  alcun  divi- 
sore con  coefficienti  appartenenti  «I  campo  C. 

Avvertiamo  però,  nna  volta  per  sempre,  che  noi  non  ci  occupe- 
remo che  di  campi  di  razionalità  i  quali  contengano  già  tutti  i 
coefficienti  della   fnnzione  di  cai  si  tratta. 

È  senz'altro  chiaro  che  le  funzioni  di  lo  grado,  il  cai  tipo  più 
generale   è  ax+b,  sono  prime  in  qualsivoglia  campo  di  razionanti. 

987.  Nel  campo  di  razionalità  dei  numeri  complessi  non  esistono 
funzioni  prime  all'infuori  delle  funzioni  di  V."  grado. 

Sappiamo  infatti  (art.  908)  ohe  nna  funzione  intera  di  grado  su- 
periore al  primo  si  può  sempre  spezzare  net  prodotto  di  funzioni 
intere  di  1°  grado  a  coefficienti  complessi. 

988.  Nel  campo  dei  numeri  reali  le  sole  funzioni  prime  sono  le 
funzioni  di  1°  grado  e  le  funzioni  di  2"  grado  a  radici  imagi- 
narie. 

Infatti,  ogni  funzione  a  coeflloienti  reali  si  può  sempre  decom- 
porre (art.  946J  in  un  prodotto  di  funzioni  intere  a  coefficienti 
reali  di  !•>  o  di  2»  grado.  D'altra  parte  una  fnnzione  di  2»  grado 
aa»  4-  6a:  +  e  con  entrambe  le  radici  a  e  fi  reali  darebbe  luogo  al- 
l' identità  : 

ax^  +  bx  +  c  =  a(x  —  à)(_x  —  fi) , 
opperò  non  sarebbe  prima  nel  campo  dei  numeri  reali. 

9$9.  Nel  campo  dei  numeri  commensurabili  esistono  invece  fun- 
zioni prime  di  gradi  quanto  si  voglia   elevati. 

Cosi,  ad  esempio,  se  j)  è  nn  numero  primo  grande  quanto  si 
voglia,  la  funzione  : 

3^  +  xP-'  +  icP*'  +  . .  .  -I-  a;  -(- 1 

è  prima  nel  campo  dei  numeri  commensurabili;  poiché  è  stato  di- 
mostrato che  essa  non  si  può  spezzare  identicamente  nel  prodotto 
di  funzioni,  di  grado  inferiore,  a  coefficienti  del  pari  commensu- 
rabili. 

990.  Se  una  funzione  f,  prima  nel  campo  di  razionalità  C,  di- 
vide il  prodotto  F*  di  due  funxioni  con  coefficienti  appartenaiH 
a  0,  dovrà  essere  un  divisore  di  F  o  di  4». 

Infatti,  se  f  non  è  divisore  di  F,  sarà  prima  con  F,  giacché  il 
massimo  comun  divisore  di  f  ed  F,  avendo  i  suoi  coefficienti  nel 
campo  C,  non  potrebbe  essere  un  divisore  di  f  che  è  prima  in  C. 
Ma  se  /*  è  prima  con  F,  dovrà  dividere  *  (art.  984),  polche  divide 
il  prodotto  F*. 

991.  Se  una  funzione  prima  nel  campo  di  razionalità  G  divide  il 
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prodotto  di  più  funzioni  prime  nello  stetBO  campo  0,  dovrà  coin- 
cidere con  una  di  eaae  a  meno  di  wn  fattore  costante. 

Infatti,  se  f  non  coincide,  a  meno  di  nn  fattore  costante,  colla 
prima  delle  funzioni  che  compongono  il  prodotto,  non  potrà  nean- 
che dividerla,  e  quindi,  per  il  teorema  precedente,  dividerà  il  pro- 
dotto delle  altre,  ecc. 

993.  Una  funzione  che  non  sia  prima  In  nn  certo  campo  C,  am- 
mette come  divisore  almeno  un»  funzione  prima,  che  sarà  noo  fra 
quelli  dei  suoi  divisori  Tarìabili  che  ha  il  pia  piccolo  grado.  Per 
tal  guisa  si  concepisce  che  una  funzione  non  prima  potrà  sempre 
decomporsi  in  un  prodotto  di  funzioni  prime. 

Infatti,  se  una  funzione  F  non  è  prima,  ammetterà  almeno  un 
divisore  primo.  Se  il  quoziente  di  F  per  questo  divisore  non  è 
primo,  ammetterà  esso  pure  almeno  un  divisore  primo,  e  così  via. 
Ma  i  gradi  dei  quozienti  vanno  aaccessivamente  diminuendo  ; 
quindi  si  perverrà  ad  nna  funzione  prima  e  la  funzione  F  si  tro- 
verà cosi  decomposta  in  un  prodotto  di  funzioni  prime. 

993.  Tale  decomposizione,  non  tenendo  conto  dei  fattori  costanti, 
non  può  farai  che  in  un  unico  modo.  Suppongasi  infatti,  se  è  pos- 
sibile, ohe  si  sia  nasciti  a  decomporre  una  atessa  funzione  F  una 
volta  nel  prodotto  : 

G-H-I... 

di  funzioni  prime,  e  un',  altra  volta  nel  prodotto  : 

G'HM'... 

di  funzioni  pure  prime,  dove  le  funzioni  G  ,  H  ,  I , .  . .  possono 
essere  uguali  tra,  loro  in  tutto  od  in  parte,  e  cosi  le  G',  U',  I', .... 
Allora  la  funzione  G,  dividendo  il  prodotto  0-H-I .  . .  ,  dividerà 
anche  il  prodotto  G'-H'-I'...  che  forma  la  stessa  funzione  F.  Ma 
la  funzione  G  è  prima;  quindi  dev'essere  uguale,  (art.  991)  ad 
una  delle  G',  H',  I', .  .  .  ,  per  esempio  alla  G'.  Allora  i  prodotti 
H-I  ...  ed  H'-I' . ,  .  formano  una  stessa  funzione,  e  quindi,  come 
prima,  la  funzione  H  dev'essere  uguale  ad  una  delle  funzioni  H', 
I',  . .  . ,  p.  es.  alla  H',  e  cosi  via.  Dunque  i  prodotti  G-H-I ...  e 
G'-H'-I' . .  .  debbono  essere  composti  cogli  stessi  fattori  primi. 

994.  Converrà  pcr&,  a  scanso  di  equivoco,  enunciare  il  risultato 
dell'art,  prec.  come  segue  :  fissato  un  certo  campo  di  razionalità 
C,  ogni  funzione  intera  data  di  x  si  può  decomporre  in  un  unico 
modo  in  un  prodotto  di  funzioni  intere  che  godano  delle  due  pro- 
prietà: 1°)  di  avere  per  coefflcienti  dei  numeri  appartenenti  al 
campo  C  ;  2»)  di  essere  prime  riipetto  a  questo  campo  di  razio- 
nalità. 

Variando  il  campo  di  razionalità,  può  variare,  come  si  è  già 
notato  {art.  986)  la  decomposizione  della  funzione  data  in  funzioni 
prime;  cosicché,  a  maggiore  schiarimento  di  quanto  si  è  enunciato 
BLgVi  articoli  965  e  993,  si  può  aggiungere  quanto  segue  :  se  in 
luogo  del  campo  di  razionalità  C  al  quale  appartengono  i  coeffl- 
Cahoai.  ~  Jflitvaiotù  di  anaUti  atgabriaa,  &.■    cdii.  70 
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denti  di  due  funzioni  intere  {(x)  ed  fi(x),  si  voglia  considerare 
un  campo  di  razionalità  più  esteso  C  {cke  comprenda  però  eatro 
di  sé  il  campo  C)  ciascuna  delle  funzioni  fì[x)  ed  f^ix)  potrà  ac- 
quistare dei  divisori  primi  che  non  aveva  nel  campo  C.  Però  il 
loro  massimo  comun  divisore  resterà  inalterato. 


995.  Notiamo  ancora  che  alcune  volte  in  luogo  della  locuzione 
funzione  prima  si  usa  la  locuzione  funzione  irreduttibile.  Quando 
ai  dice,  senz'aggiungere  altn  schiarimenti  o  restrizioni,  cbe  una 
funzione  intera  è  irreduttibile,  si  intende  dire  che  essa  è  prima 
nel  campo  di  razionalità  definito  dai  suoi  coefficienti. 

996.  Prima  di  chiudere  questo  §  osserveremo  che  la  ricerca  del 
massimo  comun  divisore  di  due  funzioni  intere  Fix)  ed  F,(x)  è 
indispensabile  per  ridarre  alla  sua  pift  semplice  espressione  una 
funzione  razionale  R(x)  data  e  già  ridotta  alla  forma  (cfV.  arti- 
colo 407)  : 

F.(3:) 

Invero  se  D(o:)  sìa  il  massimo  comon  divisore  dì  r,(x)  ed  F(a:),  si 
potrà  scrivere  identicamente  : 

F,(x)  =  D(ir}-/'i(a:)  ,  -^(^)  =  D{x).f{x) , 

essendo  ora  f^{x)  ed  f^{x)  prime  fra  loro,  e  quindi  : 

R(«)  =  '^'.  {«) 

997.  È  questa  l'espressione  più  semplice  di.  R(3:),  poicbè  se 

i  una  qualunque  delle  espressioni  di  R(x)  sotto  forma  di  quoto  di 
funzioni  intere,  dovrà  essere  identicamente  : 

*,(x}  =  Q(x)f^(x)     ,     *(x)  =  Q(s)f{x), 

essendo  Q(x)  una  certa  funzione  intero  di  x. 
Dalle  ta)  e  (6)  segue  infatti  : 

f,{x)<l>ix)  =  f(x)if,(x).  {■:) 

Quest'  identità  ci  dice  che  ^,(a:)  divide  il  prodotto  f{x)i>,(x).  Ma 
essa  è  prima  con  fi.xì  ;  onde  dovrft  dividere  (art.  ^984)  il  fattore 
4j(a:).  Sarà  dunque  appunto  : 

♦,(»)  =  QW,(.) 

e  qalndi  poi  anche,  come  si  vede  dalla  sostitazioiie  di  questa  e- 
BpreSBione  di  *,{a:)  in  (y)  : 
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n'otv  ed  Eivrcln. 

1,  Dimostrare  che  so  ana  funzione  intera  di  z  a  coefficienti  commeuau- 
rabili  è  divisibile  per  x  f  y'^i  6»sa  è  anche  divisibile  per  x—  -Jl. 

2.  Si  6  già  notato,  come  del  resto  dimostreremo  in  segaito  [ofr.  Capi- 
tolo XV,  §  2°,  Noto)  che  Ja  funzione  intera  r''-'  +  x^->+  ...  +  x  +  1  (ove 
}i  à  un  numero  primo)  non  ammette  alcun  divisore  a  coefficienti  commen- 

Sapendu  ciò,  decomporre  la  fnnzioDe  x'^—X  nei  suoi  fattori  primi  a  coef- 
ficienti commensurabili.  E  dimostrare  similmente  cbe,  decomponendo  la 
fancione  ^'P— 1  nei  soci  fattori  primi  a  coefficienti  commensurabili,  bì 
trova  come  risultato  : 

XCa;*^'  -k""  *+a!''-'-a:''-*4-...+ 1). 

S.  Aggii'nfcevemo  qui  atcTtne  oeservazioni  assai  importanti  per  ricono- 
scere se  una  data  equazione /(3r)  =  0  a  coefficienti  commenBurabili  aia  o 
no  irreduttibile  nel  campo  dei  numeri  commensurabili,  cioè  se  /(x)  sia  o 
no  prima  ne!  campo  di  questi  numeri.  Eseguendo  sull'equazione  la  tra- 
sformazione s^=-ky  ove  fe  à  nu  numuro  commensurabile  convenientemente 
scelto,  BJ  può  sempre  fare  in  modo  (cfr.  Gap.  XIV,  §  B")  che  il  primo 
coefficiente  in  fix)  abbia  il  valore  1  e  gli  altri  coefficienti  riescano  ua- 
mori  interi  ;  od  è  chiaro  che,  se  l'equazione  f{x)  =  06  riduttibile,  lo  sarà 
anche  la  trasformata  e  reciprocamente.  Possiamo  dunque  ritenere: 

/(se)  =  x^i-  «la:''-'  +  a^xV--^  +  .  .  .  +  a^ , 

essendo  a^  ,  a^  ^  ,  .  .  ,a     numeri  interi  ;  e  se  fix)  sia  ridnttibìle,    cioè,    se 

/■(»)  =  ,(«).«>:),  Il) 

essendo  <f(.x)  e  i({x)  due  funzioni  intere  di  gradi  inferiori  nt  ed  n  potremo 
ritenore  ohe  anche  il  primo  coefficiente  di  f(x)  abbia  il  valore  L;  poiché 
se  avesse  il  valore  s,  basterebbe  dividere  per  a  tutti  i  coefficienti  dì  i^x) 
e  moltiplicare  per  a  tutti  quelli  di  i}r(2).  Allora  perO  anche  il  primo  coef- 
ficiente di  <^x)  avrà  il  valore  I,  come  sì  riconosce  uguagliando  in  (l)  i 
coefficienti  dì  si*  nei  due  membri. 

Si  ha  ora  il  seguente  importante  teorema  dovuto  a  Quutt  (*|  :  «e  <uw 
funzione  intera  di  \  a  coefficifnti  interi  e  eoi  dirimo  coe^àenie  uguale  all'vnitd 
i  ideniicammU  ugvaie  al  prodotto  di  dve  /unzioni  ifUere  di  %  a  coefficienti  ra- 
zionali e  col  primo  coefficiente  uguale  all'  unità,  anche  gli  altri  coefficitnti  di 
quett'ultimó  /arnioni  laranno  numeri  inferi. 

In  virtù  di  questo  teorema  basterà  dunque  ricercare  se  sia  possibile 
soddisfare  alla  identità  (1)  prendendo  per  coefficienti  di  9  e  ij<  dei  nnmert 
interi;  0  ciò  si  potrà  sempre  accertare,  corno  non  è  diffloile  riconoscere, 
mediante  un  numero  limitato,  atitgnahile,  di  tentativi. 

4.  Per  dimostrare  il  teorema  ora  citato  di  Gauss,  giova  premettere  il 
lemma  seguente. 

Se  ^(s)  B  iji(i)  «Olio  due  /uniioni  Intere  di  x  con  coefficienti  inferi  e  >e  il 
prodùtla  9(1). ^(i),  tviluppaCo  ed  ordinato  fecondo  le  potenze  dì  t,  io  tutti  i 
tuoi  coefficienti  diviiibili  per  un  eerto  numero  primo  p,  l'  una  o  l'  altra  dell» 
due  /unzioni  ip(x)  ,  <j<x)  avrà  tatti  >  tuoi  coefficienti  divitibili  per  p. 

(*)  DiiquitUione*  arithmeticae.,  art.  42. 
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9(a:)  =  a^  +  OjX""*  +  .  . .  +  a„ 

^(a:)=  6(^"  +  &,a:"~'  +  .  .  .  +  6^ 

le  due  faniìonì,  e,  supponendo,  sé  k  possibile,  il  contrario  di  qa&nto  si  è 
enunciato,  tiano  o^j  e  ^t,-X  '  P"™'  coefficienti  di  /(at)  e  9(1)  non  divi- 
sibili per  j),  a  contare  dall'ultimo,  cosicché  a  _:.,  ,  o  _,-^.» '■— i+i  1 

^«-»+»'"'  **''*°'>o  tatti  divisibili  per  p.  Il  coefficiente  di  i'"**  nello  stì- 
lappo  di  ^(«).'{<x)  euendo  dato  da  ; 

a„_ift«_»  +  o„-j+i&«_)i_i  +  o«_.+t''«-»-j  +  •  •  • 
+  a»_(-ifi«-*+i  +  a»-i-^fr«-»-n  +  •  •  • . 
dove  tatti  i  termini  dal  secondo  in  poi  contengono  %%i.  nn  fattore  dirai- 
bile  per  p,  e  dovendo  per  il  dato  del  teorema  essere  divisibile  per  f,  a 
chiaro  che  anche  il  primo  termina  a^-^^i,\  dovrà  essere  divisib:le  perp. 
Qnindi  l'ano  a  l'altro  dei  dae  coefficienti  dovrebbe  essere  divisibile  per  p 
contro  il  sapposto.  Il  lemma  resta  oosl  dimostrato. 

5.  Ci  é  ora  facile  dedurre  il  teorema  di  Gauss.  Sia/(«}  =  o{x>f<z),  dee 
fix)  ha  il  primo  coeffic-eute  ugnale  ad  1  e  ^li  Altri  nomeri  interi.  Biano  poi 

f  (a;)  =  a;"  +  &,»:"'"'  +  .  .  .  +  6„ 

i({x)  =  a;''  +  Cia:""*  +  . . .  +  c„ , 

izi anali.  Indicando 

i  potrà  anche 

9(a=)  =  ^j*'o*"  +  &'i«""'  +  ■  •  •  +  6'-! 


*C«)  -  -^j  c'oat"  +  c>"-'  +  .  . .  +  e',  t . 

dove  ora  le  V  e  e'  sono  numeri  interi.  Si  ha  cosi  l' identità  : 

B-C./(3:)  =  (ÒV"  +  6",a;"'"'  +  . .  .)-{cV  +  c'iK"-'  +  . . .) 

dalla  qaale  apparisce,  per  il  lemma  sopra  dimostrato,  che  ano  qntJnnqne 
dei  fattori  primi  del  prodotto  B.O  dovrà  dividere  o  tatti  i  numeri  h\ ,  b\ ,-. 
o  tatti  i  nameri  e',  ,  b',  ,  .  . .  .  Dividendo  qaindi  per  questo  fattore  primo, 
l' identità  precedente  si  cambìerà  in  nn'  altra  affatto  simile  che  sì  potrà 
di  nnovo  semplificare  successivamente  finché  dal  primo  membro  sia  spi- 
rito completamente  il  fattore  B.C.  Besterà  allora: 

f(x)  -  {&''oa;'"  +  6",a!'"'»  +  . .  .)(c"oa;"  +  c",a!"-'  +  ■■•). 

dove  le  b"  e  e"  sono  ancora  numeri  interi.  Inoltre,  poiché  il  primo  coef- 
ficiente di  /(,x)  =  0  è  1,  dovrà  essere  b''„.c\  =  1  e  quindi  in  valore  assolaW 
b'\  =.  c"g  =  1.  Si  potTÀ  dunque  scrivere  : 

f(x)  =  {x"  +  6",a:"-»  +  . .  .){x"  +  e",»—»  +  . . .) 

con  che  il  teorema  di  Gauss  resta  dimostrato,  essendo  le  6"  e  e"  oonisti 

6.  Per  le  funsioni  intere  di  più  variabili  a;,  y,  i, ...  si  hanno  dei  teorfn" 
affatto  analoghi  a  quelli  stabiliti  in  questo  g.  Una  funzione  intera /(.'' 
jr,  I, ...)  si  dice  divisibile  per  un'altra  funiione  intera  f(,x,  y,  e,..-)  quando 
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aia  idaDtioftmente  ; 

f{x,  y,  Z,...)  =  (f  (x,  y,  z,..  .)^(x,  y,  2, . . .) 

essendo  <]>  del  pari  fanzione  intera.  Fissato  un  certo  campo  di  razioDalità, 
la  decompoBizione  di  nna  fanzione  intera  /(s,  y,  >, .  . .)  in  fnniionì  prima 
(cioà  non  divisibili)  si  pnù  eempre  fare  ed  in  un  modo  unico.  Dats  due  fiin- 
sioui  intere  qaalnnque,  eaiste  sempre  nn  massimo  coinnn  divisore,  che  è 
indipendente  dalla  scelta  del  campo  di  razionalità,  eco.  Per  non  dilungarci 
di  troppo  omettiamo  le  dimostrasioni  di  questi  teoremi  che  si  possono 
trovare  nell'opera  già  citata  di  Captili  e  QarbierU  Corso  di  Analisi  Alge- 
brica, Teorie  i&trodnttorie,  pg.  466  e  segg. 

§  Z."  —  AbbaisameDto  del  grado  delle  equazioni 
dotate  di  radici  maltlple. 

998.  Data  una  certa  equazione  /"(«)  =  0,  dove  : 

f(x)  =  affila  +  o,aj"->  +  . . .  +  fl„,ia!  +  a, ,  (l) 

si  costruisca  la  derivata  : 

f'(x)  =  nfloa»""*  +  (n  -  l}a,a:'*"*  +  . . .  +  a^,  (2) 

e  el  deterinÌDi,  col  metodo  dei  reati  sacoessivi  (cf^.  il  §  2°)  il  mas* 
8Ìmo  cornai!  divisore  'D{x)  di  f^x)  e  di  f{x). 

Se  la  funzione  D(x)  non  è  di  grado  zero ,  essa  è  il  prodotto 
(art.  911)  di  fanziooì  di  1°  grado: 

DCx)  =  {x-  aY{x  -^r...{x-  h)\  (3) 

Allora,  poiché  {x  —  a)^  divide  D(a;)  e  D(x)  è  divisore  comune  di 
fix)  ed  f{x),  è  chiaro  che  ciasciina  delle  due  funzioni  f{x)  ed  f\x) 
gara  divisibile  per  {x  ~  o)*". 

Di  qui  segue  che  a  è  radice  maltipla  almeno  di  grado  [*  del- 
l'equazione f'{x)  =0,  quindi  {art.  913)  almeno  di  grado  (Jl-H  1  del- 
l'equazione proposta /(a;)  =  0.  Anzi  essa  sarà  precisamente  radice 
multipla  di  questo  grado,  giacché,  se  f{x)  fosse  divisibile  per  una 
potenza  di  a;  —  a  superiore  a  [j.  +  1 ,  dovrebbe  f{x)  essere  divisibile 
(art.  913)  per  una  potenza  di  a:  -  a  superiore  a  \i,  onde  f{x)  ed 
f\iE)  avrebbero  il  divisore  comune  {x  —  a.Y'*'^  che  dovrebbe  poi  es- 
sere divisore  di  D{a:),  contro  il  supposto. 

Dunque;  il  massimo  cornuti  divisore  D(x)  delle  due  funzioni  f(x) 
ed  r(x)  eguagliato  a  zero  ha  per  radici  le  radici  multiple  di  f(x)=0 
diminuite  di  un'unità  net  loro  ordine  di  multiplicità. 

999.  Di  qui  segue  che  la  funzione  f(x)  decomposu  nei  suoi  fat- 
tori di  lo  grado  sarà  : 

Aa^)=ao(a:-a)t^>(a;-^r'  ...  (z-6)P+X'«-c.)  .-(x-c,)  (i) 

dove  c^ ,  Cj ,  .  .  . ,  c^  sono  ie  radici  semplici  di  f{x)  =  0. 

Se  ora  indichiamo  con  Q(x)  il  quoziente  della  divisione  di  f(x) 
per   DCjc),  8i  àVTk  identicamente; 

qix)=a,{x-a)(x-^)  ...  ix-Ò)-{x-c^)(x-c,) ...  («-O-  (5) 
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Se  inoltre  indichiamo  con  D,(x)  il  massimo  comtm  divisore,  che 
8i  determinerà  col  metodo  dei  resti,  delle  finzioni  Q(a;}  e  D(x),  si 
ha,  ooDfì'ontando  la  (3)  con  la  <5)  ; 

D,(a;)  =  ix-  aXx  -?)...  (a:  -  6) ,  (6) 

e  floalmente,  indicando  con  Q,(a:)  il  quoziente  di  Q(z)  perD,(z'. 
si  ha  : 

Qi(ai)  =  a/x  -  CyYx  -  e,)  ...  (a:  —  cj.  i") 

Pertanto:  data  un'equazione  qualuaque  f(x)  =  0,  ti  può  getnpre 
costruire,  con  semplici  operazioni  dì  divisione,  un'equazione  QiCsj-O 
che  ha  per  radici  le  iole  radici  semplici  dell' eqttaxìone  f(x)  =  Oi 
ed  un'altra  equazione  D,'x)  =  0  le  cut  radici  sono  tutte  semplici 
e  coincidono  con  le  radici  multiple  di  f(x}  =  0. 

1000.  Partendo  ora  dall'equazione  D(ic)  =  0,  che  ha  per  radici 
le  radici  multiple  di  f(x)  =  0  col  grado  di  maltiplicità  dìminnito 
di  un'unità,  ef  potrà  costruire  nello  stesso  modo  ana  nnoTa  equa- 
zione che  abbia  per  radici  le  sole  radici  aemplìcl  di  D(i)=0,  cioi; 
le  radici  doppie  di  f{x)  =  0.  Procedendo  poi  sempre  allo  alesso 
modo  si  costruirà  una  terza  equazione  a  radici  tutte  semplici  cbe 
coincideranno  con  le  radici  doppie  di  D(a:)=:0,  cioè  con  le  radici 
triple  di  f{x)=0.  Si  conclude  danque  che:  se  un'equazione  flx}=0, 
di  grado  n,  ha  p,  radici  semplici,  Pj  radici  doppie,  Pj  rodici  tri- 
ple, ecc.,  cosicché  sarà  : 

Pi  +  2pj  +  3p,  +  .  .  .  =  n , 

la  tua  risoluzione  si  può  far  dipendere  da  queUa  di  equazioni  di 
grado  inferiore,  cioè  da  un'equazione  di  grado  p,  che  darà  le  loU 
radici  semplici,  da  un'esazione  di  grado  pj  che  darà  le  wle  ra- 
dici doppie,  da  una  di  grado  pj  che  darà  le  sole  radici  triple  t 
così  via.  I  coefficienti  di  tutte  queste  equazioni  si  calcoleranno  in 
ogni  caso  con  semplici  operazioni  di  divisibilità  senza  che  sia  ne- 
cessario avere  alcuna  conoscenza  dei  valori  e  dei  gradi  di  mal- 
tiplicità delle  radici  dell'equazione  proposta. 


1.  BiaolT*ra  l' eqQBzioDe  di  sesto  f^rsdo  : 

2j;'--6i«-2Jìb'-(-63  =  0 

ohe  ai  fari  dipendere  col   metodo  spiegAto    da  sole   equaiiom  di  letooda 

grado. 

2.  Dimoatrare  che,  se  un'equazione  a  coefficienti  commeustirkbili  hs  un* 
Bul&  radico  doppia,   questa  sarb  necessariameiito  e  om  mene  arabi  le. 

8.  Dimostrare  similmente  che,  se  un'equazione  a  ooefficieatì  reali  ba  vd% 
sola  radice  doppia,  essa  sarfr  certamente  reate. 

4.  Dimostrare  più  generalmente  cbe,  ea  un'equaiione  ha^nna  *ola  radice 
multipla  di  un  certo  ordine  ji,  e  le  altre  multiple  di  ordini  diversi  da  |i. 
essa  apparterrà  al  campo  di  raiionalità  definito  dai  ooeffioiaDtì  deiriqua- 
xione  data. 
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§  4.°  —  DecompoBlsione  di  un*  fnnslone  r«>loii»le 
In  iasioni  parxlnll. 


1001.  Data  una  funzione  razionale  qualunque  di  x,  essa  ai  pn& 

sempre  ridarre  alla  forma  =r-^,,  essendo  «(x)  ed  P{a;)  funzioni  in- 

j!(a:) 
tere  di  x.  Ciò  posto,  se  il  i^rado  m  di  i}(x)  6  ugnale  o  maggiore 
del  grado  n  dì  F(x),  eseguendo  la  divisione  di  a(x)  per  F(x)   si 
potrà  sempre  avere  idenlicamente  (art.  976)  : 

dove  f{x)  è  al  piit  del  grado  n  —  1  in  x.  Noi  partiremo  dunque 
dalla  espressione  ridotta  ^~  per  la  quale  dimostreremo  il  teo- 
rema che  segue. 

1002.  Siena  a  ,  b  ,  e  , . .  .  ^e  radici  dell'  equazione,  di  grado  n, 
F(x)  =  0,  e  BÌeno  a  f^  ,•(,..  .  i  loro  riapettivi  gradi  di  multipli- 
cità.  Essendo  fix)  una  funzione  intera  qualunque,  di  grado  infe- 
riore ad  n,  si  avrà  identicamente  : 


ftx) 
F(x)- 

Al 
X  — a 

Vx-.)'-^ 

■-/^ 

+  - 

^^, 

-(.-^ 

dove  le  A,  ,  A, ,  .  .  . ,  B,  ,  B, , .  .  .  sono  delle  costanti  da  determi- 
narsi opportunamente. 

Poniamo  infatti  per  brevità  {a;  —  b)^{x  —  c)l .  . .  =  ^{x),  e  sia  A 
una  costante  indeterminata;  si  ha: 

f(x)  A       ^        f{x)  __       A       ^f{x)~-A^x) 

%)      {X  ~  aT     {x  -  a)mx)     (x  -  a)'     (x  -  a)".4(!r)' 

Ora  si  può  sempre  fare  in  modo  che  II  numeratore  di  questa 
espressione  sia  divisibile  per  a:  -  a.  A  tale  oggetto  basterà  deter- 
minare la  costante  A  in  modo  che  sia  : 

f(a}-A^{a)  =  0  (2) 

il   che  è  sempre  possibile,  poiché  pel  supposto  ^{x)  non  sì  annulla 
per  x  =  a.  Detto  A,  il  valore  di  A  cosi  determinato,  si  avrà  : 

nx)-A^^{x}  =  (x-a)f,{x), 

essendo  ^1(3=)  una  funzione  intera  dì  x  di  grado  inferiore  ad  n— 1. 
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Serìveremo  danqne: 

Poiché  ì)  numeratore  dell'  ultima  frazione  è  di  grado   inferiore 
a  quello  del  corrispondente  denominatore,  si  troverà  similmeiiie: 

{x  ~  o)*-><}i(a:)      (a;  -  o)'"^      (x  -  af'Hfix)  ' 
onde: 

F(a:)  ~  {X-  a)"     (x  -  o>"-»      (a:  -  o)»"  »  iKa:)  ' 

essendo  anche  qui  /',{x)  di  grado  inferiore  a  quello  di  {x-a)*~*ii{x). 
Cosi  procedendo  si  troverà: 

Sia  ora  if{x]  =  {x  —  b)^-i{x).  Si  troverà  similmente: 

^(x)      (x-&)P^"-^(x-6)^    xW    ' 
e  cosi  di  seguito.  8i  giungerà  cosi  evidentemente  a  porre  la  tra- 
zione =—:  sotto  la  forma  (I)  data  nell'enuDciato  del  teorema. 

1003.  Ci  proponiamo  ora  di  dare  un  metodo  pratico  per  la  de- 
terminazione delle  costanti  A^  ,  .  . .  ,  A,  ,  Bg  , . . . ,  B,  , . . . ,  p.  es. 

delle  A„  ,  . .  . ,  A, 

Ponendo  x  -  a  =  z,  poiché  F(x}  è   divisihile   precisamente   per 
ix  -  o)",  si  ha  : 

A=c)  ^  Aq  +  g) 
P(x)     z«-F,{z) 
dove  P,(z)  è  nna  funzione  intera  di  2  che  non  si  annulla  per  2=0. 
SI  potri^  dunque  sviluppare  nel  modo  indicato  all'art.  965  la  fini- 
zione razionale   -■--—-   secondo  le  potenze  intere  e  positive  cre- 
scenti di  z.  Supponiamo  che  si  trovi  : 

itiL'ì  =  A'.  +  A'._,.  +  A',.,»'  +  . .  .  +  A',^-  +  . .  . . 

Paragonando  questo  sviinppo  colla  espressione  che  si  ottieoe 
dalla  (1)  ponendo  x=  a  +  z  e  moltiplicando  entrambi  i  membri 
per  z",  cioè; 

F,(z)    -K  +  K.,'+---+'',^ 

BtZ'  B,g' 
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sì  Tede  enbito  cbe  per  l'identitìi  dei  secondi  membri  dev'essere: 
A^H- A'„,  A^,  =  A',_,  ,..  .  ,  A,  =  A',. 

Infatti  per  z-0  essi  prendono  i  valori  A'„  ed  A^ ,  onde  qtiesti 
duo  coefBeienti  devono  essere  uguali.  Sopprimendo  nelle  due  espres- 
sioni i  due  termini  egnali  A'^.  ed  A, ,  dividendo  per  z  e  ponendo 
qnindi  di  nuovo  z  =  0,  si  dednrrà  A'^_i  =  A^_^.  Sopprimendo  quindi 
le  parti  A'„  +  A'^iZ  ed  A;^  +  Aj_,z  che  sono  eguali,  dividendo  per 
2*  e  ponendo  ancora  z-0,  si  avrà  ^'a.-i=\-ì  i  ^  <^osi  di  seguito. 

Da  questa  dimostrazione  risalta  al  tempo  stesso  che  le  cattanti 
A,  ,  Aj , .  . . ,  B(  ,  Bg , .  . .  nello  sviluppo  (l)  nou  ai  possono  deter- 
minare che  in  un  unico  modo.  Infatti  esse  devono  coincidere  In 
ogni  caso  colle  costanti  A',  ,  A', ,  .  .  .  ,  B',  ,  B'j  ,  . .  ■  determinate 
nel  modo  spiegato. 

1004.  Se  &  è  radice  semplice  di  F(x)=0,  la  costante  A  nello  svi- 

f(x)  A       ,     Bj  B,  i  .  ,     .      f{a) 

luppo  =^  =  .- ;  +  — ^  +  } cri  +  -  ■  ■  e  <*■»*<»  da  ■——,. 

^^     F(x)     (x  -  a)     X  -  b     (x  -  b)*  F'(a) 

Posto  infatti,  come  all'art.  1002,  F(a:}=(a: -o)ili(a:),  l'equazione  (2) 
ci  dà  appunto  : 

.  _Aa)_  m 

^{a)     F'(a)' 
poiché  (art.  690): 

F'{x)  =  (x-aWix)  +  ^ix). 

1005.  Chiuderemo  con  una  osservazione  Importante  relativa  al 
caso  in  cui  le  due  funzioni  f{x)  ed  F(x)  abbiano  i  loro  coefficienti 
reali.  In  tal  caso,  se  a  è  una  radice  immaginaria  di  multipUcità  a 
dell'equazione  F(i;)=0,  quest'ultima  equazione  avrà  (art.  945) 
un'altra  radice  immaginaria  conjugata  ad  a,  che  sia  p.  es.  ò,  dotata 
dello  stesso  grado  di  multiplicità.  È  qnindi  chiaro  che  le  due  co- 
stanti Ai  e  Si  nei  due  termini  : 


(a; -a)'   '   (a:-6)' 


(3) 


riusciranno  del  pari  due  numeri  conjngatl;  polche  lo  sviluppo  (1), 
non  potendo  eflfettuarsi  che  in  un  unico  modo,  deve  ricadere  in 
sé  stesso  se  si  cambia  dappertutto  i  in  —  i,  con  che  a  si  cambia 
in  b,  nel  mentre  che  A^ ,  B,-  si  cangiano  nei  numeri  complessi  ad 
essi  coniugati.  Allora  in  luogo  della  somma  (3}  si  potrà  scrivere, 
ridacendo  tale  somma  al  comun  denominatore,  l'espressione  : 

,.»■'->      ,.,  (3). 

(x'  +  px  +  qy 

dove  p  ^  i  sono  numeri  reali  e  ^iix)  è  una  fanzione  intera  di  x 
del   ^ado  i.  Si  ha  infatti  : 

x'  +px  +  g  =  X*  —  (a  +  6)a:  +  o6 
OA^rKU,!.  —  IttUtitioni  di  analiii  algebrica,  S.'  edin.  71 
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<!»((«)  =  Atix  -  bY  +  B,{x  -  a)' 

ed  è  chiaro  che  i  coefficienti  delle  potenze  di  x  nei  secondi  mem- 
bri SODO  tutti  numeri  reali. 

L'in/era  funzione  razionale  irrr—  «  può  dunque  rappretentarr, 

per  guanto  riguarda  le  radici  compiette  di   F(x)  =  0 ,    come    una 
i  di  frazioni  del  tipo  (3)'. 

Vot*  ed  BBtroixl. 


.  Deoomporre  in  frazioni  paraiali  le  fiiaEioui: 
2a:'  —  Sa:  +  1  a:*  -  6a:  +  I 


(x-sy{x~l)  '  {x~l){x-2)(x-Z)  '  (x-'2)>(x-  If 


F{x)     r{a){x-a)     F'(6)(x-6)  "  '  *  "  "  F'f?)Ca>-i?)* 
Dedurre  di  qui  ohe,  pei  p  <n-'l,  ai  h»  aempre  : 
a'     .  J^  s' 

ed  inoltre  si  ha  ; 

F'(a)  ^  F'(ft)  "^  ■  ■  ■  +  F'(..7)  "  ^- 

8.  Le  costanti  A,  ,  A,  ,  .  .  ,  ,  B,  ,  B,  ,  .  ,  .  nello  sviluppo  (1)  enonciata 
all'art.  1002  ai  potrebbero  anche  determiuare  identificando  /(z)  col  Dame- 
ratora  del  secondo  membro  di  (I)  ridotto  ad  anicn  frazione.  Sì  otterreb- 
bero cosi,  per  le  incognite  A,  ,  A,  ,  .  .  .  ,  B,  ,  B ,  pTeoisamente  tante 

eqnaiioni  dì   1°  grado  quanto  è  il  loro  numero. 

Bisolvendo  tali  eqnaiioni  si  ricaveranno  i  valori  cercati  delle  costanti. 
Questo  metodo  si   chiama  delle  eoitanfi  indeterminats. 

4.  Nell'ipotesi  che  Ffz)=0  abbia  solo  radici  semplici,  si  esprima  il  de- 
terminante  di  quest'ultimo  sistema  dì  equazioni  lineari  mediante  il  d«t«T- 
minante  delle  differenze  (discriminantA  di  E(x))  formato  colle  n  radici  di 
FW  =  0. 

5.  Se  a  6  radice  doppia  di  F^x)  =  0,  le  due  costanti  A  ,  A',  relative  alla 
radice  a,  nello  sviluppo  : 


A»^)   ..AB 


(») 


m. 


Il  lettore  giungerà  facilmente  a  queste  espressioni  moltiplicando  i  due 
membri  di  (i)  per  (x  — a)>.F(x),  derivando  quindi  membro  a  membro  l'iden- 
titài  cosi  ottenuta  tre  volte  di  aegoito  rispetto  ad  x,  e  sostituendo  final- 
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monte  cello  due  ultime  identità  in  taoj^o  di  a  il  valore  a,  pel  quale  si  ha 
Ff«)  =  F'(<i)  =  0. 

6.  Alle  formole  delln  Nota  2*  ai  ricotiDette  un  principio  algebrico  in- 
trodotto con  grande  Tanta|;gio  dal  CÌ<I(nt  nello  studio  di  «.Icuue  questioni 
di  geometrìa  analitica.  {SÌ  veggano  le  Sieerche  di  geometria  analitica  del 
BeUrami,  nelle  memorie  deirAcoademia  di  Bologna,   1679). 


§  S.*^  — Delift  Risultante  di  dae  eqaaBtODl. 


1006.  Il  problema  di  decidere  se  due  ftinzioni  date  f[x)  e  9(tc) 
siano  0  no  prime  fra  loro,  cioè  se  abbiano  oppar  no  un  divisore 
comune  almeno  di  primo  grado  nella  x,  coincide  con  quello  dì 
decidere  se  le  due  equazioni  corriepondenti  : 

rta:)  =  0  .  <p{x)  =  o  (1) 

abbiano  oppur  no  almeno  ana  raffice  comune. 

Infatti,  se  esiste  ana  radice  a.  comune  a  qneste  due  equazioni, 
entrambe  le  funzioni  f{x)  e  isf{x)  saranno  divisibili  per  (x  — a); 
onde  esse  avranno  almeno  questo  divisore  comune  di  primo  grado. 

Reciprocamente,  se  fix)  e  ì?(a;)  hanno  un  divisore  cornane  D(a!) 
di  grado  eguale  o  maggiore  di  1,  detta  a  una  radice  dell'  equa- 
zione \){x)-Q,  la  funzione  D(3:)  sarà  divisibile  per  (x— a)  e  quindi 
lo  saranno  anche  le  f{x)  e  ip(i)  di  cui  D(a:l  è  per  snpposto  divi- 
sore comune,  cioè  le  due  equazioni  (1)  avranno  in  comune  questa 
radice  a. 

Ci  proponiamo  pertanto  di  ricercare  a  quali  condizioni  debbano 
soddisfare  i  coetHcienti  delle  due  funzioni  date: 

f{x)  =  oex"*  +  a^x"'-'-  +  .  . ,  +  o„ 

e  (2) 

if{x)  =  b^"  +  òi»**"»  +...+&„ 

aStocbè  le  due  equazioni  (I)  abbiano  una  radice  comune.  Noi  ve- 
dremo che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  ciò  accada 
è  data  dall'annullarsi  di  una  certa  funzione  intera  R(ac,,<ii  ,.„,&(,  6,..,) 
dei  coefficienti  delle  due  equazioni;  e  vedremo  come  si  costrnJeca 
effettivamente  questa  funzione,  che  si  chiama  !a  risultante  delle 
dne  fiinzioni  date  f\x)  e  Qixj. 

1007.  Supponiamo,  a  tale  oggetto,  che  le  due  equazioni  (2)  ab- 
biano una  radice  comune  a;  cosicché  sarà,  scrivendo  i  termini 
delle  equazioni  in  ordine  rovesciato  : 

''m  +  '^m-l'"  +  *'m-l**  +  ■  .  ■  +  Oja'""'  -|-  aoS"  =  0 
e 

b„  +■  5„.j«  +  6„..ga*  +  .  • .  +  &,»""'  -I-  &o«"  =  0. 

Moltiplicando  la  prima  di  queste  due  uguaglianze  successiva- 
mente per  a  ,  a' ,  .  . .  ,  a""^  e  la  seconda  per  a  ,  a* ,  .  . .  ,  a"^' , 
si  ottengono  le  segnenii  m  +  n   eguaglianze  (che   noi   scriveremo 
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per  maggiore  chiarezza  per  il  caso  di  m  =  4,  n  =  Z): 

«1  +  Oj*  i-  a,»"  +  a,*'  +  %«*  "  0 

«4»  +  Oj»*  +  a,a^  +  a,a*  +  Oo»*  =  0 

a^a'  +  Oja'  +  a,o*  +  a,«*  +  ««a*  =  0 

6,  +  &,a  +  6,«»  +  V»'  =  0 

ftjtt  +  6,a'  +  ftiH*  +  fio'''  =  0 

6s«»  +  6,a'  +  6,a*  +  feoa'  =  0 

ftjOt'  +  b,a*  +  6,a*  +  fto««  ^  0 

che  si  possono  considerare  come  nn  sistema  di  m  +  n  equazioni 
lineari  omogenee  fra  m  -h  n  incognite,  il  qoale  resta  soddiEf&tto 
prendendo  per  le  incognite  i  valori  : 


Poiché  qaesli  valori  non  sono  tatti  nnlli,  giacché  almeno  il  primo 
È  certo  diverso  da  zero,  cosi  dovrà  essere  nullo  il  determioante 
dei  coefficienti  (art.  432)  cioè  : 

'  (I4  Oj  a,  o,  Ag  0  0 

0    n,  a,  a,  a,  o^  0 

!  0   0    n^  a,  a,  a,  a, 

'   fcj  ftj  &j  6tt  0    0  0 

0    6,  b,  6,  &a  0  0 

0    0    b,  b,  fr,   Ag  0 

0    0    0  6,  6,   6,  6^ 

Rovesciando  nel  determinante  del  primo  membro,  come  è  sem- 
pre lecito,  l'ordine  di  saccesstone  delle  orizzontali  e  di  poi  l'ordioe 
di  successione  delle  verticali,  si  può  anche  scrivere  questa  condi- 
zione sotto  la  forma  : 

60  6,  6,  &,  0    0  0 

0  %  6,  &j  A,  0  0 

0  0    fco  6,  fc,  6j  0 

0  0    0  60  6,   6^  fc, 

oo  n,  fl.  03  «4  0  0 

lo  «0  «,  "t  «a  «4  0    ! 

,0  0    Oo  «1  ^  "s  (*4  i 

1008.  Noi  chiameremo  pertanto  riautlante  delle  due  ronzìoDi 
•-Jx)  ed  f{x)  definite  dalle  (t'j  la  fQuzioue  razionale  iniera 
R("i)  )  "1  ,  -  -  .  r  60  ,  ft,  ,  • .  .)  dei  loro  coefficienti  data  dal  detenni- 
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nante  ora  trovato,  cioè  la  funzione  (*)  : 

60  61  ft, b„  0...0 

0    60  6,  6j &„-0 

0    0    0    0 ...  6(61  ...  6„ 

Of,  a,  (4 0,0.-0 

0   Og  a,  a, a^.-O 

ODO     0  ...  (Io«l  -  «m 

Finora  abbiamo  soltanto  dimostrato  che  la  condizione  B,  =0  è 
neeegaaria  affinchè  le  due  equazioni  date  (2)  abbiano  almeno  una 
radice  comune.  Ci  resta  ad  accertare  che  questa  condizione  fe  al- 
tresì sufficiente,  ciò  che,  reciprocamente  se  si  ha  B=0,  le  due  equa- 
zioni (2)  avranno  almeno  una  radice  comune. 

1009.  Conalderìatno  a  tale  oggetto  il  determinante  segaente  di 
ordine  m  +  n  +  1 


(4) 


0    0    0  ...  oo  di a„      xOfix) 

Popi  Pi P-+«-i        F{a:) 

che  si  ottiene  dal  determinante  (3)  aggìangendovi  una  nuova  ul- 
tima verticale  ed  una  nuova  ultima  orizzontale.  Quanto  all'ultima 
verticale,  si  supporrii  che  F(x)  aia  una  funzione  intera  qnalsivo- 
g^lia,  del  grado  m  +  n  —  1,  della  x  e  che  Po  ,  i>i , . . . ,  Pnn^-i  siano 
ì  saoi  coefScienti.  Poiché  si  ha  : 

^{x)  =  feoo:"  +  &,«""'  +  . .  .  +  b„ 

f{x)  =  aox"  +  a,a:"-i  +  .  .  .  +  o„  (6) 

F(a:)  =  PqX"*^^  +  /»,»"*"-*  +  . .  .  +  p,^„_, , 

è  facile  rìnonoscere  che,  se  dall'ultima  colonna  del  determinante 
(4)   si  sottragga  la  prima  colonna  moltiplicata  par  a:"^""*,  quindi 


i  anol  chiamare 
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la  seconda  colonna  moltiplicata  per  a:"'''"'"*  e  cosi  di  seguito  fino 
a  Bottrarne  la  penaltima  colonna,  gli  elementi  dell'ultima  colonna 
ai  riducono  tutti  allo  zero.  Si  vede  dunque  ohe  il  determinants  (4) 
è  identicamente  uguale  a  zero,  qualunque  sia  il  valore  di  z.  Se 
dunque  indichiamo  risp.  con 

Po  ,  P,  ,  P,  ,  . . . ,  P„.,  ,  Qo  ,  Qi ,  ■  ■  - ,  Q„_i ,  B 

gli  aggiunti  degli  elementi  dell'ultima  colonna,  l'ultimo  del  quali 
ha  evidentemente  11  valore  R  dato  dalla  (3),  i  quali  sono  delle  eo- 
stanti formate  colle  ao  ,0^  , . .  .  ,htt,bi  , . .  .  ,po,  p^,  •  •  •  ,ii  ftvrà 
r  identità  : 

(Po3:"-'+P,a:'"-»+...+P«_,)ip(a:)+(Qoic'"'+QiX"-»+... 

+a„-i)A3;)+RF(«)^-0. 

Ponendo  per  brevità: 

-  (Pox"->  f  F,!c— »  +  .  . .  +  P„_.)  =  n{x) 

-  (Qo^"-'  +  Qi»-^'  +  .  -  .  +  Q„-i)  =  <P('=) 
b1  ha  dunque  il  eeguente  : 

Tburema.  —  Se  f(xj  e  ff(±)  sono  dm  funzioni  intere  date  (5)  risp. 
dei  gradi  m  ed  n,  S,  la  loro  risultante  definita  dalla  (3),  P(x)  una 
funzione  infera  qualsivoglia  di  grado  m  +  n  —  1,  esistono  sempre 
due  funzioni  intere  f,(xj  di  gi-ado  m—  I,  e  9i(^)  <^i  grado  n  — I, 
per  le  quali  si  ha  identicamente  : 

K .  F(x)  =  f(i)<p.(x)  +  ?(x)f,(x) ,  (7} 

le  espressioni  effettive  delle  f)  e  ?i  estendo  date  dalle  (6). 

1010.  Sapponiamo  ora  che  la  B  aia  eguale  a  zero.  Si  avrli  al- 
lora, in  luogo  della  (7),  l' identità  : 

Aic)?,{x)  +  ?(x}A(a:)  =  0 
d' onde  : 

DI  qui  emerge  che  la  funzione  f{xì  divide  esattamente  il  pro- 
dotto <flx)-fi[x),  ond'csaa  non  pn6  essere  prima  con  <f(x}.  Infatti, 
se  f\x)  fosse  prima  con  f(x),  poiché  essa  dividerebbe  il  prodotto 
5(!c)-/'iW  e  sarebbe  prima  col  fattore  9(3;},  dovrebbe  dividere  esat- 
tamente (art.  984)  l'altro  fattore  f,[x).  Ora  ciò  6  assurdo  ;  poiché, 
essendo  f{x)  del  grado  m,  non  può  dividere  ff{x)  che  è  soltanto 
di  grado  m  -  1.  Dunque  le  due  funzioni  f(x)  e  ^(a:)  avranno  in 
comune  almeno  un  divisore  di  primo  grado  in  x,  e.  d.  d. 

1011.  Imaginando  sviluppato  il  determinante  (3)  che  d&  l'espres- 
sione di  B,  si  avranno  dei  termini  contenenti  il  fattore  zero  e 
quindi  nulli  ;  tutti  gli  altri  termini  poi  conterranno  evidentenaenle 
m  fattori  6  appartenenti  alle  prime  m  orizzontali  ed  n  fattori  a 
appartenenti  alle  altre  n  orizzontali.  Dunque  la  risultante  R  delle 
due  funzioni  (2)  è  nnn  funzione  omogenea  e  di  grado  a  nei  coef- 
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fidenti  della  funzione  f(x)  del  grado  va,  ed  omogenea  e  di  grado  m 
net  coefficienti  dell'altra  funzione  <f{x)  del  grado  a. 

'"a,"'a,"'...B."»4,«o.«i- 

luppo  di  R,  la  tomma  degli  indici  di  tutti  i  tingoU  fattori  Sg  , 
a,  , .  .  .  ,  bo ,  b,  , .  .  . 

0-p,  +  1-p,  -fSP,  +  .  .  .  +iip„  +0-a|j  +  l-«,  +  , .  .  +inta^ 

(che  si  chiama  il  pe»o  del  termine  tteeso)  è  la  ttesta  in  tutti  i  ter- 
mini ed  è  uguale  ad  mn. 

Infatti,  se  gli  elementi  che  compongono  nn  termine  qaalanqae 
(non  identicamente  nullo)  del  determinante  (3),  si  scrivono  secondo 
l'ordine  naturale  delle  orizzontali,  il  termine  ottenuto  è  della  forma: 

^,-1  V-2  ■  •  •  *ft„-™  \-i  \-ì  •  •  ■  "t„-„ 

essendo  h^  ,hj  , .  . .  ,h„  fk,  ,  k^  , .  .  .  ,k„  1  nnmeri  cbe  indicano 
i'ordine  delle  corrispondenti  verticali;  cosicché  A,  ,,..,ft„,  fc;  ,...,*:„ 
non  sono  cbe  i  nnmeri  1  ,'2  , . . .  ,m-i-  n  scritti  in  un  certo  ordine 
e  per  conaegnenza  : 

*,+J,+...+».+it,+it,+...4lt.=l+2+...+Cm+«)='''y^^±^^. 

La  somma  degli  indici  di  tnttì  i  singoli  fattori  del  termine  è 
danqae : 

(A,-l)  +  (A,-2)+...+(ft,-m)  +  (*,-J)(fc,-S!)...(i„-n) 
ossia,  per  1'  uguaglianza  precedente  : 

(m  +  n)(m  +  «  +  l)  _  m{m  +  1)  _  n(n  +  l) 
2  2  2 

che  è  appnnto  mn;  e.  d.  d. 

1013.  Il  determinante  (3)  si  può  riduiTe  sotto  forma  di  un  de- 
temiinante  dì  ordine  ugnale  al  maggiore  dei  due  numeri  m  ed  n, 
facendo  uso  delle  note  trasformazioni  che  non  alterano  il  valore 
di  un  determinante  {*).  Si  può  però  anche  giungere  direttamente 
a  qnesta  nuova  forma  delia  risultante  coi  metodo  seguente  dovnto 
a   SézoUt. 

Sia  m  il  maggiore  dei  due  numeri  m,  »,  qualora  essi  non  fos- 
sero eguali  ;  e  riguardiamo  /"  e  f  come  fauzioni  dello  stesso  grado  m: 

f(x)  =  ao  +  aiX  +  a,x'  +  . . .  +  a^x" 

(8) 
if(x)  =  6o  +  \<^  +  ^jic*  +  . .  .  +  6„a:"'. 

Se   X  6  una  radice  comune  alle  due  equazioni  f{x)=-Q  e  7(a;)=0, 
a  Anwendung  der  De  termi  nauten.  %  11,  arti- 
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si  ha  GTÌdentemente  : 

i  f(x)        o^+,  +  o^*^  +  . . .  +  o„a""^'  I 

I  \=^' 

I  (p(x)        ft,+,  +  b,^^  +  . . .  +  ft.ic'""^'  I 

comanqne  b1  scelga  l'indice  r  da  0  fino  ad  m  —  I.  Si  ha   quindi 
anche,  BOtlraendo  dalla  prima  colonna  la  eeconda  moltiplicata  per 

I  ao4a,a;+  ...  +(i^        *>r*i+ar+r'=+  —  +a^x"*~'^^  \ 

1  =  0      (9) 
I  ftof  ft,a;+... +6^        K+i+Ktr"-^  ■■• +Ì>m^"^''~^  I 
che  è  un'equazione  in  x  del  grado  m  — 1,  ohe  scriTeremo: 

Cf*  +  Cr,a;  +  c^a!»  +  .  .  .  +  e, ,  «-iw"*'  =  0.  (9)' 

Applicando  al  determinante  (9)  il  teorema  (art.  418)  sulla  de- 
composizione dì  un  determinante  in  cui  gli  elementi  di  una  co- 
lonna sono  somma  di  un  egual  numero  di  parti,  e  ponendo  per 
brevìtA  : 

di»  =  «(6»  -  ojft, ,  (10) 

si  trova  subito  che  : 

d'onde  segne  facìlmenle  cbe; 

c„  =  c„.  (12) 

Eliminando  ora  dalle  m  equazioni  {9)' le  m  quantità  1 ,  x,  x',...,x^~^ 
analogamente  a  quanto  si  6  fatto  all'  art.  1007,  si  trova  la  condi- 
zioDe  : 


(13) 


Si  ha  cosi  nel  determinante  2*co(,c,,  . .  .  c^_,  ^  „_,  una  nuova 
espressione  della  risullante  già  definita  mediante  il  determinante  (S\ 
1  due  determinanti  (3)  e  (13)  non  differiscono  che  per  nn  fattore 
numerico. 

1014.  8i  voglia,  ad  esempio,  la  risultante  delle  due  equazioni  di 
secondo  grado  : 

«0  +  Oiic  +  «si»*  =  0  ,  bo+bjX  +  6,3:*  =  0.  (14) 

Si  ha  in  tal  caso  : 

"oo  —  ^m  —  %\  ~  "i^o  I 
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La  condizione  necessaria  e  siUBciente  affiochè  lo  (14)  abbiano 
Tina  radice  comune,  6  danqne  data  da  : 

I     "    "   U(ao6,-aj6o)(a,6j-(i/,)-(ao6s-aA)*=0.  (15) 

Il  primo  membro  della  (15)  moltiplfcato  per  4  si  può  anche 
porrà  sotto  la  forma  : 

(a,»  -  4aoas)(6j*  -  4 V.)  -  |2ao6,  +  2&o(i,  -  0,6,1»  (15)' 

che  ci  dà  una  nnova  espressione  della  stessa  risultante  delle  (12). 

1015.  II  discriminante  dell'equazione: 

f(x)  =  aax"  +  a,x"-"  +  .  . .  +  a„_,ic  +  a„  =  0,  (16) 

uguagliato  a  zero,  esprime  (art.  934)  la  condizione  necessaria  e 
sufficiente  afiiiicliè  quest'equazione  abbia  una  radice  multipla.  Eeso 
può  dunque  anche  ottenersi  {cfr.  ait.  913)  come  risultante  dell'e- 
quazione (16)  e  della  sna  derivata: 

/*(^:)=J^aox"-'^-(n-l)a,x''-*-^(7i-2)a,a;"~*-^...-^o„_,=0        (17) 

o,  meglio,  come  risultante  dell'equazione  (17)  e  dell'equazione: 

nfix)  -  xnx)  =  0 
cioè: 

a,a;""'+2a,a:""*+3(iga;''"^+ ...  ■\-{n-\)a„_^x-\-na„-0.        (17)' 

1016.  Cosi,  ad  esempio,  il  discriminante  1  dell'  equazione  del 
terzo  grado  : 

aoar*  -t-  a^a?  +  a^  +  0^  =  0 

BÌ  può  ottenere  come  la  risultante  delle  due  equazioni  : 
Sfloo:*  +  20,0;  +  a,  =  0  ,  0,3:*  +  2a^x  +  3aj  =  0. 
Pertanto,  applicando  la  formola  (15),  si  trova  : 

&  =  (2a,<  —  6a,aj)(2a,*  -  6aoa»)  -  («i«i  -  9ooOg)* 
=  3[(i,*Oj*  —  4a,'a8  -  ia^a^  +  IQaaa^a^a^  -  27ao'aj»]. 

Vots  0d  Eieroisi. 

1.  Dalla  seconda  espressione  (15)',  trovata  all'art.  t014,  per  la  risaltante 
di  dae  eqnasioni  quadratiche /=  0,  9  =  0,  riconoscere  che  qaasUt  risul- 
tante é  il  discriminanta  di  una  tersa  eqaaiione  quadratica  le  cui  radici 
separano  armonicamentt  tanto  le  radici  di  /=  0  come  qnelle  di  p  =  0. 

Si  noti,  a  questo  proposito,  che  la  condizione: 

2a/j-l-26„aj-ai6,  =0 

è  noceesaria  e  sufficiente  percUà  le  due  coppie  di  radici  delle  {li,)  sì  se- 
parino armonicamente. 

Capklli.  —  Utituzioni  di  analiii  algebrica,  8.'  edi».  72 
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2.  Calcolare  la  risaltante  delle  due  equazioni: 

«0»:'  +  0|3:'  +  a^x  +  Oj  =  0     e     ftoa:-  -t-  h^x  i-  6,  =  0, 
Si  truverji  il  rìaultato  segaante  : 

+{rtoagfcj+a,aj6o)(6i  *-2M»)  -  ao«3(^i*- 3fto^i*!)' 
S.  La  condiziona  afBochè  le  due  equazioni  f(x)  =  0   e   <p(z)  =  0   ammet- 
tano UDs  radica  comane,  ai  può  trovare  anche  cosi.  Siano   a  ,  ^  ,  ^  ,  .~  ,  ). 
e  radici  di  f{x)  —  Q.  Ponendo: 

K  =  ««).'{P)Al)  •••««, 

si  ha  una  funzione  timmttrita  delle  >  ,  ^  ,  f  <  •  '  •  >  ì^-  Si  potranno  quindi 
eliminare  queste  radici  incognite  e  ai  otterrà  par  B  uua  fnniìone  dei  soli 

coefBcienti  di  /  e  7.  É  evidente  che  B  =  0  è  la  condizioDa  necessaria  a 
auffioiente  cercata.  Questo  metodo  di  costruire  la  risultante  dicevi  dtlì* 
fumioni  timmetriche.  Più  tirdi  (Gap.  XIV,  g  7.")  avremo  occasione  di  rico- 
noacere  l'identitA.  della  eajiressione  coal  ottenuta  colla  (3). 

4.  Oppure  ai  pa6  procedere  anche  come  segue:  ae 

aox"'-\-a^x"'~*+  ...  +a.„=0     e    hox"*+b^x'°*~^+  ...  +6„=0 

sono  le  due  equazioni  che  devono  asspre  soddisfatte  da  uno  ateaao  valore 
di  X,  ai  sottraggano  l'una  dall'altra  ilopo  averle  moltiplicate  riap,  peri, 
e  per  a^  ,  ovvero  dopo  averla  multiptìcnite  per  &„  ed  a^.  Si  otterranno  ciisi 
dna  equasioni  in  x  del  grado  m— 1.  Applicaudo  a  queate  lo  stesso  proce- 
dimento, se  ne  dedurranno  altre  due  del  grado  m  — 2  e  cosi  di  seguito,  fin- 
ché si  giunga  a  due  equazioni  di  primo  grado: 

CqX  -1-  c,  =  0        d^x  +  d^  =  0. 

È  chiaro  che  egfl|  — e,flg  =  0  sarà  allora  la  condizione  cercata. 
Questo  metodo  dicesi  di  Eulero. 

5.  Accenneremo  finalmente  ad  un  altro  metodo  (tenuto  anche  dal  Weitr- 
$trait  nelle  sue  lezioni)  che  risolve,  piti  generalmente,  il  problema  di  tro- 
vare le  condizioni  necessaria  e  sufficienti  affinchè  le  due  fntitiom  : 

f{x)=aox"' +a^x"'-^+...-i-a„     e     ?{a:)=6o=c''^-6la::""'-^...-^6„ 

abbiano  un  divisore  comune  di  grado  i  nella  x. 

Partendo  dalla  decomposizione  dì  queate  funzioni  nei  loro  fattori  ài 
1"  grado,  si  riconosce  subito  che  affinchè  ciò  accada  i  necfiiarìo  <  iuffieie»ii 
che  eiiitano  due  ficnsioni  intere  9„_(  ed  t„^i,  riip-  dei  gradi  n  — i  ed  m  — i, 
per  le  quali  ti  abbia  identicamente  : 

Ora,  eguagliando  a  eero  i  coefficienti  delle  aingole  potente  di  x  ae\ 
i"  membro,  ni  ottiene  fra  gli  ni-l-n-f2i-)-S  coefficienti  indetMminati  di  fn~t 
ed  /■„_(  un  sistema  di  nt  +  n— l'  +  l  equazioni  lineari  omogenee.  Per  «vere 
le  condizioni  cercato  basterà  dnnqne  esprìmere  che  tali  equazioni  possono 
coesistere  per  valori  non  tutti  unlli  delle  incognite.  A  tale  oggetto  ai  do- 
vranno porre  uguali  a  zero  certi  determinanti  contenuti  nella  matrice  drl 
sistema,  socondochè  si  à  vieto  al  Cap.  V  (art.  446).  Per  i  =  l  il  sistema 
si  compone  di  m  -f-  n  equazioni  fra  ni+n  incognite,  e  la  matrice  del  sistema 
è  la  stessa  matt'ico  (3\  ottenuta  eoi  metodo  di  Sylvester.  Per  la  coesistenia 
delle  ec;uazioni  dovendo  annullarsi  (art,  i32j  il  determinante  di  questa  ma- 
trice, ai  ritrova  cosi,  come  risultante  delle  due  equazioni,  lo  stesso  deter- 
e  18).  L'indole  stessa  della  dimostrazione  ci  dice  io  tal  caso   che 
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°  --  Etlaolozlone  di  un  sistema  di  dne  eqiuuiont 
con  dne  Incognite. 


1017.  Una  funzione  intera  di  grado  m  delle  dne  variabili  xed 
y  è  data  da 


■  •  ■  +  Pm-l"^  +  Pfli 

sono  altrettante  funzioni 


dove  p^  è  una  costante  ^  Pt  ì  Pt  ì  •  •  •  >  Pn 
intere  di  y  del  tipo  : 

p,  =  no  +  «ij/  +  a^y^  +  .  .  .  +  a.j/', 

cioè  in  generale  pf  è  nna  funzione  intera  del  grado  i  di  y. 
Ciò  premesso,  sì  abbiano  le  equazioni: 


(1) 
<i{x  ,  y)  =  qtjX*^  +  ?i!K     '  +  qfX"^'*  +...+<?„  =  0 

e  si  voglia  cercare  ogni  coppia  di  valori  speciali  di  a;  ed  j/   tali 
elle  le  dne  equazioni  siano  per  essi  soddisfatte  simultaneamente. 
Sea;-7,j/  =  pè  una  coppia  di  cosiflFattl  valori,  sostitnendo  nelle 
due  equazioni  U)  iJ  valore  p  di  y.  si  hanno  le  equazioni: 


f{x,^)  =  ii    ,     'i{x,^)  =  0 


(2) 


cbe  saranno  soddisfatte  da  x  =  a\  cioè  si  hanno  due  equazioni  in 
X  che  lianno  una  radice  comune,  onde  la  loro  risultante  deve  es- 
sere nulla. 

In  questo  caso  la  risultante  è  una  funzione  di  ^,  ovvero  di  y, 
onde  si  ha  l'equazione  ad  una  sola  incognita  R(y)  =  0,  che  dicesi 
il  risultalo  dell'eliminazione  di  x  fra  le  due  equazioni  date  (1).  Il 
primo  membro  di  questa  equazione  sarà  lo  sviluppo  del  determi- 
nante di  cui  abbiamo  appreso  la  costruzione  nel   §  precedente. 

Si  ha  dunque  la  seguente  equazione  : 


lt(y)  = 


I0I8.  Per  determinare  il  grado  di  questa  equazione  in  y,  osscr- 
TÌamo  che,  essendo  ognuna  dello  p  e  q  una  funzione  intera  dì  y 


p,  p,  Pi  p>  ■ 

■)>»  0 

0..0 

0   ^0  Pi  P,  ■ 

■        Pm 

0..0 

0..0 

«0     ?1     11     ?J 

.?.  0 

0    ?o  ?i  «1  ■ 

■         In 

0.0 
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di  grado  eguale  al  proprio  indice,  no  tcrniiae  qualunque  delio  svi- 
luppo del  determinante  (3)  : 

P.PjPr  ■  •  •  1hSK9,  ■  ■  ■ 
sarà  una  funzione  intera  di  y  del  grado  : 

t +j +  »■+...  +ft  +fc+  «. 

Ma  questa  somma  di  indici  è  la  slcssa  (art.  1012)  per  tutti  i  ler- 
mini  de!  determinante  (3)  ed  ha  il  valore  ma.  Concludiamo  dun- 
que che:  V  eliminazione  di  x  fra  le  due  equazioni  f(x  ,  y)  =0  e 
ìf(x  ,  y )  e  0  {la  prima  di  grado  m,  la  seconda  di  grado  n)  coiiduet 
ad  un  equazione  R(yJ  =  0,  contenente  la  sola  y,  del  grado  mXn. 

1019.  Si  noli  che  l'equazione  S,(y)  =  0  sarà  poi,  almeno  io  gene- 
rale, effettivamente  del  grado  mn,  cioè  che  i!  coefficiente  di  y"** 
in  R{y)  è  in  generale  diverso  da  zero. 

Infatti  questo  coefficiente  altro  non  è  che  io  stesso  determinan- 
te (3)  in  cui  le  p^  e  g,-  rappresentino  non  già  le  funzioni  Pf  e  j; 
di  y  ma  soltanto  i  primi  coefficienti  di  tali  funzioni,  che  sono  dei 
numeri  assegnati  ad  arbitrio.  Ora  noi  giù.  sappiamo  (cfr.  il  §  prec.) 
che  per  valori  numerici  nrbitrarii  p  B  q,  il  valore  del  determi- 
nante (3)  è  in  generale  diverso  da  zero. 

1020.  Dopo  quanto  si  è  trovato  è  ora  facile  di  dedurre  che  wi- 
s(ono  in  generale  mn  coppie  disfinte  di  valori  x  ,  y  che  soddisfano 
le  due  equazioni  date  f(x  ,  y)  =  0  e  ?(x  ,  y}  =  0  la  prima  digrado 
m,  la  seconda  di  grado  n  nelle  due  vai-iabili  x  ,  y. 

Difatti,  poiché  R'j/)  =  0  è  un'equazione  di  grado  mn  in  ^,  essa 
ammetterà  iu  generale  mn  radici  distinte  : 

Jl  >  ff»  -  Ss  .  ■  ■  ■  .  Vnn-  (") 

Per  una  qualunque  y,  di  queste  radici  si  avrii  lly()=0,  cioè 
sarà  soddisfatta  la  condizione  affinchè  le  due  equazioni  in  x: 

f{x,i/i)  =  0    ,    9(a:,y()  =  0 

ammettano  una  radice  comune  x^.  Questa  radice  comune  si  de- 
terminerà cercando  il  massimo  comun  divisore  delle  due  fanzioni 
/T'"  1  yi)  ^  ri^  I  l/i)i  i'  finale  sarà  in  generale  una  funzione  di  lo  grado 
in  X  che  uguagliata  a  zero  farà  conosuere  il  valore  cercato  x^Xf. 
Ad  ogni  valore  j/(  corrisponde  dunque  in  generale  un  unico  va- 
lore Xf.  Ma  di  valori  y,-,  ve  ne  sono  mn;  quindi  si  avranno  in 
generale  mn  coppie  di  a;  ed  y  : 

3=1  ,  l/i     ;    'f» .  y»     ;    a;,  ,  y,  ; . .  .  ;  a:„„  ,  y„„ 

che  soddisferanno  alle  due  equazioni  proposte,  e.  d.  d. 

1021.  Se  invece  di  eliminare  fra  le  due  equazioni  la  x,  si  fosse 
eliminata  la  y,  si  sarebbe  ottenuta  un'equazione  (di  grado  mn  in 

x):  H,'3;)  =  0  che  avrebbe  appunto  m«  soluzioni: 

Xi  f  Xg  ,  .  .  .  ,  a;„„.  {f) 
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)  di  equivoco  conviene  però  osservare  clie  non  6  lecito 
dì  accoppiare  uno  qualunque  dei  valori  y,  del  gruppo  (a)  con  uno 
qualunque  dei  valori  yj  del  gruppo  (p),  con  che  si  otterrebbero 
non  già  mn  ma  bensì  ni*n'  siatemi  di  valori  per  a:  ed  y.  Bensì 
ad  ogni  valore  (a)  corrisponde,  come  si  è  notato,  un  unico  valore 
Cp)  che  sarà  piti  semplice  determinare  direttamente,  come  si  è  os- 
servato, mediante  una  i 


(5) 


1022.  Vediamo,  a  schiarimento  del  metodo  esposto,  come  si  pro- 
cederà per  determinare  i  4  sistemi  di  valori  di  x  ed  ^  che  sod- 
disfano  alle  due  equazioni  di  2»  grado  : 

Atc*  +  By*  +  Cacy  +  Da  +  Ej/  4-  F  =  0 

(4) 
A,a;'  +  B,y»  +  O^xy  +  D.a:  +  E^y  +  F,  =  0. 

Si  comincerà  con  ordinare  queste  equazioni  secondo  le  potenze 
di  X,  cioè  si  scriveranno  come  segue: 

Ak*  +  (Cy  +  D)»  +  (By*  +  Ey  -i-  E)  =  0 

A^x*  +  {C,y  +  Di)x  +  (B,s(>  +  E,y  +  PJ  =  0. 

Si  formerà  quindi  la  risultante  : 

„,        I  0        A  Cy+D  Bj/*-[-Ej/-|-F 

^"""i  A,     C,!/+Di     B,y'+Ejy+P,  0  1 

I  0       A,  C,y+D,        By+E^y+Fil 

Sviluppando  questo  delermlnante  (o  meglio  la  sua  espressione 
più  semplice  corrispondente  alla  forinola  (15)  dell'art.  10L4)  ed  U' 
Pfnagliando  a  zero,  si  ottiene  un'equazione  R(y)=0  del  4°  grado 
in  y,  cioè  : 

[fBC)(AC)+{AB)]V 

+  [(BD)(AC)+(BCKAD).|  (EC){AC)f  2(AB)(AE)]yS 

+  [(  AE)(CD)  +  (FCXAC;+  (BD)(AD)+2(  AB)(  AF)+(  AE)*]y» 

+  [(FC)(  AD)+ (FD)(AC)  +  (ED)(ADh  2(  AF)(  AE)]y 

+  [(FD)(AD)+(AF)n=0  (6) 

dove  si  è  scritto  per  brevità  (AB)  In  luogo  di  AB,-A,B,  ecc. 

Siano  ^1,^1,^8,  Wt  le  sne  quattro  radici. 

II  valore  di  Xf  che  sì  dovrà  accoppiare  con  una  qualunque  yt 
di  queste  radici,  dovrà  soddisfare  alle  due  equazioni  (5): 

Aa^*  +  (Cyt  +  'D)x  +  (Bjtì*  +  Ey^  +  F)  =  0 

(7) 
Aia:*  +  (Ciff,  +  D,)a;  4-  (B,y,-»  +  E,yi  +  F,)  =  0. 

Sottraendo  queste  due  equazioni  l' una  dall'  altra    dopo  averle 
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moltiplicate  risp.  per  A,  ed  A,  si  ottiene  l'equazione  di  l'>grad< 
in  X  (che  determinerà  il  valore  di  X{)  : 

|A,(Cff,  +  D)  -  A{C,yj  +  -D,)]x  +  [A,(B!/i»  4-  Ey,  +  F) 
-  A(B,ì,.«  +  E,yi  +  r,)l  =  0 
dalla  quale  si  deduce  subito  : 

_  (AB,  -  AiB)y,'  +  (AE,  -  A,E)yj  +  A¥\-^^ 
'"'"  (A70  -  AC>("+  (ÀjD^AD,) 

Hot*  «d  Esftroùi. 


(ai 


1.  Oimottrare,  con  raKÌODamento  eimile  a  quello  toDnto  ftll'art,  945,  cbe 
te  le  dut  rqwaxiotti  a  coefficienti  reali  f(z  ,  y)  =  0,  ^(x  ,  y)  =  0  lono  toddit/alU 
dalUi  coppia  di  valori  x  =  a  +  bi,  y  =  a  -f-  pi,  uie  tono  anc\e  loidiifalte  dalla 
eoppia  coniugala  x  =  b  — bi,  y  =  a  — fli. 

2.  TeriSoare  U  compatibitìlà  del  sietema  : 

5a:'-15a:y»-4c'  =  0 
ISx^y-òy"- 30^  =  0 

qaalanqne  sia  il  valore  della  costante  e,  e  trovare  le  coppie  di  valori  di 
X  ed  y  che  lo  risolvoDo. 

8.  Quando  i  copfficienti  delle  funitoiii  f{x  ,  y)  e  f(x  .  j/),  che  si  ■appon- 
gono dei  Irradi  m  ed  n,  hanno  valori  numerici  jNirfiooIari,  pn6  accadere 
che  la  risultante  B(y)  =  0  oostruita  nel  modo  indicato  riesca  di  grado  in' 
feriure  ad  mn.  Malf^ado  ciò  ai  potrà  ancora  dire  ctie  il  problema  /=0, 
P  =  0  ammette  rio  eoluzioni,  poiché,  so  il  fcrado  di  B(y)  =  0  sia  diminnilo 
di  [^,  eia  sì  pQ6  spiegare  col  fatto  che  |t  delle  sue  eolmìoni  siano  dive- 
nute infinite.  Sia  infatti: 

Aoj/""  +  Aij/"""-»  -I-  ...  4-  A„„  =  0  (1) 

l'equazione  risultante  generale.  Se  nel  caso  particolare  il  grado  della  (1) 
diminnische  di  jji  unità,  cioè  se  A„  =  A,  =  ,  .  ,  =  A  =  0,  l'equaiioDe  a  r»- 
dici  reciproche  della  (1),  che  sarebbe  in  generale: 

Kny"  +  A„,.-i!'""'  +  . .  .  +  A.J  +  A.  =  0  (2) 

avr^  il  primo  membro  divisibile  per  yl'',  cioè  avrà  [i  radici  nulle. 

Si  deve  quindi  ritenere  che  ia  \t)  abbia  anche  in  questo  caso  mn  radici, 
delle  quali  perA  ^  siano  divenute  infinitamente  grandi. 

4.  Interpretando  geometricamente  a,  y  come  le  coordinate  cartesiane  di 
un  punto  del  piano,  le  due  eqaaxioni  /(z,  y)  =  0  ,  if(x,  g)  =  Il  ci  rappresen- 
tano due  curve  gonerali  rìap.  dei  gradi  nt  ed  n  ;  e  le  coppie  di  valori  di 
X,  y  che  le  aoddisfano,  ci  rappieaentano  le  coordinate  dei  punti  iTimlerte- 
lion»  delle  due  curve. 

11  teorema  algebrico  stabilito  in  questo  §  ha  dunque  per  interpretazione 
geometrica  che:  due  curva  algtbriehe  piane  degli  ordini  m  ed  lì  ti  ÌHCO«<raM 
in  generale  in  mn  punti.  Questi  ma  punti  esistono  sempre  dal  punto  di  vista 
algebrico,  ma  possono  non  esistere  geometricamente  semprechè  le  loro 
coordinate  riescano  numeri  ìmaginarì.  Si  dice  per  ciò  che  le  due  curve  si 
incontrano  sempre  in  mn  punti  reali  od  imaginari.  Questi  punti  potranno 
però  in  parte  trovarsi  anche   a    diitania   infinita ,    corrispondentemente   a 
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quanto  si  b  notato  poco  fa,  che  i  Talori  di  a:  ed  ^  soddisfacenti  al  pro- 
blema algebrico  debbono  in  alcuni  casi  ritenerBi  infinitamente  f;''(^^i- 

5.  Si  dimoetri  che:  se  dne  coniche  reali  in  uno  stesso  piano  s'incontrano 
in  punti  reali,  questi  sono  sempre  in  numero  di  dae  o  di  quattro, 

6.  Come  illuatraiione  di  quanto  si  è  detto  alla  Nota  B*  si  ooneiderino 
U  dne  «qnazioni  : 

X*  +  y^+I>X  +  'Ey  +  F  =  0 

(«) 
x"  -^  y*  +  D,x  +  E^y  +  F^  =  0 

che  ai  deducono  dalle  equazioni  generali  dell'art.  1022  facendo  :  A=A,=B= 
B,=  l,  C=C,=0. 

Dalla  formola  (6)  di  quello  ateoRo  articolo  ei  vede  subito  che  la  risal- 
tante B(v)  =  0  si  abbassa  in  questo  osso  al  ■eoondo  grado. 

Questa  stessa  risultante  si  può  anche  ottenere  piii  speditali) ente  dedu- 
cendo  prima  dalle  (a)  mediante  sottraiione  l'equaxione  ; 

(D,-D)«t(E,-E)ff  +  (F, -F)  =  0  (p) 

e  sostituendo  quindi  in  una  delle  {a)  il  valore  di  z  ricavato  da  (P). 

Delle  quattro  coppie  di  valori  x,  y  che  soddisfano  alle  (a),  due  si  ot- 
terranno combinando  (p)  con  una  delle  (a)  e  saranno  evidentemente  for- 
mate in  generale  da  valori  finiti  di  x  ed  y. 

Le  altre  due  sono  quindi  entrambe  della  forma  x~tì ,  y=co  ,  giacché  6 
chiaro  che  anche  la  risultante  in  Ji  si  abbasserà  al  2"  grado,  cosicché  le 
soluzioni  infinite  delle  due  risultanti  dovranno  necessariamente  accoppiarsi 

fra  loro.  Il  rapporto  -  ='. — ,  ohe  apparirebbe  indeterminato,   ha   però    due 

y       co 
valori  finiti  e  distìnti,  corrispondei 
Infatti,  dividendo  le  (a)  per  y',  e: 

Vi//  ^y'  y        y        ^v) 

e  qneete  due  eqaasioni  f^a  le  due  incognite  -  ed  -'  sono  evidentemente 
soddisfatte  prendendo  : 

(?)■+!  =0,^=0,  W 

Si  ha  dunque  per  le  due  coppie  di  valori  infiniti  di  s  ed  y  che  risol- 
vono le  (a),  rispettivamente: 

y  co  I         y  O) 

7.  L'analisi  ora  fatta  d&  luogo  ad  una  interpretali  o ne  geometrica  molto 
importante,  se  si  consideri  che  le  (a)  sono  le  equazioni,  in  coordinate  car- 
teaiane  g,  y,  di  due  cerchi  qualunque  del  plano.  Si  vede,  che  dei  quattro 
punti  di  incontro  di  due  cerchi  qualunque,  soltanto  dee  cadono  in  gene- 
rale a  distanza  finita,  ohe  vengono  segnati  sui  due  cerchi  dalla  retta  (p), 
il  così  detto  ane  radicale  dei  due  cerchi.  Olì  altri  duo  punti  cadono  sem- 
pre a  distanza  infinita  e  sono  sempre  gli  stessi  comunque  si  scelgano  i 
due  cerchi,  poiché  le  (j)  sono  indipendenti  dai  coefficienti  di  (a), 

Ihinque;  tutti  t  cerchi  del  piano  passano  per  due  punti   fissi,   punti   ci- 
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etici  all'infinito,  che  si  possono  definire  come  t  due  punti  di  interaenone 
della  rttta  all'infinito  colla  coppia  dì  rette: 

X  +  iy  —  0  ,  x  —  iy=^0. 

§  7.°  —  Teoremi  di  Bécoat  sali'  ellmlnaslone 
fra  più  eqnftzlonl  oon  altrettante  incognite. 

1023.  Sia  ora  proposto  il  sistema  generale  ài  tre  equazioni  con 
tre  incognite  : 

f{x  ,  y  ,  z)  =  0  ,  <}(x  ,  y  ,  z)  =  0  ,  ^{x  ,  y  ,  z)  =  0  (I) 

i  cnl  gradi  siano  risp.  m,  n,  l. 

Considerando  le  prime  due  equazioni  rispetto  alla  sola  varia- 
bile z,  si  potrà  da  esse  eliminare  questa  variabile  col  procedi- 
mento del  §  5°.  La  risultante  cosi  ottenuta,  che  designeremo  per 
brevità  oon  (/,  7),  sarà  una  funzione  intera  di  grado  m.n  rispetto 
alle  X  ed  y.  Infatti,  se /'  —  /io2"'  +  ^,z"'  '  +  ...,  qi^jaz"  +  9,2""' t- 
sono  le  /",  9  ordinate  secondo  le  potenze  decrescenti  di  z,  in  ogni 
termine  della  risultante  (f,f)  ia  somma  degli  indici  dello  p,q 
è  costante  (art.  1012)  ed  uguale  ad  mn.  Il  grado  di  (f ,  f)  nelle 
X  ed  y  non  putì  dunque  superare  mn.  È  poi  chiaro  che  esso 
non  può  essere  inferiore  ad  mn,  finché  le  (1)  abbiano  coefficicQiì 
letterali  generali,  come  supporremo  d'ora  innanzi^  poiché  se  ciò 
accadesse  in  generale,  a  maggior  ragione  dovrebbe  accadere  nel 
caso  speciale  in  cui  /'e  7  non  contenessero  che  x  e  z.  In  questo 
caso  si  avrebbe  Invece,  come  ul  §  pree.  una  risultante  in  x  del 
grado  mn. 

1024.  Ciò  premesso,  per  risolvere  le  (1),  si  potrà  dapprima  eli- 
minare la  z  fra  queste  equazioni  combinate  due  a  due.  Si  otter- 
ranno cosi  le  tre  equazioni  : 

(/,¥)-0    ,    (/,i>)  =  0    ,    (?,+)=0  (2) 

risp.  dei  gradi  mn  ,  mi ,  ni  nelle  sole  dae  incognite  x  ed  y.  Si 
potrà  dipoi  eliminare  la  ^  da  quest'ultime  tre  equazioni  combiD»tc 
due  a  due  e  si  otterranno  cosi  tre  equazioni  nella  sola  ìncoguiu  ar. 

E,(«)=(0',9),(/',4'))=O  fn*.n.l 

R,{x)  =  {(f,<f),i^,^)\  =  0  risp.  dei  gradi  m.n*.l        (3) 

R,(x)-(0',*),C5,*))  =  0.  m.n.l» 

Le  tre  funzioni  intere  R^(x) ,  R,(a;)  ,  R,(a;)  ammetteranno  in  ge- 
nerale, cioè  finché  restano  del  tutto  indetcrminati  i  coefficienti 
dello  (1)  come  si  è  supposto,  un  massimo  comun  divisore  D{xiH 
il  cui  grado  in  a;  ù  perfettamente  determinato  ed  i  cui  coefficienti 
sono  composti  razionalmente  coi  coefficienti  generali  indeterminati 
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delle  {I).  Noi  chiameremo  qaesta  fnnzione  D(xi  la  risultante  ri- 
sjiF.tto  ad  X  dello  tre  tqnazioni  generali  (1). 

È  chiaro  che  le  equazioni  t.ìS)  haoao  come  conseguenza  neces- 
saria l' equazione  : 

B{<c)  =  0,  (4) 

poiché  le  radici  comani  a  piti  equazioni  devono  annullare  sempre 
ii  massimo  comun  divisore  dei  loro  primi  membri.  Dimostreremo 
fra  poco  che  la  funzione  D(a:)  è  precisamente  del  grado  m.n.l; 
dopodiché  ci  sarà  agevole  concludere  che  il  sistema  (1)  ammette 
in  generale  m,n.l  teme  di  valori  di  x,  y,  z  ohe  lo  risolvono. 

)  025.  Teorema.  I.  —  Se  D(x)  è  la  risultante  delle  tre  equaziojii 
fi'x  ,  y  ,  z)  =  0  ,  •f(x  ,  y  ,  z)  —  0  ,  ^(k  ,  y ,  z)  =0,  esìstono  sempre  delle 
funzioni  razionali  intere  fj ,  9i  ,  "l'i  ^elle  x  ,  y  ,  z  per  le  quali  si 
ha  identicamente  i 

D(x)  =  f,f  +  i?iì>  +  (I/,f  (5) 

Invero,  per  il  teorema  dell'  art.  1009,  si  ptiò  scrivere  primiera- 
mente : 

0',?}  =  U'  -f  +  V  -9 

{/,<I.)  =  U'.r  +  V"-4.  (6) 

(9,<|.}  =  U"'-9+V"'-q. 

essendo  le  U  e  V  delle  funzioni  razionali  intere  delle  x,  y,  z  e 
dei  coeCScienti  indeterminati  che  entrano  nelle  f,tf,^- 

lu  secondo  luogo,  poiché  le  Ri(x) ,  Rf{x)  ,  B^^a;)  si  costruiscono 
come  risultanti  delle  funzioni  (f ,  f)  ,  if ,  ^)  ,  (f  ,  ^)  combinate  due 
a.  due,  si  ba  anche  : 

E,(a.)  =  H".(/',<f)  +  K".{?,d)  (7) 

E,(a.)=H"'-(/,<I.)  +  K"'.{cp,<i,), 

essendo  anche  le  H,  K  funzioni  razionali  intere  delle  x ,  y ,  z  e 
dei  coefficienti  di  / ,  9  ,  ^. 

Ora  è  chiaro  che  sostituendo  le  espressioni  (6)  nelle  (7)  si  ha 
un  risultato  della  forma  : 

B,(a:)  =  U/+V,9  +  W,<I« 

R,(a:)  -  U/  +  V,?  +  W,<I'  (8) 

Ri,(a^)-Us/'+V,7  +  W8^,. 

Ciò  premesso,  per  dimostrare  il  teorema  enunciato,  basterà  an- 
cora far  vedere  che  la  funziono  intera  T>(x),  definita  come  mas- 
simo comun  divisore  delie  E,(a:) ,  Rj(ar) ,  Ej{x) ,  si  può  scrivere 
identicamente  : 

D[a)  =  0,(3:). R,[3:)  -1-  Q^U)-Rt(x)  +  OB(ir).R,(a:),  (9) 

C*pr.t.t.i.  —  Itlituiioni  di  anali»*  algebrica,  S.»   cdJE.  78 
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essendo  le  iìf(x)  funzioni  razionali  intere  della  sola  x,  poìclii;  al- 
lora basterà  sostituire  in  (9)  le  espressioni  (8)  per  ottenere  Di 
sotto  ]a  forma  enunciata  nel  teorema. 

Ora  in  effetto  l'identità  (9)  è  una  conseguenza  inimediata  dello 
stesso  algoritmo  che  serve  alla  ricerca  del  massimo  cornati  divisore 
fra  due  o  più  funzioni  intere.  Si  comincerà  infatti  dal  cercare  il 
massimo  coman  divisore  à{x)  di  It,(x)  ed  R,(x),  e  dalle  relazioni 
fra  i  resti  successivi  si  otterrà  appunto,  eliminando  i  resti  che  pre- 
cedono A(x),  nna  idontitti  della  forma  : 

4(a!)  =  S,W.E,W+(l,(i;-K,C>:) 

con  0,  e  0,  funzioni  intere  di  x.  Si  cercherà  quindi  il  massimo  co 
mun  divisore  D(x)  fra  l(x)  ed  B^ix) ,  e  si  troverà  una  relazione 
analoga  : 

D(i)  =  «(x).iC»)  +  Vi).R,(a,) 

ohe  combinata  con  la  precedente  ci  darà  appunto  t>{x)  sotto  U 
forma  (9). 

1026.  Teobeua  II.  —  La  ritultante  D(x)  delle  tre  funzioni  gt- 
nerali  f(x  ,  y  ,  z)  ,  !f(x  ,  y  ,  z)  ,  ^{x. ,  y  ,  z)  rigp.  dei  gradi  m,  n,  i 
è  una  funzione  intera  di  x  del  grado  mXnXl> 

Per  dimostrare  ciò  premetteremo  1'  esame  del  caso  speciale  in 
cui  f ,  <f  ,  ^  siano  il  prodotto  di  fnnzioni  di  primo  grado.  Porremo 
dunque  : 

/■  =  A,-Ag.  ..  A„ 

(f  =  B,.Bi,.  ..  B„  (10 

!;i  =  C,-C(...C,, 

essendo  le  A,  E,  C  funzioni  lineari  afTatto  arbitrarie  delle  3*.$,:- 
In  talli  supposto  si  ha  evidentemente  : 

(f ,  a)  =.  (A,  ,  B.XA,  ,  Bj)(Aj  ,  B J  . . .  =  U(Af ,  B,-) 

(f,  I)  .-=  (A,  ,  Ci)(A, ,  Ca)(A, ,  C,)  . . .  =  n(A, ,  C,-)        (IH 

•li 
(5  ,  ■!/)  =  (B,  ,  C,)(B,  ,  C,)(B, ,  C,)  .  .  .  =  niB; ,  Cj). 
'li 
Di  qui  segae  ora,  mantenendo  per  le  R,(x) ,  R,(x) ,  B,{ir]  lede- 
Hiiizioni  date  dalle  (3}  : 

R,(x)  =  ll(Ai  ,Sj,0^)-n  {{Af ,  Bj)(A^ ,  cS) 

R,(a.)  =  II{A(  ,  B:  ,  CJ  •  n  ((A, ,  B,.) ,  {B. ,  €.))  d'^ 

■R-lx)  =  n(Ai ,  Bj ,  CJ .  n  ((A, ,  c,.) ,  (B^ ,  cS] 
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dove  (A,  B,  C)  indica  la  risaltante  rispetto  ad  a:  delle  tre  equa- 
zioni lineari  A  =  0  ,  B  =  0  ,  C  =  0,  ed  ((A ,  B) ,  (L  ,  M})  làrisaltante 
della  eliminazione  di  j/  fra  le  due  equazioni  (A  ,  B)=0,  (L  ,  M)-0 
che  contengono  solo  a:  ed  y.  Nelle  (12)  gli  indici  i,  j ,  h ,  k  pos- 
sono prendere  tutti  ì  valori  possibili,  salvo,  per  i  secondi  prodotti, 
le  lestrizioui  ivi  indicate. 

Ora  si  riconosce  immediatamente  che  i  fattori  di  uno  qualunque 
dei  tre  prodotti  : 

Il  ({A,,B,1,(A,,C,))  ,   n   ((A,,Bj),(B^,C»)) 

n  ({A,  ,Cj),(B;.,C»))  (13) 

sono  affatto  distinti,  in  generale,  dai  fattori  lineari  che  compon- 
gono gli  altri  due.  Dalle  (12)  risulta  dunque  che  i)  massimo  co- 
mun  divisore  delle  funzioni  intere  Ei(a;)  ,  Rj(3:) ,  RjCa:)  è  dato    da 

D(a:)  =  n(A,.  ,B,-,0»),  (14) 

epperò  è  di  grado  m.n.i. 

Ciò  premesso,  supponiamo,  se  è  possibile,  che  nel  caso  di  eqaa- 
zioni  acoefficienii  letterali  affatto  generali  contemplato  all'art.  1023, 
si  avesse  : 

RX:r)=DCx)Q,Ca.)  ,  R,C:c)=D(3T)Q.(a=)  ,  Hg(a:)=I>(a;)Q,(a=)     (15) 

e  che  il  grado  del  mnssimo  comun  divisore  Dfa:)  superaaae  il  pro- 
dotto m.n.ì.  Poiché  le  (15)  sono  per  supposto  delle  idtnixtà,  valide 
qualunque  sieno  i  coefficienti  delle  f  ,  o  ,\  ,  è  chiaro  che  esse  do- 
vrebbero sussistere  anche  quando  a  questi  coefficienti  sì  dessero 
1  valori  speciali  corrispondenti  al  sistema  speciale  (IOl  Si  dedur- 
rebbe allora  dalle  (15)  che  le  funzioni  R,(3:)  ,  'R^ix] ,  TH^ix)  ammet- 
terebbero, anche  nel  caso  del  sistema  speciale  (IO),  un  massimo 
comun  divisore  di  grado  superiore  ad  m.n.l  contrariamenle  a 
quanto  si  è  sopra  trovato.  Ci  è  lecito  dunque  di  asserire  intanto 
che  il  massimo  comun  divisore  THx)  riuscirà  in  generale  di  grado 
efftiale  od  inferiore  ad  m.n.l. 

Ma  neanche  può  esso  riuscire  in  generale  di  grado  inferiore  ad 
m.iul,  che  altrimenti,  specializzando  i  coefficienti  delle  f,<i,^  in 
modo  da  ridurle  alla  forma  (10),  il  massimo  comun  divisore  ge- 
nerale D(a:)  si  dovrebbe  specializzare  In  modo  da  essere  II  pro- 
dotto di  ona  parte  soltanto  dei  fattori  lineari  che  compongono  il 
prodotto  IIIAf ,  Bj  ,  C^),  il  che  è  manifestamente  assurdo  presen- 
tandosi tutti  questi  fattori  in  modo  affatto  simmetrico  riguardo  ai 
fattori  lineari  A|  ,  A, , .  .  .  ,  B,  ,  B^  , .  . .  ,  C,  ,  G, ,  .  .  .  nei  quali  si 
deconipongoQO  per  supposto  le  / ,  p  ,  4'- 

Concludiamo  dunque  che  il  massimo  comun  divisore  generale 
D(a:)   è  precisamente  de!  grado  m.n.l. 

1027.  Teorema  III.  —  Il  sistema  di  Ire  equazioni  algebriche  con 
tre  incognite  dei  gradi  m,  n,  1,  ammette  in  generale  nini  sistemi 
distinti  di  soluzioni. 
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QacBto  teorema  è  uan  consegaenza  quasi  immediata  di  quanto 
bì  è  sopra  dimostrato.  Invero,  poiché  ogni  valore  di  x,  che  accop- 
piato con  opportani  valori  di  ^  e  z  risolve  le  equazioni  propo- 
ste (l),  deve  soddisfare  in  generale,  come  si  fi  pia  notato,  all'e- 
quazione (4)  che  è  di  grado  vini,  è  chiaro  che  per  x  si  avranno 
in  generale  soltanto  mnl  valori  possibili  e  che  per  consegaenza 
il  numero  dei  sistemi  di  sola/.ioni  del  problema  non  può  in  gene- 
rale superare  mnl.  In  secondo  laogo  supponiamo,  se  è  possibile, 
che  il  numero  dei  sistemi  di  soluzioni  fosse  in  generale  uguale  a 
k  e  che  fosse  k  <.  mnl.  I  k  valori  di  x  soddisfacenti  in  generale  al 
sistema  sarebbero  radici  di  un'equazione  di  grado  fe  : 

a:*  -f-  i,a;*-'  +  t^x*-'  -t-  ...  +  *»  =  0  (15) 

i  cui  coefficienti  dovrebbero  essere  delle  funzioni  perfettamente 
determinato  dei  coefQcienti  delle  tre  equazioni  fondamentali.  Ora 
specializzando  le  tre  equazioni  secondo  il  sistema  speciale  (10), 
l'equazione  (15)  dovrebbe  essere  soddisfatta  soltanto  da  k  degli 
mnl  valori  di  x  definiti  dalle  mnl  equazioni  lineari: 

(A.,B,-,CJ  =  0. 

Ma  ciò  è  assurdo,  poiché  i  coefficienti  della  (15)  sono  composti 
simmetricamente  rispetto  alle  A,  ,  A,  ,  ...  ,  A„  e  cosi  pnre  simme- 
tricamente rispetto  alle  B,  ,  ... ,  B„  o  rispetto  alle  C,  , ...  ,  C^. 

1028.  I  teoremi  ora  dimostrati  sono  stati  stabiliti  da  Bézont  nei 
sno  trattato  fondamentale  sull'eliminazione  (*)  con  metodo  assai 
più  laborioso.  La  nostra  dimostrazione  ha  ti  vantaggio  della  mag- 
giore brevità  e  quello  di  dare  al  tempo  stesso  un  metodo  pratico 
per  la  costruzione  effettiva  della  risultante  D(a;)— 0  mediante  sem- 
plici operazioni  di  divisibilità.  A  questo  proposito  dobbiamo  anche 
notare  che  la  specializzazione  fatta  nell'art,  1026  è  assai  istruttiva, 
in  quanto  da  essa  appare  che  le  tre  funzioni  (  13),  cioè  ì  tre  quo- 
zienti : 

B,(x)       R,(x)       R,(x) 
D{x)    '   D(a:}   '   D(x) 

sono  primi  fra  loro  due  a  due  nel  caso  speciale  del  sistema  (1) 
e  quindi  lo  sono  necessariamente  anche  in  generale. 

Dunque:  il  masnimo  commi  divisore  delle  tre  funzioni  R,(s) , 
Rj(x)  ,  R^{x)  lìer  il  sistema  generale  11)  coincide  col  massimo  eo- 
mun  divisore  di  due  qualunque  di  esse. 

Per  conseguenza:  la  risultante  delle  tre  equazioni  generali  f-0, 
(f:^0,'^=0  altro  non  è  che  il  massimo  comnn  divisore  delle  due 
funzioni  intere  di  x  : 

((f,?),{f,*))  .  ((f.  9) -(?>■!'))  06' 

ottenute  eliminando  successi  oamente  dalle  tre  equazioni  le  altre  dvt 
incognite  z  ed  y. 
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1029.  Le  dimostrazioni  date  negli  articoli  precedenti  sono  di  in- 
dole generale.  Il  metodo  può  dunque  estendersi  ad  un  namero 
qualunque  di  equazioni  con  altrettante  incognite.  Esso  può  tuttavia 
semplificarsi  supponendo  che  si  siano  già  date  le  regole  per  co- 
struire la  risultante  dì  k  equazioni  fra  k  incognite  e  deducendoue 
quindi  quella  di  fc+1  equazioni  con  k+1  incognito. 

Per  chiarire  questo  concetto  ci  basterà  aggiungere  qnalche  altro 
cenno  sulla  risoluzione  di  un  sistema  di  quattro  equazioni  : 

A  =  0,/V  =  O,/i  =  0,/',  =  O  (17) 

fra  quattro  incognite  x,  y,  z,  t.  Trascurando  per  un  momento  una 
delle  (I7i,  p.  es.  la  ff,  resteranno  tre  eqnazioni  dalle  quali  ai  po- 
tranno eliminare  col  metodo  già  spiegato  lo  due  incognite  z,  t , 
ottenendo  come  risultante  una  sola  equazione  Tj=0  fra  le  due  in- 
cognite X  ed  y.  Combinando  ora  due  a  due  le  quattro  equazioni; 

T,  =  0  ,  T,  =  0  ,  Tg  =  0  ,  Tj  =  0  (18) 

così  dedotte  dalle  (17),  p.  ee.  la  Ti  =  0  e  la  Ti  =  0,  ed  eliminan- 
done la  t/  si  potranno  ottenere  sei  equazioni  : 

^i,j  =  0  (19) 

contenenti  la  sola  x.  Se  D(x)  è  fi  massimo  comun  divisore  delle 
funzioni  Bj,j,  tutti  i  valori  di  x,  che  congiunti  ad  opportuni  va- 
lori di  ff,  z,'  e  soddisfano  il  sistema  (1) ,  dovranno  essere  radiei 
della  risultante  : 

Dte)=0,  (20) 

e  si  dimostrerà,  in  modo  affatto  analogo  a  quello  tenuto  all'arti- 
colo 1025,  che  D(a;)  si  può  esprimere  identicamente  come  somma 
delle  ff  ,ft ,  fa  ,  f^  raoìtiplicate  per  funzioni  intere  delle  ai,  y,  z,  t. 
Enuncicremo  dunque  senz'altro,  come  segue,  i  teoremi  di  Bézout 
sopra  il  sistema  di  un  numero  qualunque  di  eqnazioni  con  altret- 
tante Incognite: 

Dato  un  Biatema  generale  di  n  equazioni  f,  =0  ,  fj=0  ,  ...  ,  f„=0 
fra  n  incognite  x  ,  y  , ... ,  t  riap.  dei  gradì  m,  ,  m, ,  ...  ,  m„  : 

1»)  Esistono  in  generale  m,mj  .  .  ,  m„  sistemi  di  valori  delle 
incognite  che,  soddisfano  a  tutte  queste  equazioni. 

2°)  Esiste  una  funzione  intera  D{x)  della  sola  incognita  x,  t 
cui  coefficienti  sono  funzioni  razionali  dei  coefficienti  generali  delle 
f,  ,  fg  ,,..,{„,  la  quale  è  del  grado  m,mj  . ,  .  m„  in  x  ed  egua- 
gliala a  zero  dà  per  radici  i  valori  dell'incognita  x. 

3°)  Esistono  n  funzioni  intere  fpi  ,  Oj  )  •■■ ,  <?„  delle  x  ,  y , ... ,  t, 
per  le  quali  si  ha  identicamente  : 

D(x)  =  9,f,  +  <pjfj  +  .  . .  +  <p„f„.  (21) 

1030.  Noteremo  per  ultimo  ohe  dalle  n  eqnazioni  si  dedurranno 
in  generale  n  — 1  relazioni  della  forma: 

y  =  Fi(x)  ,  2  =  Fj(x)  ,...,(  =  F„_,(a;) ,  (22) 

dove  le  F  indicano  fnnzioni  razionali,  i  cui  coefficienti  si  dednr* 
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ranno  da  qaelli  delle  fi  ,fi ,  •  ■  ■  ,  f„  con   semplici   operazioni   di 
divisibilità. 

Ciò  si  dimcatra  con  facile  estensione  dei  ragionamento  fatto  al- 
l'art. 1020  pei'  il  caso  di  dae  sole  equazioni  con  dae  incognite.  Se- 
gue dalle  (22)  clie,  una  volta  risolata  1'  equazione  D(a;)  =  0,  non 
sarà  in  generale  necessario  di  risolvere  altre  equazioni,  poiché, 
trovato  un  valore  di  x,  i  corrispondenti  valori  di  y  ,  z , ... ,  t  sa- 
ranno dati  dalle  (22)  che  potranno  divenire  illusorie,  cioè  dare  i 

valori  dì  y  ,  B ,  .  .  . ,  t  s«tco  la  forma  -  ,  soltanto  in  certi  casi  par- 
ticolari. 

Hot»  ed  EKsroisi. 

iatoDia  Bpeciale  delle  tre  eqaasioni 

x  +  y  +  z  =  A  ,  x*+y*  +  e*  =  B  ,  x*  +  3^  +  z'=C. 

BicoDoicere  coma  in,  questo  caso  la  ricultante  rispetto  sd  nnk  delle  in- 
coipiìte  HÌa  un  quadrato  esatto. 

2.  La  teoria  generala  esposta  risolve  anche  il  problema  di  trovare  la 
condizione  affinchà  uà  sistema  di  n  equaiioni  con  sole  n— 1  incognite  sia 
risolubile  con  valori  finiti  delle  incognite.  Invero  questa  aistenia  si  pcA 
sempre  coneiderare  come  un  sisteina  di  equazioni,  degli  stessi  ^radi  m,, 
m,  ,  ...  ,  fra  n  iuoognite,  introducendo  fittiziamente  una  nuova  incognita;; 
che  entrerà  però  al  grado  zero  in  ogni  equazione.  La  risultante  cottrnila 
col  metodo  generaln  rispetto  a  queat'ul tinnì  incognita  E  si  ridurrà  cosi  »d 
una  costante  che  dovrà  essere  nulJa  qualora  il  Bistema  proposto  eiaiiso- 
lubiie  con  valori  finiti  delle  n— 1  incognite,  come  emerge  dalla  forinola  (S) 
dell'art.  lO'iS. 

8.  Al  sistema  di  »  equazioni  con  n  —  1  incognite  si  può  anche  sostitaiie. 
analogamente  a  quanto  si  è  fatto  per  i  sistemi  lineari,  un  sistema  di  ■ 
equaiioni  omogenee  fra  n  incognite;  ponendo  cioè  le  incognite  x,  y,i,-il 
sotto  la  forma  —   ,  ~  ,  ,..  ,  -^^  e  moltiplicando  quindi    ogni   squaiien* 

per  x„  elevata  al  grado  dell'equazione. 

Supponiamo,  per  semplicità,  dì  avere  nn  sistema  di  tre  equazioni  «««■ 
genti  f^a  la  tre  incognite  4!  ,  y  ,  >  : 

Ai,j,,z)  =  0  ,  ,,(«  ,  !, ,  s)  =  0  ,  4.(i,y,«)  =  0  (I) 

rinp.  dei  gradi  m,  ,  m,  ,  m,  ,  e  costruiamo  il  determinante  ; 

f.  r,  r,  i 
1=  f.  f,  1,  !  o 

♦.  +,  *.  I 

che  si  chiama  il  Jaeobiano  delle  tra  funsioni  / ,  ^  , '| ,  composto  (cfr.  srti; 
colo  510}  colle  derivate  parziali  delle  f,f,^   rispetto   alle   tra  variabili 

i,y  ,*■ 

Per  il  teorema  di  Eulero  (art.  612)  si  ha  identicamente: 
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Di  qui  emerge  che,  *e  U  lUttma  (1)  i  ritolubilt  con  valori  finiti  t  non  tutti 
nuZIi  deìU  X,  y,  i,  qvtèti  tteiii  valori  denoao  anche  toddU/are  (art.  4S2)  l'e- 
quazione 1=0  (di  ((rado  m^  +  m,  +  m^  —  S  nelle  f .  y,  z). 

DeBignando  con  F^,  ,  tp^c  ,  ^'z  ,  ...  |;li  aggianti  di  /„  >  ^a  '  'ix  •■•  ^^^  ^^~ 
tenaiaftnte  (2),  bì  ha,  risolvendo  il  sistema  (8)  rispetto  ad  a:,   l'identità: 

I-x  =  m,fF„  +  mgif<t>^  +  m^^V^ 

che  derìvatEi  parzialmente  rispetto  ad  x  ci  dà  (art.  690]  : 

a- J„  +  1=  m,/'a.Ffl,  +  TOaT,*,  +  y>^^Jf„ 

+  mj-  (FJ^  +  mg?  ■  («„ì_^  +  mji}i  •  (T^)^ 
e  derivata  rispetto  ad  n  : 

+  "»/•  (P»\  -1-  "4?  ■  (*»)^  +  "»»•■!'  ■  ('•' J^ . 

onde,  per  il  aiitema  dì  valori  ce,  y,  s  che  soddiafa  le  (1),  bì  avrà  : 

x-ly  =  m/j^^  +  m,'iy%  +  »Wg<|/,¥„ 

Ha  per  m^=m,  =  m^  i  secondi  membri  dì  queste  eqnasionì  sì  ananlUno 
identicamente  (art.  423-424);  quÌDdi,  poiché  almeno  una  delle  *,  y,  s,  per 
ee.  la  x,  hn  valore  diverso  da  lero  : 

i„  =  0  ,  ij,  =  0  ,  I,  =  0.  (4; 

Questo  ribultato  si  generalizza  evidentemente  come  aegue  : 
Le  toluitonf  di  un  liìtema  di  più  equarioui  omogenee  e  dello   itetto   grado 
con  allTeltante  incognite  loddit/ano  anche  alle  equazioni  cht  •>  oUengono  egua- 
gliando a  tero  la  derivate  parziali,  riiptllo  a  ciaickeduna  ineogniia,  della  Jty- 
eobiana  del  litiema. 

4.  Si  suppongano  le  equazioni  (1)  di  secondo  grado  nelle  x  ,  y  ,  ».  Sì 
costruiscano  le  equazioni  (4)  che  riuBcirenno  pure  dal  secondo  grado.  Si 
hanno  cosi  in  tutto  sei  equazioni  lineari  omogenee  fra  le  sei  quantità  : 
X*  ,  V*  ,  z*  ,  xy  ,  yx  ,  zx.  Eguagliando  a  sere  il  determinante  di  queste  eqno- 
mioni  si  otterrà   la  condizione  per  la  risolubilità  de!  sistema  proposto. 

5.  Per  l'ulteriore  sviluppo  di  quanto  sì  b  dimostrato  nelle  dna  note  che 
precedono,  oioò  in  iapecie  per  quanto  rigaarda  la  generalìszazione  del 
metodo  dialitico  di  Sylvestor  allo  scopo  di  ottenere  te  risultanti  di  più 
equazioni  con  più.  inco;;nite  sotto  forma  di  un  unico  de  termi  nauta,  riman- 
diamo il  lettore  all'eccellente  trattato  del  Balmon  (traduzione  tedesca  di 
t%edltr):   Vorleeuagen  Bber  die  Algebra  der  linearen  Snbttilutionen. 

Bimandiamo  allo  stesso  trattato  (')  anche  per  quanto  riguarda  l'esten- 
aioue  a  più  equazioni  con  più  incognite  del  metodo  di  eliminazione  fon- 
dato sull'aso  di  funzioni  simmetriche  dei  sistemi  di  soluzioni.  Non  pos- 
siamo però  esimerci   dal  dare  qui  alcuni  pochi  teoremi  fondamentali. 

6.  Sia  dato,  per  flsesre  le  idee,  il  sistema  di  tre  equazioni  con  tre  in- 
cognita : 

f{x,y,z)  =  0,<i(_x,y,z)=-0,^{x,i,,z)  =  0  (5) 


risp.  dei  gradi  m,  n,  I.  Sappiamo  (art.  1027)  che  esistono  in  generale  ti,=nini 
(*>  Ovvero  alla  Théarie  de  VÈlimination  di  Faà  di  Bruno. 
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eiatemi  diatinti  dì  soIueìodì  che  indicheremo  e 


e  diciamo  che:  t»  *{Si  ,  S'i  i  ^i  ;  ■  ■  ■  :  Xj^  ,  y^^  ,  Z^^)  *  timafvniiont  razio- 
nalt  delle  (6)  «immefrica  ritp^to  ai  ^  gruppi  Xj  ,  y^  ,  t{  (*),  aia  n  può  ibbi- 
pre  ttprimere  eomt  una  /untione  raiionaU  dtt  eoeffieienti  delU  f ,  ip  ,  '|. 
Invero  si  he,  per  l'art.  U<30: 

i-j  =  F^^x^) ,  Zi  =  F^{Xi)  per  i  =  1  ,  2 (jl  , 

onde  si  pa6  •crÌTere  : 

*  =  «[a:, ,  F,(x,) ,  F,{a;,)  ■,...;x^,,  F,(a;^)  ,  P,(a:^)] , 

cosicché  la  4i  si  può  rappresentare  come  una  funiioDC  simmetrica  delle 
Xi  ,  X,  ,  .  .  .  ,x^,  cioA  delle  ^  radici  della  risultante  D(z)  =  0  (art.  1024) 
delle  tre  equaiioni  (5). 

La  4  ai  esprimerà  dunque  (art.  922)  come  una  funstODe  rasionale  dei 
coefficienti  di  D(«),  e  quindi  anche  dei  coefficienti  di  /,  9  ,  <ji. 

7.  Siano  ora  date  fìiu  le  tra  incognite  x,  y,  z  quattro  equaiioui  : 

f{x,y, z)=0 , (F(a; ,  y  ,  i)=0 ,  "^x , y , 2)  =0 , xC»: , y , e)=0.        (7) 

La  condiziona  necessaria  e  sufficiente  affinchè  questo  sistema  sia  rìso- 
Inbile,  è  espressa  evidentemente  dall'  equazione  : 

x(», ,  Vi ,  'ò-ii", ,  y, .  2j  ■  ■  ■  x(»|. .  »,  >  »|J  =  0         (8) 

che  d  una  fùnsione  simmetrica  dei  (1  eistemì  di  valori  Xf  ,yi  ,  S|  che  sod- 
disfacevano allo  tre  prime  equazioni  (ù).  Per  l'art,  prec.  al  primo  membro 
di  qnesta  equazione  ai  potrà  sostituire  una  fùnsione  razionale  dei  coeffi- 
cienti delle  /,  f  ,  iji  e  della  x  i  ^'^  '  cnefficienti  di  ]r,  entreranno  evidente- 
mente al  grado  ^j..  Dunque:  la  ritultantt  di  ni  equazioià  con  m  — 1  ineoynilc 
è  una  /unzione  razionale  intera  dei  coefficienli  delle  m  equazioni,  la  quale  ri- 
epetto  ai  caifficitnti  di  una  delle  equaxioni  è  di  «n  grado  eguale  al  prodollo 
dei  gradi  di  tutte  le  rimon^TiIi. 

8.  Fra  gli  esempi  di  sistemi  particolarì  di  equazioni  con  altrettante  in- 
cognite che  ammettano  un  nnmero  infinito  di  siatemi  di  soluzioni,  b  im- 
portante il  segaeute  : 

a:*-l-y'-l-zH(agX+fe,y+c,e+dj)(aa:-(-gy+7«H-S)=0  (Sj 

Sottraendo  dalla  prima  equazione  la  seconda,  ovvero  la  tersa,  si  ha: 

[((i,-ajìa:+(6,-6s)y+(Ci-c,)z-|-(di-djil(5a:-i-?y-l-vz+5)=0 

[{ai-a^)xMbj-b^)yH('i-H)^Mdi-df)]{ax+-'fy+-^z-\-h)=0 

d'  onde  emerge  che  tutte  le  possibili  soluzioni  del  sistema  1,9)  si  compon- 

1")  dei  due  sistemi  di  valori  di  x,  y,  z  che  soddisfano  alla  prima  delle 


{•)  Cosicché  p.  es.  : 

F{a:,  ,  ffi  ,  ^1  ;  xj ,  y^  ,  z,  ;  ...)=F(a:j  ,  y, ,  z,  ;  2^,  ,  J,  ,  ^,  ;  ..■),  ecc. 
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eqnktioni  (9)  ed  «He  drie  equasioni  di  primo  grado  : 

(o,  -  at)x  +  (6,  -  Vy  +  (.<^t  -  c,)2  +  (di  -  d,)  =  0 

(a,  -  <ig)a!  +  (6,  -  6g)y  +  (e,  -  Cs)z  +  {d,  -  dj)  rr  0 , 

2";  dettli  iofiniti  siatami  di  veiori  di  (c,  y,  i  che  soddisfano  alle  dne 
eqDazioni  : 

JC*  +  y'  +  2*  =  0     ,     ox  +  Pff  +  YZ  +  S  =  0.  (10) 

Per  3  =  ^  =  7  =  0,  S  =  l  le  equazioni  (9)  sodo  qnelte  di  tre  sfere  qn&li- 
sivogliaDO  io  coordinate  cartesiane  ortogonali,  e  la  aecocda  delle  (10)  rap- 
presenta il  piano  all'  itifloito.  Si  Tede  dunque:  che  l' intersezione  di  tre 
■fere  qaalisiTOftliaDO  si  compone  in  generale  di  doe  soli  pnnti  isolati  e 
di  infiniti  punti  eitnati  in  un  cerchio  oomane  a  tutte  le  sfere  dello  spazio 
(rerckio  imaginario  ett'infinito),  che  si  può  definire  come  intersezione  della 
afera  x*  +  y'  -|-  z'  =  0  col  piano  all'  infinito. 


Capiiu.1.  —  IititutioHi  di  analUi  algebri 
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CAPITOLO  XIV. 

TRASFOEMAZIONE    DELLE    EQUAZIONI. 

RISOLUZIONE   GENERALE   DELLE  EQUAZIONI 

DEI   PRIMI    QUATTRO  GRADI. 


§  Ifi  —  Trkaformailone  lineare  di  un»  variabile. 
Traafonn salone  lineare  di  an'eqnaslone  ad  un'lneognlts. 

1031.  Se  in  luogo  di  an  qualsiasi  valore  della  variabile  x  si 
prenda  il  valore  {ax  +  b)  :  (ex  +  d),  essendo  a,  b,  e,  d  quattro  na- 
meri  costanti  fissati  a  piacere  colla  sola  restrizione  che  ad— 6e  sia 
diverso  da  zero,  ed  il  nnovo  valore  cosi  ottonato  si  indichi  con  y, 
si  dice  che  sulla  variabile  x  si  è   eseguita  la   tragformazione   ti- 

ax  +  b 

y  =  ^7Td-  <»' 

Quando  non  importi  mettere  in  evidenza  le  due  variabili  z  ed  y, 
questa  trasformazione  si  rappresenta  anche ,  più  semplicemente , 
col  simbolo  (^  .].  Questo  simbolo  si  pud  anche  considerare 
come  iin  simbolo  operativo  da  apprcarsi  alla  variabile  da  trasfor- 
marsi. Pertanto  in  luogo  di  (1)  si  scrive  qualche  volta: 

-C  ih 

Risolvendo  la  (1)  rispetto  ad  x,  sì  ottiene  l'equivalente: 

cy-a         \     e     ~ar 

1032.  Qualunque  siano  i  valori  che  si  attribtiiscono  ad  x,  ov- 
vero ad  y,  I  secondi  membri  delle  (1)  ed  (l)'  prenderanno  sempre 
un  valore  Anito  e  determinato  o,  al  più,  nn   valore   della  forcaa 

-—■  con  A  diverso  da  zero,  nel  qua!  caso  sì  dirti  che  a  qnel  va- 
lore speciale  dato  all'una  variabile  corrisponde  per  l'ultra  il  va- 
lore 00 .  La  forma  indeterminata  j~  non  sì  paò  avere,  perchè^  se 
p.  es.  per  an  certo  valore  di  x  si  avesse  simultaneamente  ; 

aa:  +  6  =  0  ,  ca!  +  d  =  0, 
se  ne  dedurrebbe  ad  —  hc  =  0,  contro  il  sapposto. 


,y  Cecile 


1033.  Supponendo  nella  (1)  nalli  od  ugnali  ad  1  alcani  dei  coef- 
llcienti  a,  b,  e,  d,  bì  hanno  ì  segaenti  tre  casi  particolari  di  trae- 
formazioai  lineari  : 

cioè: 

j/  =  a:  +  A,j/  =  fc»,j/  =  — ,  (2) 

e,  reciprocamente,  è  facile  riconoscere  cbe  ogni  trasformazione 
lineare  (1)  H  può  ottenere  come  il  risultato  di  trasformazioni  di 
questi  tre  tipi  speciali  eseguite  Bucceasivamente. 

Ciò  è  evidente,  se  c=0  ;  poiché  in  questo  caso  la  (1)  si  riduce  ad 

j/  =  \-^)^+  {-t)i  *''''*  *!'*  forma:  y  ^kx  +  h. 

Se  e  è  diverso  da  zero,  dividendo  per  e  il  numeratore  e  il  de- 
nominatore della  frazione  (1),  si  pnò  dare  alla  trasformazione  (1) 
la  forma  : 

^      x+t       x+t 

d'onde  appare  che  la  trasformazione  (1)  si  può  ottenere  eseguendo 
successivamente  sopra  x  le  segaenti  quattro  trasformazioni: 
1»)  una  trasformazione  y  =  x  +  h,  per  A  =  f , 

2")  una  trasformazione  y  =  — , 

3")  una  trasformazione  j/  =  kx,  per  ft  =  g  -  -ja , 
4'>)  una  trasformazione  j/  =  a:  +  fi,  per  fi  =  a. 

1034.  Se  quattro  numeri  x^  ,  x^  ,  x,  ,  s^  si  sottopongano  ad  una 
stessa  trasformazione  lineare,  e  siano  Yi  ,  y»  ,  Yj  ,  y4  i  corrispon- 
denti numeri  trasformati,  il  rapporto  anarmonico  dei  primi  è  u- 
guale  al  rapporto  anarmonico  dei  trasformati,  cioè  : 

X, -X,     Xg-x,  _  Yi-y,  _  Yj-y, 
x,-x,  ■  x,-x^     y,-y.  '  yg-y/ 

Invero  ciò  è  senz'altro  manifesto  nel  caso  in  cui  la  trasforma- 
zione lineare  appartenga  ad  ano  dei  tre  tipi  elementari  (2).  Il  teo- 
rema sarà  dunque  vero  anche  per  tina  trasformazione  ottenuta 
eseguendo  delle  trasformazioni  saccessive  di  questi  tre  tipi,  cioè 
appunto  (art.  1033)  per  una  qualsivoglia  trasformazione  lineare, 
e.  d.  d. 

1035.  Nei  §§  che  seguono,  noi  tratteremo  successivamente  di 
questi  tre  tipi  elementari  di  trasformazioni  lineari,  applicandoli  a 
quegli  n  valori  speciali  di  x  che  sono  radici  di  una  data  equHZlono 
de!  grado  n,  allo  scopo  di  studiare  le  proprietà  dell'  equazione 
trasformata,  cioè  dell'  equazione  che  ha  per  radici  gli  n  valori 
specinll  di  y  cbe  corrispondono  a  quegli  n  valori   speciali   di  x. 
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Vote  ed  Eaercisi. 

1.  Se  S  e  T  sodo  dna  trasformazioni  linaari,  la  trasfonuaiione  lineare 
che  naeoe  dall' ssef^vi re  piima  la  tTasformaaione  S  e  poi.  aul  nnmsro  eoel 
oUenuto,  la  trasformai  ione  T,  ai  snol  designare  col  prodotto   TS.    Terifi- 

(a.    p\/a     6\      /oa  +  6c     a.b  +  ^d\ 

e  che 

(a8-P'f)(a<i-6c)=(ao+Pc}(Y&+3d)-(Ta+8c)(a6+?d). 

2.  ainsta  U  conventione  adottaU,  la  decomposizione  fatta  all'art.  lOBS 
>i  può  esprimere,  pei  e  diverso  da  aero,  come  segue  : 

(e  ^)=a  "ior-?^"'  ?){?  i)a  "r)- 

8.  Terificare  le  nguaglìoiiKe  : 

(j^i')=(r5)(??)(;i)(i?)(s?) 
Co'  ?)=(?  j)(?  ?)(?  ;)(s  ?)■ 

4.  Dalle  altimo  dae  Note  segue  evidentemente  ohe  :  ogni  IratfarmazÙMt 
lineart  a  cotfficianU  razionali  (coiicekè  a,  b,  e,  d  »i  potranno  lemprt  riltMrt 

int»ri)    i   la    riitillants    di   tratformaiioni  lineari  del  tipo  y.-=-     e   dà  tipi 

7  =  x  +  h  ed  y  =  kx,  ove  h  «  k  tono  num»ri  iultrL 
6.  Teri&care  ohe  : 

(s  ÌH°  X  ?)(?  X  X  ?)• 


6.  Se  BC-DA=  ],  sì  può  scrivere: 

-  Ac      Gè  -  Ad}' 


(a    6\_/A     B\{Bc-T>a    Bd-D6\ 
U    d^  -  Ve    cACa-   ■ 


7.  Se  a  e  e  sono  due  interi  primi  tr^  loro, 
nare  (art.  656)  altri  dne  interi  A,  C  tali  da  s 
allora  scrìvere,  qualunque  siano  b  ^  d: 


Gb-ki}- 


{a    h\_{&.    a\{Q    ad-c6  \  _ /A    a\/ad-c6  0\/0 
\c    d)-\C    c)\x     Cb-&.d)~\C    c}\      0      lAl 

n  sono  primi  fra  loro,  ma  sia  S  il  loro 
=  a£  ,  d  =  yS,  si  potrà  Bcrivere  : 

{a    6\_/a5     b\  _  fa    fcVS    0\ 
\c    dJ-y-jS    dj~\t    d)\0    l) 

leterminando  coma  nella  Nota'prec.  A 

/«     f>\-{^     «\fO     ad-tb\f5     0\ 
\c     d}~\C     tA»     C&-AdA0     lA 
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8.  Se  a  e  e  non  sono  primi  fra  loro,  ma  sia  S  il  loro   massimo 
divisore  a  sia  a  =  a£,<i  =  YS,  si  potrà  scrivere: 


B  quindi  anche,  determinando  coma  nella  Nota'prec.  A  e  C   in  modo  da 
iversi  ttC-TA  =  l: 


9. 


Le  trasformazioni  {"   ,  t  per  le  (inali  a  ,  b  ,  e  ,  d  sono  numeri  iotari, 


i  grande  importanza  in  molte  questioni.  11  numero  intero  n=ad-be 
■i  chiama  in  tal  caso  V  ordine  della  trasformazione.  Dalla  dae  Nota  che 
procedouo  discende  evidentemente  the  m  n  =  ±  p,p,  -  -  -  Pt  i  l'ordint  della 
trai/ormaxiont  decampoilo  nei  tuoi  /altari  primi  p,  ,  Pj  ,  ■  .  .  ,  p»  ,  «'«a  »•  i'ui 
tempre  coniidarare  eomt  la  ritvUante  delle  k  traÌ/onnaxioiti  : 

(?■  ?).(§•?) (?'?) 

da  ettguirti  una  tal  volta)  combinata  con  trtuformationi   di    ordine 


10.  La  trasformaci on e   lineare  y  = zi    pnò   anche   rappresentare 


jfi  =  aw,  +  ftai,  ,yt  =  cxi  +  dxg , 

purché  si  ponga  y,  :  y,  =  y  ,  i,  ;  x,  =  a;. 

Considerando  le  cose  da  questo  pnnto  di  viata  il  lettore  potrà  dedurre 
facilmente  il  teorema  della  Nota  che  precede  come  cano  particolare  di 
quanto  ai  è  già  dimostrato  (pag.  215,  Note  11  e  12),  per  le  sostitniioni, 
a  coefficienti  interi,  con  n  variabili. 

11.  Dalle  dimostrazioni  ifik  fatte  (pag.  21&,  Note  12  e  16)  zi  dedurrà  poi, 
pel  caso  particolare  in  cai  il  modulo  della  sostituzione  sia  :ii  I.  che  ogni 
Irat/oriaationt  linrart,  a  eoefficitnCi  int«ri,  di  ordine  ±1,  li  pub  oUtntre  me- 
diante le  tre  trasformazioni: 


(Jl).(l?).(-5?> 


12,  Osservando  ohe  : 


(}?)=(?  J)(JO(?i).(-S?)(?i)K?i)(-J?) 

si  riconoscerà  facilmente  come  al  teorema  ora  enunciato  ai  possa  anche 
dare  la  forma  ae^nente:  ogni  tratformatioue  lineare,  a  eoeffieitnti  ÌRl«ri,  di 
ordine  ±  1  il  può  ottenere  mediante  le  tre  trae/or 


g  2.0  —  Trasforinazione  a  radici  anmentftte, 

1036.  Detta  x  una  qualunque  delle  n  radici  dell'  equazione  : 

a^x"  +  a^x"~^  +  .  . .  +  «„_ia:  +  a„  =  0  ,  (1) 

ci  proponiamo  df  costruire  un'altra  equazione  dello  Btesso  grado 
le  cai  radici,  che  cbiameremo  j/,  siano  legate  alle  radici  di  a;  del- 
la (I)  da  ana  relazioDe  della  forma: 

!/'=x  +  k  (2) 

dove  k  è  una  costante  fissata  a  piacere. 
Io  altri  termini,  se  a,  ^,  i, ... ,  X  sodo  le  n  radici  di  (I),  si  tuo! 
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costruire  tin'altra  equazione  le  cui  radici  siano  a-tit,  ^+k,...,/.+k, 
cioè  siano  eguali  alle  radici  di  (I)  aumentate  di  una  stessa  quan- 
tità data  k. 

Potendo  però  k  essere  mi  numero  qualunque,  la  irasformazio- 
no  (2)  non  differisce  sostanzialmente  dalla  trasformazione:  j/=x~h, 
che  risoluta  rispetto  ad  a;  da  : 

a;  =  y  +  A.  (3) 

Ora,  poBto  per  brevità  : 

f(x)  =  floo™  +  a,x-^  +...+  a„_ix  i-  a„  ,  (4) 

sostituendo  in  (1)  in  Inoffo  di  x  la  sua  espressione  (3),  bì  ba: 

Ay  +  A)  =  o, 

cioè  (art.  503): 

È  questa  un'  equazione  di  grado  n  nell'  iucoRnita  y  ;  ed  4  ap- 
punto la  trasformata  richiesta  (a  radici  diminuite  di  h)  dell'equa- 
zione f{x)  =  0. 

1037.  La  determinazione  pratica  dei  coefQcienti  delia  equazione 
trasformata  imporla,  come  si  vede,  di  calcolare,  data  la  funzione 
f{x)  ed  un  certo  numero  h,  ì  valori  dei  quozienti: 


A»).f..^-'|a,... 


(5ì 


n») 


rw  /"(») 


(6) 


Questo  calcolo  si  fa  nel  modo  più  vantaggioso  mediante  il  i 
gnente  procedimento  dovuto  ad  Somer. 
Sì  cOKtrttisca  il  quadro: 


a^  a,  a,...a„_,  a„_,    a^_,     a^ 

a^  b,  b, .  . .  b„_,  b„_(    b„_,    b, 

*0  *1  C(  .  .  .  c„_,  C„_g     c„,, 

So  d,  d, .  .  .  d„,j  d„_j 

a. 


cominciando  collo  tcrioere  nella  prima  orizzontale  i  coefficienti 
a,  ,  a,  , . .  .  ,  a„  della  funzione  proposta  f(x).  Dopo  ciò  si  formi  la 
seconda  orizzontale  scrivendo  per  primo  termine  a«  e  calcolando 
i  successivi  termini  b,  ,  b, ,  .  .  .  ,  b„  colla  regola  che  un  termine 
qualunque  si  ottiene  moltiplicando  il  precedente  per  h  ed  aggiun- 
gendo al  risultato  il  termine  della  prima  orizzontale  che  ti  trova 
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<*/  disopra  del  termine  cercato.  Si  formino  colla  sieaga  regola  le 
altre  orizzontali  {cosicché  p.  e»,  per  la  quarta  linea  orizsontale  ai 
awró;  d,  =  dj_,h  +  Cj)  coll'avvertenza  che  il  numero  dei  termini  da 
calcolarsi  per  ogni  orizzontale  va  diminuito  ogni  volta  di  un'unità. 
Fatto  ciò,  gli  ultimi  termini  delle  successive  orizzontali,  a  comin- 
ciare dalla  seconda,  saranno  appunto  i  valori  cercati,  cioè: 


f(h)  = 


,fW  =  e.-,-7^  =  'l»-, 


f"(h)  fl»l(b) 

Tr'"»- IT' 

Cosi,  ad  esemplo,  se  sìa  data  la  fanzione: 

f(x)  =  3x*  +  4a!*  -  óa;  +  6 

e  si  vogliano  calcolare  i  valori  di  f[-2) ,  f{—2) ,.. ., 
costroire  11  quadro  se^aente  : 

-23  0        4         -5       6 


-6 
-12 


-37     80 


onde  si  concladerft.  : 

A-2)=80  ,    /•M)=-117, 


atipie   c!ti^= 

[2  '        [3 


1038.  É  facile  dar  la  ra^icoe  di  questa  regola.  Partendo  infatti 
dall'  identità  (art.  605)  : 

n^)  =  nh)  +  (.x-k)^f{x-h)'^-i...., 

si  vede  che  f{h)  b  il  resto  della  divisione  di  f{x)  per  x—h,  e  che 
il  quoziente  di  tale  divisione  è 


f.(.-.)f-'H 


(-.)■»..... 


Se  questo  quoziente  si  divide  ancora  per  x~h,  si  vede  che  il 
resto  sarà  — — —  e  che  il  quoziente  sarà: 


C|I.,.-„rffi,,_,,«^, 


il  quale  diviso  per  x  -  h  darà  a  sua  volta 
via.  I  numeri  cercati  AA), 


[|  resto  -p— ,  e  cosi 
i  possono  dnnqne  tro- 


u  '  li 

vare  come   resti  successivi   della  divisione  ripetuta   di  fix)   per 
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x~h.  Ora  ciò  si  fa  appunto  col  cjnadro  (7),  il  quale  non  è  alt» 
che  il  risultato  dell'applicazione  ripetuta  della  regola  di  Ruffioi 
(art.  491  e  492)  per  calcolare  i  coefficienti  del  quoziente  ed  il  resto 
della  divisione  di  una  funzione  intera  per  x  -  h. 

Così  sì  vede  che  Oq  ,  6,  ,  ò, ,  -..  ,  &„_,  sono  appunto  i  coeffleiei'i 
del  primo  quoziente  e  cbe  b„  È  i)  primo  resto.  Similmente  si  Tede 
che  dividendo  il  primo  quoziente  per  x  —  h  si  otterrà  un  Becoodo 
quoziente  che  avrà  appunto  per  coefficienti  i  numeri  og  ,  e, ,  e, ,.., 
^n-s  ®  P^r  resto  il  numero  c„_,  dati  dalla  terza  orizzontale  dei 
quadro.  Sarà  dunque  c„_,  =  f(h),  e  cosi  di  seguito. 

1039.  Nella  trasformata  dell' equazione  /ix)  =  0  data  dalla  Tor- 
mola  (5)  il  coefficiente  della  potenza  y""'  della  nuova  ÌDCOgniU}' 


potrà  dunque  fare  in  modo  che  l' equazione  trasformata  manciù 
del  termine  contenente  una  data  potenza  y"'',  determinando  la  co- 
stante h  in  modo  da  soddisfare  all'  equazione  : 

Essendo  questa  un'equazione  dì  grado  t  in  A,  è  chiaro  che  t&le 
determinazione  si  potrà  fare  in  generale  in  i  modi  distinti. 

1040.  In  particolare  per  far  sparire  nella  trasformata  il  termine 
in  ^""S  basterà  risolvere  un'equazione  di  1«>  grado,  che  si  otterrà 
immediatamente  ponendo  nella  (1)  x  =  y  +  h  b  ordinandone  io  sri- 
luppo  secondo  le  potenze  di  y.  Sì  trova  cosi: 

Uo(ff+ft)''+a,(j/+A)'*''+  ...  4a„-Ooì'''+(nM+ai)ì^"'+  •■■  =*>■ 

Basterà  dunque  prendere  h= 
formi  in  un'altra  mancante  del  secondo  termine. 


1,  Traaformare  l'eqahiione  dx"  — 6«' +  %c -)- G  =  0  in  un'atra  muicliit^ 
del  aeoondo  termina. 

2.  BisolTere  1' eqnaBÌone  del  secondo  f^rado  ridacendola  alla  forni  bi- 
nomia  mediante  la  trasformai  ione  a  radici  lamentate. 

8.  St  ttji)  —  0  è  un'  tquaxioM  la  cui  prima  derivala  ha  tutte  U  nx  radi" 
tgvali,  il  primo  membro  f(x)  i  neeettariamenie  detta  ferma  : 

f(l)=i{W+b)"+0. 

Si  dimostri  ciò  facendo  vedere  ohe,  nell'ipotesi  fatta,  l'egDacioDe/(ii=i' 
■i  pnò  ridurre  alla  forma  binomia  mediante  nna  tratformacione  a  rsJi':i 
aumentate. 

4.  Trovare  la  condizione  cai  debbono  soddisfare  i  coefficienti  dell'equ- 
EÌoue  di  quatto  grado  s^  +  <i,k>  -)-  n^as*  -f-  a,«  +  a^  =  0,  affinchè,  medìute 
una  trasformazione  a  radici  aumentate,  essa  prenda  la  forma:  ax*+^'-tT-^'> 
equivalente  ad  un'equasione  di  secondo  grado. 
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§  3.0  —  Traaformaslone  a  radici  maltiple.  —  Determinazione 
delle  radici  razionali  di  an'  equazione  a  coefBolentl  ra- 
lionall. 

1041.  Si  voglia  ora  costroire  un'equazione  che  abbia  per  radici 
te  radici  a:  dell'equazione  data; 

Offe"  +  aiK**"'  +  . .  .  +  a„^jX  +  a„  =  0  (I) 

moltiplicate  per  uno  steBSO  numero  costante  k  dato  ;  cosicché,  se 
8Ì  indichi  con  y  una  radice  dell'equazione  cercata,  si  dovrà  avere 
la  relazione  : 

y  =  kx.  (2) 

Di  qui  si  deduce   a:  =  ^  ;  onde,  sostituendo  ciò  in  (1),  si  ha  : 

-a)"-.(ir—».-.(i)-.=° 

e  moltiplicando  per  k"  : 

Ofj/"  +  ì«j!/"~^  +  ft'a,y"''  +  . .  .  +  i"''a«.i!/  -h  A^o^  =  0.       (3) 

È  questa  appunto  l'equazione  trasformata  cercata.  Gli  n  valori 
di  y  che  la  aoddisfano,  saranno  eguali,  in  virtii  della  relazione  (2), 
alle  radici  a  ,^  ,-*,.,.  ,'k  della  proposta  tutte  moltiplicate  per  k. 

1042.  Mediante  questa  trasformazione  ogni  equazione  a  coeffi- 
cienti razionati  si  può  facilmente  ricondurre  ad  un'  equazione  a 
coefficienti  interi  coi  primo  coefficiente  uguale  all'  unità.  Suppo- 
nendo infatti  (come  è  sempre  lecito,  potendosi  moltiplicare  sempre 
il  primo  membro  per  il  massimo  comun  denominatore  dei  coeffi- 
cienti) che  l'equazione  proposta  sia  stata  già^ridotta  alla  forma  (1) 
con  coefficienti  tntti  interi,  basterà  eseguire  la  trasformazione  (2) 
per  k  =  a^,  cioè  prendere  : 

V'a.x.  (a) 

Si  ottiene  cosi  l'equazione  analoga  alla  (3),  {k  =  a^): 
«0^"  +  «eOiy""'  +  «0  **>!!/""*  +  •  •  •  +  ««""''^n-iV  +  ««"«o  =  0 
e  dividendo  il  primo  membro  per  Og: 

!/"  +  «i!/""'  +  a^a^y"-^*  +  .  . .  +  ao""*»»-!^  +  "o""''»..  ^  0. 
elle  ba  appunto   tutti  1  coefficienti  interi  ed  il  primo  coefficiente 
iiguale  all'unità. 

Poiché  la  t'ormola  di   trasformazione    (a)    fa    corrispondere   ad 
ogni  valore  razionale  di  x  un  valore  razionale  di  y,  cosi  si  vede 
che  la  ricerca  delle  radici  razionali  (se  ve  ne  siano)  di  un'equa- 
zione a  coefficienti  razionali    ni  può   immediatamente   ricondurre 
Cafhlli.  —  Iiiitunoni  di  anali*»  algebrita,  S.*  ediz.  75 
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alla  ricerca  delle  radici  razionali  di  un'equazione   a   coefficienti 
interi  col  primo  coefficiente  uguale  all'unità, 

1043.  Ora  ciaest'altima  licerctt  sì  pnò  sempre  espletare  mediante 
sa  numero  limitato  di  tentativi  (cfr.  anche  l'art.  395).  A  tale  og- 
getto cominciamo  dal  dimostrare  che  un'equazione  a  coe0cienti 
interi  col  primo  coefficiente  uguale  all'unità  non  può  avere  radici 
razionali   che   non  siano  proprio  intere. 

Invero,  se  esiste  nn  valore  frazionario  dì  y  ,y=  -{r  ,i  interi 

primi  fra  loro)  che  soddisfi  l'equazione  a  coefficienti  interi  : 

y"  +  fti/""'  -H 4»y""*  ■!-■.-  +  g,-iy  +  «„  =  o, 

b1  dovrà  avere  : 

e  moltiplicando  per  s""*  : 
r" 

dove  la  somma  chiusa  in  parentesi  6  an  nnmero  intero,  il  che  è 
assurdo,  essendo  per  sapposto  r  ed  s  interi  primi  fra  loro. 

]0'14.  Cosi  tatto  è  ricondotto  a  determinare  (se  ve  ne  siano]  lo 
radici  intere  di  un'equazione  a  coefficienti  interi  : 

S"  +  ffiV""'  +  Sii'""*  +  • . .  +  2„-iff  +  ?«  =  0.  (?) 

Di  qui  si  cava: 

5n  =  -  Cy"  +  QiV"''  +  SìS»""*  +  ■  ■  ■  +  qn-iv) 

ed  anche  : 

9n  =  -  ì'fS'""'  +  ?i!/""*  +  ?»!<"■'  +  .  -  .  +  9«_i)- 

Se  ora  y  sia  un  numero  intero,  la  quantità  fra  parentesi  nel  se- 
condo membro  sarà  cvidentomcnte  un  intero,  onde  questa  ngus- 
glianza  ci  dice  che  se  y  è  vn  numero  intero  loddisfacente  all'e- 
quazione (Pi,  «880  sarà  un  divisore  etatto  dell'intero  q„. 

Basterà  dunque  prendere  in  esfinie  tutti  i  divisori  interi  positivi 
e  negativi  del  numero  q„.  Qut^lli  di  essi  che  sostitaiti  nel  primo 
membro  dì  (3)  l'annullano,  ci  daranno  tutte  le  radici  razionali  del- 
l' equazione  {p). 

1045.  Come  caso  particolare  della  trasformazione  a  radici  mul- 
tiple si  h.i  la  trasformazione  a  radici  eguali  ma  di  segno  contra- 
rio. Quest'ultima  equivale  infatti  a  trasformare  1'  equazione  pro- 
posta in  un'altra  le  cui  radici  siano  eguali  a  quelle  della  proposti 
moltipllcate  per  (— I}.  Ponendo  dunque  nella  {3}:  fc=— i,  si  «de 
cho  :  se 

a^x"  +  aix""'  +  a^x""*  +  .  , .  -t-  a„  =  0 
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sia  un'  equazione  qualunque,  la  sua  trasformata  a  radici  eguali 
ma  di  segno  opposto  sarà  : 

«oy"  -  «ty""'  +  »sy""'  -  «sy"''  +  ■  • .  -i-  e-  D"»»  =  o. 

Vote  ed  EBeroùi- 

1.  Dedarre  il  criterio  per  la  parità  o  diaparitìi  del  numero  delle  radici 
negative  di  un'equasioiie  a  coefficienti  reali  da  quello  già  data  all'art.  721 
per  le  radici  positive  mediante  la  traaformasione  a  radici  uguali  ma  di 
segno  contrario. 

1  2 

2.  Trasformare  l'eqnasione  x*  —  -x'  +  -x'  +  10  =  0  in  un'altra  a  ooeffi- 

imo  coefB 

4.  Trovare  tntte  le  radici  dell'  equazione  : 

X*  +  x*-  2x^  +  4a:  -  24  =  0. 

n.  Mostrare  come,  all'oggetto  di  far  sparire  i  coefficienti  frasionarii  di 
un'equazione,  possa  essore  opportuno  di  applicare  la  trasformai  ione  y=kx, 
aniichó  moltiplicare,  cciiria  si  fa  ordinariamente,  tutta  l'equazione  pel  mi- 
nimo comun   denominatore  delle  frazioni. 

ti.  Per  abbreviare  i  tentativi  da  farsi,  i 
ticolo  1044,  per  determinata  tutte  le  radio 

3:"  +  aia;""'  +  (ija:''"*+  . .  .  +o„_,a;  +  a„  =  0,  (1) 

gioverà  servirsi  del  seguente  procedimento  di  Neaton  conosciuto  col  nomo 
di  mttodo  dei  diviiori. 

Se  a  i  una  radice  intera,  PuUiiao  eoeffieitnte  a^  dev'eaere  dimtibiie  per  s. 
Si  aggiunga  al  quoziente  eoli  ollenulo  il  tinnt<ra  a„^,  ;  la  tomma  deti'  etaere 
diluibile  per  a.  Aggiungendo  a  quoto  nuovo  quoziente  il  numero  a„_j  anche 
queita  tomma  dev'eitere  divieibiU  per  a,  e  coti  di  leguito.  Quando  per  nUimo 
■t  tia  aggiunto  il  numero  a,  ,  la  loitima  ottenuta  dtv'etteri  divitibilc  per  a  ed 
il  guoziente  dev'etttre  —1. 

Dovendosi  quindi  esaminare  un  certo  intero  a  por  riconoscere  se  esso 
sia  o  no  radice  dell'equazione,  esso  si  dovrà  abbandonare  apponachè  qual- 
cuna delle  sopraddette  condÌEÌoui  non  sia  soddisfatta.  Se  sono  tutte  sod- 
disfatte, il  numero  a  sarà  radice. 

Per  dimostrare  quanto  si  è  asserito,  cominciamo  dal  notare  che,  se  a  è 
radice  intera  della  equazione  (1),  il  primo  membro  di  (1)  eì  può  porre  iden- 
ticamente BOtto  la  forma: 

dove  i  nuineri  j>,  ,  p, pn-i  «oko  interi  e  legati  dalle  relaKioni  ; 

ft=2>l-i«  +  "i.  (2) 

comò  segne  dalla  regola  di  Ruffiui  (art.  491;.  I  numeri: 

-  op,  ,  -  ap, ,  . . . ,  -  ap„_, 
cbe  indicheremo  brevemente  con 
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dunque  del  pari  namori  interi  e  lef^ati  dalle  relazioni  : 

c*_i  =  ^  +  «i-i  (3) 


Ponendo  ora  nella  (8)  aacceaB 
c„  ^  a„  ,  si  vede  appunto  che  e 

-"  +  «»-,,  (f +  ».-.);  +  "»- 

e  quindi  anche  i  nameti  : 

^.(^--.)^ 

come  si  era  asserita.  L'ultimo  <li  questi  qiioiìontì  avendo  1' espreuione: 

a„      «u  ,  a, 

-s  +  --^ì  +  ■•■  +  -'•- 
a"      a"  •  a 

se  si  verifica  che  esso  ha  il  valore  —  1,  sarà  : 

!!5  +  »-^+...+2l„, 

a"      a"  *  a 

d' onde  moltiplicando  per  a'  : 

a"  +  (1,0"""'  +  . .  .  +  «„_!«  +  a„  =  0 , 

cioè  a  BftTfc  proprio  radice  dell'  equacìone  (1). 

7.  1  tentativi  per  riconoscere  se  un  numero  intaro  «  sia  radice  dell' e- 
quasione  a  coefficienti  intori  : 

f{x)=aaX''  +  ayX''-'  +  ..  .  +a„_,!C  +  a„=0,  («) 

si  poBBODO  anche  abbreviare  servendosi  del  BE^nento  criterio:  it  l'intero  i. 
i  radica  detl'aqitazione  (al,  il  numero  x  —  1  larà  un  diviiore  etaUo  dei  nuaur» 
ag-|-a,-Ha,-l-...a„  ed  it  numero  z  +  1  un  dioiiore  etallo  di  a^— a,4a,-'n,+.■■±■a- 
lnfatti  ,  se  l'intero  x  è  radice  di  (al  ed  h  un  intaro  qualunque,  si  ha 
(cfr.  art.  491)  ; 

-  A'O  =  (a;  -  hla^o^-»-  +  (a^h  +  a,)*-*  +  . . .] 

dove  il  secondo  fatture  6  evidentemente  un  numero  intero.  L'intero  «-i 
sark  dunque  un  divisore  di  /{A)  ;  e  di  qui  segue  appunto  il  criterio  sopra 
enunciato,  prendendo  in  particolare  h  =  l  ovvero  A  =  — 1. 
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§  i.o  —  Trasform astone  a  radici  reolproohe. 
Equazioni  reolproohe. 

1046.  La  trasformazione  a  radici  reciproche  consiste  nel  oo- 
Btraire  1'  equazione  che  ha  per  radici  ì  valori  inversi  di  quelli 
delle  radici  delia  data. 

Si  porrà  dunqae  la  relazione  : 

y  =  ~     ,    d'onde:  x=-,  (l) 

cosicché,  sostituendo  nell'  equazione  data  : 

ao»"  +  a,a:"~>  +  . .  .  +  ii„.,a;  +  o„ --0,  (2) 

questa  diverrà: 


e  moltiplicando  per  y"  si  cambier&  nell'equazione  trasformata: 

«nj"  +  On^l!/""'  +  .  .  .  +  «ly  +  «0  =  0.  (3) 

Dunqae:  per  dedurre  daWequazìove  data  l'equazione  tratformata 
a  radici  reciproche,  basta  capovolgere  m  essa  V  ordine  dei  coeffl- 
denti. 

1047.  La  trasformoziene  a  radici  reciproche  fa  vedere  in  qual 
senso  si  possa  dire  che  l'equazione  del  grado  n  : 

Ose"  +  Oa:""'  +  .  .  .  +  a^x"'"  +  a^.^a;""*"  +  o„  =  0    ,    o»  ±  0 

ha  k  radici  aguali  ad  co .  Invero  l'equazione  a  radici  reciproche: 

a^aj"  +  a„_i!c""^  +  . .  .  4  Ox  +  0  =  0 

ha  evidentemente  k  radici  uguali  a  zero. 

1048.  Come  uriie  applicazione  di  questa  trasformazione  note- 
remo che,  so  nelle  formole  di  Newton  (art.  916)  ai  scambi  dap- 
pertutto a^  con  a„ ,  o,  con  a...^  ,  Oj  con  i^_, ,  ecc.. ,  il  Viilore  di 
Sj  che  se  ne  deduce,  anzicli6  ad  a*  -H  ^*  +  . . .  i-  X* ,  sarà  ujfuale 

Se  dunque  poniamo  : 

s.k  =  o-*+r*+ •■■  +  >•'*, 

hì  deducono  immediatamente  da  quelle  formole  quest'altre: 
o„S_,  4-  a„_i  -  0 
o„S_,  -f-  a^,S_,  -I-  2a„_,  =  0 
a«S_s  +  o^,S_,  -t-  a„_,S_i  +  3o„_j  =  0 
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che  servlranDO  Bimilmente  al  calcolo  enccessivo  delle  somme  sem- 
plici ad  indice  negativo  8_j  ,  S_| ,  S.,  , .  . . . 

1049.  Paò  accadere  che  l'equazione  trasformata  (3)  coincida  con 
l'equazione  (2);  In  tal  caso  si  dice  die  la  (2)  è  un' equaziou 
reciproca. 

Per  l'identità  delle  due  equazioni  (2)  e  (3)  dovendo  aveni: 

8i  ha  primieramente  1»  condizione  a^:a„  =  a„:a^,  cioè: 

a„*  —  a^*,  d'onde  o„  =  *  a^. 

Se  a„=a^ ,  le  (4)  ci  danno  poi  evidentemente:  o^i=a, ,  a„_i=af ,.-; 
se  invece  «„=—ao ,  le  stesse  {4J  ci  danno  «„_i=-ai ,  a„.,=— a, , . - 
Si  hanno  dunque  due  classi  di  equazioni  reciproche,  cioè: 
À)  le  equazioni  in  cut  sono  uguali  ì   coefflcienti  dei  termini 
equidistanti  dagli  estremi; 

B)  le  equazioni  in  cui  i  coefflcienti  dei  termini   equidistanti 
dagli  estretni  sono  uguali  ma  di  segno  opposto. 

1050.  È  chiaro  che  nelle  equazioni  dolla  classo  (B)  la  Boinma 
di  tutti  i  coefiicionti  è  ag;uale  a  zero.  Fer  conseguenza  esse  sono 
soddisfatte  quando  in  luogo  di  x  si  sostituisca  il  valore  1;  onde 
il  loro  primo  membro  è  divisibile  per  (x  -  1),  cioè  della   forma; 

(x  —  iXftoo:"""'  +  6,a:""*  +  . .  .  i-  h„_{). 

IdentiAcando  questo  prodotto  col  primo  membro  di  (2),  sì  ot- 
tiene : 

6„  =  «(,  ,  —  ft„_,  =  a„  =  —  c^, 
onde  : 


Pcrtonto  r  equazione  residua  : 

6,ia;''''  +  A,a;''-*+  .  .  .  +  &„.,  =  0, 

che  dov'essere  evidentemente  reciproca,  apparterrà  alla  classo  (A  . 
Le  equazioni  della  classe  (B)  si  riconducono  cosi  a  quelle  dolla 
classo  (Al.  Quanto  a  quest'ultime,  se  esse  sono  di  fjrado  dispari, 
il  loro  primo  membro  sarà  csatianionie  divisibile  per  x<  1,  poiclió 
dall'  essere  uguali  i  coefìicicnti  equidistanti  dagli  estremi  segac 
che  la  somma  di  tutti  i  coefticicnti  (che  sono  in  numero  pari)  can- 
giati alternativamente  di  segno  *  nulla  ;  cioè  clie  r  equazione  è 
soddisfatta  per  a:=  -  1.  Fatta  la  divisione,  il  quoziente  ci  fornirà 
evidentemente  una  equazione  reciproca  che  sarà  ancora  deìb 
classe  (A)  e  di  grado  pari. 

1051.  Tutte  lo  equazioni  reciproche  si  trovano  cosi  ricondotte 
al  tipo  normale  di  equazioni  reciproche  di  grado  pari  coi  coefli- 
cienti  equidistanti  dagli  estremi  uguali.  Se  ora: 

a^x*"  +  aia:"""'  4-  .  .  .  ■!-  a^a:""  -I-  . . .  +  o,*  +  Oo  =  0  (5-' 
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è  un'equazione  qualunque  di  questo  tipo,  mostreremo  come  il  suo 
grado  si  possa  sempre  abbassare  della  metà  mediante  la  trasfor- 
mazione : 


Invero,  dividendo  la  (5)  per  a;'"  o  riunendo  dne  a  due  i  termini 
equidistanti  dagli  estremi,  essa  prende  la  forma: 

che  scriveremo  brevemente  cosi  : 

OflV™  +  aiV„_,  +  .  . .  +  a„_,V  +  a,  =  0.  (7) 

Ora  è  facile  riconoscere  che  si  ha  in  generale  la   relazione   i- 
dentica  : 

.•"  +  i  =  (.  +  l)(..+i)-(.'-.+-L). 

a:'^'      \        x'\        k'  /      \  a:'  V 

cioè: 

Vi*,  =  ffVi-Vj.,  (8) 

che  applicata  Buccessivamente  ai  valori  1,  'i,  3,...  di  i  ci  dà: 

V»  =  ì,V,-V,  =  y»-2 

V^  =  j/V,  -  Vs  =  y*  -  4j/*  +  2  (9) 


e  coal  via. 

Sostituendo  questi  valori  in  (7),  è  chiaro  che  la  (7)  sì  ridurrà 
ad  un'equazione  del  grado  m  in  y,  risoluta  la  quale,  i  2m  valori 
di  X  si  otterranno  sostituendo  successivamente  in  (6)  gli  m  valori 
trovati  per  y. 

1052.  Esempio.  —  L'  equazione  reciproca  : 

X*  -  1  =  0  (a) 

si   ridurrà  prìmicramente,  mediante  la    divisione   per   x  —  1,   alla 
forma  normale  : 

x*^  +  x^  +  x*  +  x  +  l  =  0, 
cioè; 

Applicando  la  trasformazione  (6)  e  tenendo  conto  delle  (9),  si 
otterrà  dunque  l'equazione  in  y: 

y*  +  y-l  =  0 
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che  risolata  ci  dà  i  dae  valori: 

!'.  =  -5(l+^'s),»,  =  -i(l->/6). 
Sostitaendo  ciò  ìd  (6)  si  trovano  per  a;  i  quattro  valori  : 

ed  

a:  =  ^j-  1  -  \'&  ±  i^lO  -2V5J 

che  unitamente  al  valore  x=l  ci  forniscono  Je  cinqne  radici 
della  (o). 

Hot»  ed  ExwoiaL 

1.  Nell'applicare  la  regola  dell'art.  1046  a  costruir*  l'equailone  «radici 
reciproche,  si  ponga  atteniiono  a  aostitaìre  i  ooefBcienti  dei  termini  mau- 
eauti  con  dogli  ieri.  Si  verifichi  p.  es.  che  1'  eqnaxioiie  «  radici  recipro- 

x'  -  3k*  +  2a:  +  1  =  0 

«^  +  2a:«  -  Sari  4  1  =  0. 

2.  Se  l'eqnacions  a^  +  «,ie""'  +  . . .  +  «„_,x  +  i»„  =  0  ba  tutte  le  radici 
reali,  dev'essera  a„_,  >  2a„a„_,.  Infatti  la  eomtna  dei  quadrati  delle  reci- 
proche delle  radici  aarà  positiva. 

8.  Dedurre  di  qui  che  se  la  stessa  equa7.ione  ba  tutte    lo   radici   reali , 


Si  applichi  1'  art.  TB2. 

4.  Si  dimostri  clie  Je  equaiioui  reciproche  dalla  classe  (B)  e   di    grado 
pari  hanno  il  primo  membro  divisibile  per  x*  —  I.  Si  effettui    questa   di- 


ri con  da  condola  all'  equazione  di  terzo  grado  ; 

j,3  +  yS  _  2j,  _  1  =  0. 

fi.  Se  l'aquasione  (5)  dall'art.  1051  ba  tutti  i  coeffioienti  reali,  Tequiione 

ridotta,  del  grado  mata,  avrA  tutte  le  radici  reali. 

g  5.0  —  BlBoInsIoDe  generale  delle  eqnaslonl 
del  terso  grado. 

10S3.  L'equazione  generale  del  terzo  grado  è  della  forma: 

«o!/*  +  «1^*  +  Oiy  +  Oj  =  0  , 

ma,  per  quanto  eì  è  visto  precedentemente  (art.  1040),  si  potrft  sem- 
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—  601   — 

pre  facilmente  trasformarla  In  un'  altra  che  manchi  del  secondo 
termine.  Cosicché,  dividendo  poi  tutto  pel  coefRciente  del  primo 
termine,  potremo  sempre  pariire  da  un'equazione  del  terzo  grado 
della  forma: 

x^  +  qx  +  r  =  0.  (l) 

Detta  X  una  delle  radici  cercate,  poniamo  x  =  u  +  v,   essendo 
per  ora  u  e  v  due  indeterminate.  Sostitneudo  ciò  nella  (I),   essa 


e 

sviluppando  : 

{u+v]»  +  q(u  +  v)  +  r  =  0 

o 

anche  : 

»  +  « 

"  +  3h«(u  +  v)  +  q(u  +  v)  +  r 

u'  +  w»  +  (w  +  v){3uv  +  q)  +  r  =  0.  (2) 

Determiniamo  ora  w  e  w  in  modo  che  sia  Suv  +  q  =  0,  cioè  in 
modo  che  sìa 

«•  =  -f-     •  (3) 

Questa  ipotesi  è  sempre  lecita,  poiché  si  possono  sempre  deter- 
miuare  ed  in  un  unico  modo  due  numeri  u  e  v  del  quali  sia  data 
la  somma  (nel  nostro  caso  =  a;}  ed  il   prodotto  {nel   nostro   caso 

eguale  a  -  ^),  come  si  sa  dalla  risoluzione   delle   equazioni   di 
2»  grado.  L'  equazione  (2)  prende  cosi  la  forma  : 

«*  +  w'  +  r  =  0 
da  cui  si  deduce  : 

tt*  +  «'  =  -  r. 
Ma  elevando  al  cubo  la  (3j  si  ha  : 
»  8  2* 


onde  si  vede  che  di  tt'  e  v'  conosciamo  somma  e  prodotto.  Esse 
sono  dunque  le  due  radici  dell'equazione  di  2°  grado: 

Risolvendo  quest'equazione  si  trova: 

1       \  i      21    '  2       V427 

Udo  le  radici  cubiche  : 


ed   estraendo  le  radici  cubiche  : 


Cafklu.  —  ItlUuzioni  di  analin  algtbric 
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Essendosi  posto  x  =  u  +  v,  si  trova  danqne  come  espressione  ge- 
nerale delle  radici  dell'equazione  del  3"  grado  {l)  : 


1054.  Discussione  della  formala  cardanica.  La  formola  generale 
di  risoluzione  dell'equazione: 

X?  +  qx-^  r  =  0 
6  danqae  data  da 

a:  =  u  -f  f ,  (5) 

dove: 

Poiché  ciascnno  di  questi  due  radicali  cubici  ammette  per  sé 
solo  tre  valori  distinti  reali  o  complessi  (art.  823),  cosi  è  chiaro 
che,  accoppiando  uno  qualunque  dei  tre  valori  di  u  con  uno  qua- 
lunque dei  tre  valori  di  v,  si  hanno  in  tutto,  in  generale,  9  signi- 
ficati diversi  per  la  somma  u  +  v,  cioè  per  la  formola  cardanica. 

È  facile  però  avere  un  criterio  per  discernere  fra  questi  9  va- 
lori i  tre  valori  che  corrispondono  veramente  alle  tre  radici  del- 
l'equazione di  terzo  grado,  osservando  che  quei  valori  di  u  e  r 
che  sommati  danno  una  radice  dell'equazione,  dovevano  soddisfare 
alla  condizione  (3). 

Infatti,  se  U(  è  uno  dei  tre  valori  di  u,  gli  altri  due  valori  sa- 
ranno EUj  ed  e^u, ,  essendo  e  una  radice  eubica  complessa  dell'u- 
nità (art.  827),  cosicché  : 

Similmente,  se  v,  è  ano  qualunque  dei  tre  valori  di  v,  gli  altri 
due  sarauno  eo,  ed  e*v,.  Pertanto  i  9  valori  possibili  di  u-t-v  sa- 
ranno : 

«,  +  W,  ÉU|  +  t7,  E*M,  +  «, 

«,  +  6tl|         s«,  +  EU,         e'm,  +  EW, 
«1  ■+  E*»,        EM,  +  £*«!        E*l(,  +  t'Vi 

tra  i  quali  dovranno  scegliersi  quelli  che  soddisfano   alla   condi- 
ziono (3).  Ora  il  prodotto  uv  per  ciascuno  di  questi  9  valori  è 


(•)  La  ridolutione  delle  eqaaiioni  del  tereo  grado  fn  trovata  verso  ii 
1500  da  Nicolo  Tartagli»  e  da  Keipìone  del  Ferro.  Questa  formoli  peròr 
conosciuta  più  comunemente  col  nome  di  formola  di  Cardano  il  qualu  pub- 
blicò per  la  primu  volta  quanto  gli  altci  due  averano  trovata  Alquanto 
tempo  prima. 
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uguale  risp.  ad 


Qnindi,  se  supponinino,  come  è  sempre  leeito,  che  11  valore 
«1  hW;  soddisfi  alla  condizione  (3),  si  vede  che  degli  altri  8  va- 
lori soltanto  il  valore  s'«,  +  sr,  ed  il  valore  ew,  +  t^v,  vi  soddiafe- 
ranno  del  pari.  Dunque  : 

Per  avere  le  tre  radici  dell'equazione  (I)  fi  comincerà  dal  pren- 
dere a  piacere  uno  qualunque  dei  tre  valori  del  1°  radicale  cu- 
bico u.  iSia  questo  u,  ;  ei  prenderà  allora  : 


e  con  ciò  «i  avrà  certamente  una  prima  radice: 


Le  altre  due  radici  saranno  date  da 

X,  =  €11,  +  e*v, 

Xj=s''u,+  evj. 

1055.  Supponendo  ora  che  i  coefficienti  9  od  r  dell'  equazione 
siano  numeri  reali,  passiamo  alla  discussione  dei  casi  di  realiijt 
od  imaginariet&  delle  radici.  Tale  discussione  si  collega   col   va- 

lore  dell'  espressione   x  +  |=  cbe  si  chiama  il  discriminante  (cfr. 

art.  934)  dell'  equazione  : 

Esso  può  essere  >  ■  <  od  =0. 

a)  —  4-  ~=  >  0.  Allora  sotto  il  radicale  cubico  u  si  trova  una 

quantità  reale  e  perciò  u  avrA  sempre  un  valore  reale  ed  uno  solo 
cbe  indicheremo  con  u,  ;  gli  altri  due  valori  saranno  compiessi. 
Intanto  sommando  i  valori  reali  «,  e  Uj ,  che  si  potranno  cal- 
colare coir  ordinaria  esirozione  di  radice  cubica  ai'itmctica ,  si 
avrà  certamente  una  prima  radice  dell'equazione,  perdio,  avendo 
preso  per  «,  un  vaiore  reale,  si  dovrà  necessariamente  prendere 
per  ti,  un  numero  del  pari  reale,  senza  di  che  il  prodotto  u,t>, 
riuBCirebbe  complesso  e  non  potrebbe  quindi  essere  uguale  al  nu- 
mero reale  — ^. 

Le  altre  due  radici  saranno  complesse  conjugate.  Difatti  la  loro 
forma  è,  per  quanto  precedo  : 

a-j  =  SM,  -t-  E*Vi  ,  Xg  =  e*M,  -I-  eui- 

Ma,  come  si  vede  dalle  (6),  £  ed  t^  sono  complessi  eonjugatì: 
dunque  saranno  evidentemente  conjugati  anche  a^j  ed  a;,.  Dunque: 
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ae  il  discriminante  è  pogttivo,  una  radice  é  reale  ed  è  la  «omnia 
dei  valori  reali  dei  due  radicali  cubici;  le  altre  due  sono  complene 
corrugate. 

6}  —  -H  |-  <  0.  Allora  sotto  i  due  radicali  cubici   ci   saranno 

numeri  complessi  conjugati  che  si  potranno  sempre  ridurre  alla 
forma  trigonometrica  p(co86  +  l'sinO)  e  p(cos6  —  isinO),  onde  si  potrà 
scrivere  : 


li  =  V p(co86 -t-  isinS)  ,  «=Vp(cob6  -  isiotì). 
Noi  potremo  sempre  prendere  per  Uj  e  «j  riep.  i  valori  : 

p»l^cos-+.8Ìn-j   e   p»(^cos--.s,n-j, 
poiché  il  prodotto  di  questi  due  valori    è    evidentemente   un   no- 
merò reale  (  —  ?  )  ■  Avremo  cosi  una  prima  radice  x,  =  «,  +  v^  che 

sarA  reale,  essendo  la  somma  di  due  numeri  complessi  conjugntr. 
Le  altre  due  radici  saranno  anche  reali.  Difatti  la  loro  forma 
è  a;j  =  Ew,  +  e*rj  ,  x^  -  i-u^  +  eu^  ,  dove  sono  conjuwali  s  ,  e'  ed  w, , 
V,  ;  e  perciò  ognuna  di  esso  è  la  somma  di  dae  complessi  conja- 
gaii,  cioè  un  numero  reale.  Dunque  :  ae  il  discriminante  è  nega- 
tivo, le  tre  radici  tono  reali,  e  ognuna  di  esse  si  determina  som- 
mando un  valore  di  u  col  coniugato  di  v  (*). 

e)  —  +  ^—  =  0.  In  questo  caso  i  valori  di  u  e  t;  sono  dati  da 

radici  cubicbe  di  qnantiUi  eguali.  Come  nel  caso  (a)  si  potrà  pren- 
dere un  valore  reale  u,  di  u  e  sommarlo  col  valore  reale  r,  (che 
ora  coincide  con  w,)  di  v.  Si  ha  cosi  a;,  =  2w,. 

Le.altredue  radici  prendono  ora  la  formax'=(E-t  s*)«,  ea^-  (ì*i  £)«,, 
dove  E  i-e'=— 1 ,  perciò  le  ere  radici  sono  : 

a,  =  2m    ,    Xj  =  -  it    ,    aig  =  -  u,. 

Dunque:  se  il  diecriminante  è  zero,  le  radici  sono    tutte  reali, 
ma  due  di  esse  sono  eguali. 

ITota  ed  Essroisi. 

1.  Risolvere  1'  equazione  : 

j,s  +  y.  _  2j,  - 1  =  0.  (a) 

Mediante  la  traeformftBioDS  y  =  x  —  -:  ai  ridorrfc  prima  ali»  foim»; 
7  7   _ 


I  Questo  caso  ò  conosciuto  sotto  il  nome  di  caso  iritdatiibilt,  poiché 
si  può  dare  alle  Ire  radici  una  foimn  algebrioa  reale,  benché  i  loro 
tri  Steno  tutti  reali.  (Cfr.  Gap.  XV,  §  4",  Nota}. 
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^~      3  '*""       27  '    4  '^  21~       4     9» 
ad 

2.  Si  f»coìa  poi  servire  la  rìsoltiiione  dell'equazione  (s)  alla  determina- 
lione  completa  (ofr.  %  4°  Note)  di  tutte  le  radici  dell' eq nasi o ne  binomia 
x'-l  =  0. 

B.  L' eqnatione  generale  del  terso  grado  : 

ox*  +  to*  +  ca:  +  ri  =  0, 

b 
ponendo  x  =—^,  si  trasforma  in 


,      /e         ì    b*\         /2fc*         bc         d\      ^ 


I    b*  \         /2^  _    bc 

ì  ooeffieienti  di  forma  n'azionarla.   Si    verifichi    che ,   ponendo   invece 

x-b 
=  ,  DHa  ai  trasforma  noli'  eqnatione: 


z'  +  3{3ac  -  6»)z  +  (2ft"  -  9abe  +  27o»d)  =  0 


che  d&  la  risoluEÌone  dell' eqnaiione  : 

a^  +  qx  +  r=0  (1) 

a  forma  infera  rispetto  al  radicale  cubico  e  rispetto  al    radicale   quadra- 
tico (ofr.  art.  951). 

So  ai  fitti  il  valore  del  radicate  quadratico  ponendo: 

r        jr*      a'  i"         Ir*      q^ 

8i  troveri: 

3  vw,  \ 

o  similmente  : 

3  Vie-  [ 


(2) 
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B  dalla  BteasA    e- 


i(,+„,)À,jjs,|i-^^(.+».);^^ 


eomtingvt  ti  fini   \'w,  ,  pnreJii  li  fini  poi  opportujiamtjttt  il  colore  di   \ir^ 
Dimostrare  direttRmente  U  verità  di  quest' p^uagliatiza. 
6.  Posto  per  brevità: 


dimoatnre  eho  1a  radice  x  doll'eqaaEione  (1)  è  data  anche  dalla  forinola; 


5  =  ^-5>-^r*  +  27r.I  ^yj^q^-^^ 


-27r-I 


Bi  TÌ«olva  questa  eqaaEioiie  rispetto  a  x  e  bì  poDfca  poi  il  risultato  sotto 
forma  intera  rispetto  ai  radicali. 

7.  Biiolvere  l'equazione  generale  dei  terzo  grado  riduceadola  alla  forma 

binomia  mediante  nna  IrasformacioDe  lineare  z  =  - —    . 


§  6."  —  RlMlnstone  generale  delle  eqaaslonl 
del  4.0  {rrado  {*). 

1056.  L' eqnazionc  generale  del  4°  grado  è  della  forma: 

a:*  +  px'  +  qx*  +  ra:  +  «  =  0 ,  (1) 

dove  i  coefBcieDti  possono  essere  numeri  reali  o  complessi. 

Aggiungendo  al  primo  e  al  secondo  membro  dell'equazione  l'e- 
spressione intera  di  2"  grado  ax*  +  bx  +  e,  In  cui  a,  b,  e  sono  per 
ora  indeterminati,  si  ha  : 

3^  +j>x^  +  (g  +  a)a:'  +  (r  )  b)x  +  (a  +  e:)  =  ax*  +  bx  +  e.        (2) 

Cercliiamo  ora  dì  determinare  a,  b,  e  in  modo  ctie  il  primo  ed 
il  secondo  membro  riEuhino  due  quadrati  esatti. 
Il  primo  dovrii  essere  della  (orma: 

(a:''  +  Xan-  [j.)*  (3) 

ed  il  secondo  delia  forma  {^a-x  +  \'c)  . 

Ora,  Gvilnppando  l'espressione  (3),  si  ottiene; 

a:*  +  2'/.x''  +  (X*  +  2]l)x^  -I-  2Xii.a:  +  p.» 

(*}  La  risolui'.ionp  delle  eqnazicini  i^cl  4'  grado  è  stata  data  da  Luìfrj 
Ferrari  non  multo  tempo  dopo  la  scoperta  della  formola  di  risoluiione 
dell'  equazione  del  H"  grado.  Ln  diuiosirfliioiio  tilt  noi  diamo  6  appunto 
quella  di  Fen-ari. 
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—  G07  — 
che  dovendo  essere  ideati camente  ugnale  al  1°  membro   di  (2) , 
darà  p  =  2X  e  perciò  X-^,  e  diventerà: 

x*+px'+  (—  -t- 2^)x*  +  pv-x -y  (I.*, 

dove  i  coefficienti  dovranno  essere  uguali  a  quelli  delle  potenze 
omonime  in  (2).  Sì  banno  cosi  le  relazioni  : 

2  +  a  =  ^  +  2[t  a  =  _^  +  ^  +  2^ 

r  +  b  =  p\L  che  danno  risp,  b  =  —  r  +  p^  (a) 

8  +  e  =  (l*  c  =  -  »  +  ^'. 

Si  hanno  cosi  i  valori  di  a,  b,  e  in  funzione  di  una  sola  inde- 
terminata [i.  Questa  si  determina  osservando  che,  affinchè  il  se- 
condo membro  di  (2)  eia  un  quadrato  esatto,  dev'essere  ii^-lac^O; 
onde,  sostituendo  in  quest'eguaglianza  i  valori  di  a,  b,  e  calcolati 
in  (a),  si  trova: 

(p(/  _  ,.)!  -  i(^2v.  +  ^-  g)(ii'-  *)  =  0  (4) 

e  sviluppando  : 

8;,"  —  42H*  +  2(pr  -  4e)p.  +  iqa  -  p*g  -r*=0 

che  è  un'  equazione  di  terzo  grado  in  i* ,  detta   la  riaolvente  di 
Ferrari. 

1057.  Risoluta  quest'  equazione  nel  modo  spiegato  al  §  prec. 
per  le  equazioni  del  terzo  grado,  si  avranno  tre  valori  di  p.,  cia- 
scuno dei  quali  sostituito  in  (a)  darà  per  a,  b,  e  valori  tali  che 
primo  e  secondo  membro  di  (2)  riescano  quadrati  esatti. 

Sì  avrà  allora  da  risolvere  un'equazione  della  forma: 

[jc*  +  |o; -»-(*]    =  larVo  +  VcJ  . 
Poiché  Ì-Ja-Jc  =  b  e  quindi  \'c= — =, 
quest'  equazione  può  anche  scriversi  : 


/       V  2vV        V    2V0    / 


Pertanto,  estraendo  la  radice  quadrata  dei  due  membri  e  tras- 
portando poi  tutto  al  primo  membro   e   riduceado ,  si   hanno   le 
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due  equazioni  di  2°  grado  : 

a:»  +  (-^  -  Va)a!  +  li  -  -^  =  0  (5) 

^^  J  •i\la 

che,  risolte,  daranno  quattro  valori  generalmente  diatiatì  per  x. 
Resteranno  cosi  determinate  le  qnattro  radici  dell'  equazione  di 
quarto  grado  proposta  (1). 

1058.  La  risolvente  ammette  tre  radici,  delle  quali  basta  cono- 
scerne una  per  effettuare  la  rìBoIuzione  dell'equazione  del  4°  grado 
col  metodo  suindicato.  La  risoluzione  potrà  dunque  effettuarsi  per 
tre  tìo  diverse,  scegliendo  a  piacere  per  (l  1'  una  o  1'  altra  delle 
tre  radici  della  risolvente. 

CIA  posto,  imaginiamo  scelta  per  )j.  una  certa  radice  |t,  della 
risolvente,  e  siano  allora  «,  g  lo  due  radici  di  (5)  e  ■*>  ^  le  due 
radici  di  (&)'.  Dovrà  essere: 

o  sommando  e  dividendo  per  2  : 

V-i  =  -g-C*?  +  Tò).  (G) 

Se  ora  nell'espressione  —  (a^+T^S)  si  eseguiscano  tutte  le  pos- 
sibili sostituzioni  fra  le  quattro  lettere  a,  ^,  f,  S,  si  vede  facil- 
mente che  essa  non  prenderà  che  tre  valori  distinti,  cioè  il  va- 
lore (6)  e  1  due  valori  —  («y  +  f  8}  ed  —  («3  +  Py).  Questi  tre  va- 
lori corrisponderanno  evidentemente  ai  tre  diversi  valor!  che  può 
avere  la  radice  ^.  della  risolvente.  Si  avrà  dunque  p.  es.  per  le 
altre  due  radici  (i,  e  pg  della  risolvente  : 

1059.  Il  discriminante  dell'equazione  del  quarto  grado  non  dif- 
ferisce da  quello  della  sua  risolvente  di  terzo  grado.  Invero  6  fo- 
cile di  riconoscere  che:  te  l'equatione  del  4?  grado  ha  due  radici 
eguali,  anche  la  sua  ritoìvente  ha  due  radici  eguali  «  reciproca- 
mente. 

Infatti,  se  sia  p.  es.  o  =  g,  i  valori  li,  e  |i,  delle  radici  della  ri- 
solvente divengono  pure  uguali,  come  si  vede  subito  dalle  (7).  Se 
poi  sia  [ji^  =  |i, ,  sarà  per  le  (6)  e  (7)  : 

a^  +  f5  =  at  +  ^5    o    a(g  -  y}  -  3(^  -  7)  =  0 
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d'  oniie  : 

e  per  conseguenza  o  sì  avrà  a  =  Ò,  o  ^  =  i,   Cioè   io   ogni   caso 
l'eguaglianza  dì  due  radici  dell'equazione  del  4°  grado. 

1060.  Supponiamo  ora  che  i  coefficienti  p,  q,  r,  s  dell'equazione 
del  4°  grado  siano  tatti  reali. 

Noi  sappiamo  (art.  945)  che  in  tal  caso  le  radici  di  nna  equa- 
zione sono  reali,  ovvero  imaginarte  e  conjugate  due  a  due. 

Non  possono  quindi  evidentemenie  presentarsi  che  1  seguenti 
tre  casi  ; 

1")  le  radici  a,  g,  ■;,  S  sono  tutte  reali  ; 
2o)  due  radici  sono  reali  e  le  altre  due  imagiuarie  conjugate; 
3°)  le  radici  sono  tutte  imaginarie,  però  duo  a   due  fra  loro 
conjugate. 

Nel  primo  caso  risalta  evidente  dalle  i6)  e  (7)  che  le  radici 
r^i  ì'^i  I  Vt  ^^11'^  risolvente  sono  del  pari  tutte  reali. 

Nel  secondo  caso  siano  p.  es.  a  e  fi  reali  ey,i  imaginarie  con- 
jugate. Il  prodotto  vò  sarà  reale  (art.  Ii05)  e  quindi  per  la  (6)  ii, 
sarà  reale.  Quanto  a  [j^g  e  p:j,  si  vede  dalle  (7j  che  esse  saranno 
complesse  conjugale,  poiché,  cambiando  i  in  -  t,  T,  si  scambia 
con  6  e  quindi  ,u.j  con  (j,. 

B'inalmente  nel  terzo  caso  sia  p.  es.  : 

a  =  r  +  ia  ,  ^  =  r  ~is  ,  •^  =  1'  \  ia'  ,  S  =  r'   -  W. 

Sostituendo  ciò  nelle  (6)  e  (7),  queste  ci  danno  valori  tutti  reali 
per  t^i  ,  11-1  ,  \i^ ,  poiché  ognuna  delle  11  si  presenu  come  somma 
di  due  complessi  coniugati, 

Biassumendo  concludiamo  chei  se  U  radici  della  risolvente  sono 
tutte  reali,  quelle  della  proposta  di  4"  grado  iaranno  tutte  reali 
ovvero  tutte  imaginarie  (♦):  se  jioi  delle  radici  della  risoloenle  una 
sola  è  reale,  la  proposta  avrà  due  radici  reali  e  due  complesse 
coniugate. 

Nota  ad  Xiarciai. 

1.  Gucguendo  buIP eqnnEione  del  quarto  grado  più  generale: 

ax*  +  46*  +  6ca:*  +  4da:  +  e  =  0  (1) 

la  trasfonnuiione  lineare:  y  =  ax  -|-  (|  essa  sii  cambia  nella  Beguente  : 

y*  +  6Hj/»  +  4Gy  +  K  =  0  ,  (2) 

lH  =  (ic-&»  ,  G  =  a»d -  Sofie -t- 2Ò» 

(3) 
f  H  =  a\ae  -  46d  +  3c')  -  3(ac  -  b*)\ 

{*)  Circa  il  criterio  per  deoidern  ae  le  radici  della  proposta  siano  tutte 
reali  o  tutte  imaginarie,  vedi  il  §  S"  di  qneBto  stesso  capitolo. 

CAi'kLLi.  —  hlituzìoni  di  niinlisi  algi-byifa,  3.-  ediz.  l'i 
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à 


(«  -  iXi  -  i)  _  .         (a-5KP^5)^_l_ 

(P-«XY-5)       ■    '   (?-TK«-5)     ». 
(g-^X^-S)  (a--rX?-8)_i. 

(a-T)(P-5)      ■   •  -(,-pKl-8)     ».' 

Klori  X|  ,  X,  ,  X,  non  sono  però  indi pc adenti,  poiché  dall'  id^ntrlà 
verificarsi  : 

(?  -  Y)C«  -  5)  +  (r  -  a.)('f  -  5)  +  (a  -  ?)(■;  -  S)  =  0  (5) 

o  qualunque  dei 

''+!^=' ■'•+>:=' ''•■^ì:='-        '"' 

È  dnnque  chiaro  che,  conoBciuto  il  valore  di  uno  dei  sei  rapporti  anir- 
nonicì  (4;,  tutti  gii  aUri  si  trovoranno  perfettamente  determinati. 

3.  Se  due  dei  tre  valori  X,  ,  X,  ,  1,  sono  eguali,  segue  facilmente  dalle  •S'} 
che  essi  sono  tutti  eguali  fra  loro  e  precisameote  che: 

l,  =  l,=  i.,  =  -s,  (VI 


X, -j, -X,  -    '■ 

In  questo  caso  si  dice  che  i  quattro  numeri  a,  p,  7,  fi  Formano  un  rap- 
porto tguiimarmoiiico. 

In  cooformitAi  a  ciò  si  dirà  cho  in  questo  oaso  la  (1)  è  un'eqauioDe 
biquadratica  equianarmonica, 

i.  È  altresì  importante  il  caso  in  cui  nno  dei  rapporti  (4)  p.  es.  il  primo 
,  cioè  abbia  il  valore   —1.  Si  ha  allora: 

i,  =  -  1  ,  X,  =  i-  ,  Xj,  =  2,  (8) 


In  tal  caso  si  dir&  che  I'  equazione  (I)  è 
5.  I  tra  valori  X,  ,  !i,  ,  X,  si  esprìmono  fai*ilmente  per  meno  delle  tra  ri- 
dici [i,  ,  ^  ,  ij^  della  risolvente  di  Ferrari  (art.   lOóO),    ricordando  le  lA*- 
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—  6U  — 
Kioni  già  trovate  (art.  1058)  : 

l'i  =  -^i^^  + 1:'') .  1*1  =  -^C«T  +  ^3)  >  \^3  --=  -2  («2  +  Pt)- 

Si  ricoDOScerà  immediatamente  che  : 

X  ='i>^Ji»         X  =  •  '  "  '*'         X  =  1^'  "'*' 
Affincbà  l'eqnaEÌone  (t)  sin  equianarhiotiica,  dovrà  danqne  esse 

o,  che  6  la  stessa  cosa  : 

(1^1  -  l^ì)*  +  (!*i  -  fa)'  +  iV-i  -  •>'i)^  =  0. 
Affinchè  poi  la  (1;  eia  armonica,  dovrà  essere: 
2(^1  =  !**  +  [(j 


(2^  -  [*»  -  l'8)(2li, -  h  -  i*3)(2|*3  -  11,  -  jig)  =  0.  (li 

Mediante  facili  calcoli  di  funzioni  simmetriche  della  radici  della  cubie 
risolvente,  che  lascieremo  par  euercizio  al  lettore,  si  troverà  cosi  cho  li 
condizione  per  la  eq  ni  an  armoni  cita  è  data  da 

l  =  ae  -4bd  +  -òc'  =  0  (12 

e  quella  per  1'  armonicità  dtf 

J  =  ace  +  -ìbcd  -  ad^  -  eb*  - 


-X+1=0, 


perchè  i  soli  valori  distinti  che  e 

J  =  0,  essi  Boddisferanno  tutti  all' equatìone  : 


0. 

(13) 

i  valori  (4j  del 

rap- 

(U) 

.   -(   e   -E'.    S( 

1  poi 

(À  +  1)(X-2}(X-|)=0. 


X'  X' 

i  valori   di  1  soddisferanno 


(X*  -  X  +  1)'  -  kO.  +  l)\k  -  2)*(x  -  ^y  =.  0,  (16) 

e  jt  È  nna  costante  da  dett^rminarai  opportunamente. 

nvero  si  potrà  sempre  determinare  la  costante  k  in  modo  cho   la   (I6j 

soddisfatta  da  uno  dei  sei  valori  di  X,  p.  es.  da  X,. 
la  se  reqnasioiie  (t<>^  b  soddisfatta  da  un  certo  valore  di  X,  esna  lo  d 
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anche,  aume  ai  i  nutato,  dal  valore  1— À  ed  --.  Con f contando  colla  r6t  fi 
vede  dunque  cha  la  (16)  avrà  per  radici  ì  Dumeri  : 


).,   ,      1  -  1,  =  ^  , 


cioè  sppDllto  i  sai  valori  (4)  dol  rapporto  a 

La  coEiante  k  si  determinerà  con  calcoli  di  funiìoni  simmotricbe  a 
loghi  ai  precedenti  e  si  troverà  ; 


27J'(X*  - 1  4-  D'  -  P{X  +  1)V  -  2)»f  X  -  ■^)    =0.  (16.' 

7.  Se  l'equaiione  (I)  ha  due  radici  eguali,  p.  ea.  a  =  t,  si  ha  dalle  4': 

e  recìprocamente  ee  uno  dei  rapporti  aiiarmonici  ha  il  valore  0  (ovvero 
1  od  co  ),  l'cquasìoiie  (1)  avrà  due  radici  egnali. 

La  condizione  necessaria  e  sufliciente  affinchè  la  (I)  abbia  due  radìc: 
eguali,  si  otterrà  dunque  esprimendu  che  la  (16)'  é  soddisfatta  per  1  =  0. 
Pertanto:  affinchè  la  biquadralica  (1)  abbia  radici  egvali,  è  iteeifario  t  nj- 
ficienlt  che  ti  abbia  i 

P-27J'  =  0.  (17 

S.  Eif-gueaile  »<Ua  biqiiadralifa  (1)  una  tratformaiione  Untare  qsalMqat. 

il  rapporto  t-^  romerea  tempre  lo  sleeeo  valort  numerico. 

il  questa  una  conseguenza  immadiata  dell' es  presa  ione  data  dalla  (tfìi: 

j-     '(x  +  i)'(X- 2)' («-;)■ 

B  del  teorema  eia  dimostrato  (art.  1034),  che  il  rapporto  anarmonico'' J' 
quattro  numori  non  è  alterato  dalla  tra afoimax ione  lineare. 
!• 
A  cagione  di  questa  proprietà  il  rapporto    —  si  chiama  VinKarumlr at- 

»olulo  della  biquadratica. 
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§  T.o  — VrasforniBslone  razionale  delle  equazioni. 

1061.  Detta  x  una  qualunque  delle  radici  di  un'equazione  dnfa: 

^n"!'^  +  a„-ia:""'  +  .  .  .  +  n,a;  +  a,,  =  0,  |1) 

8i  tragformi  ogni  valore  di  x  in  uu  corrispondente  valore  : 
Ax"  +  Ba:"-'  +  ...  4-  E 
^  ~  A,x*  +  B.a:*-'  +  .  .  .  +  E,  '  '"' 

dove  il  secondo  membro  è  una  certa  funzione  razionale  di  x,  ohe 
potremo  anche  indicare  per  brevità  con  tfix). 

Ai  valori  x  =  a,^,-(,...,X  delle  n  radici  della  (1)  corrispon- 
deranno cosi  i  valori  y  =  ^(i) ,  ij(g(  ,  tf{y)  , .  .  -  ■  (f(X)  clie  noi  dimo- 
streremo essere  le  radici  di  un'equazione  di  grado  n  i  cui  coeffi- 
cienti si  possono  ritenere  come  conosciuti,  proprio  come  i  coeffi- 
cienti delia  (11, 

Questa  trasformazione  si  dice  razionale  o  di  l^schirnhausen  dal 
nome  del  primo  che  la  introdusse  nell'algebra. 

1062.  Invero  le  quantità  (p(a)  ,  ^(^)  ,  ìj{y)  ,  .  . ,  ,  9(1)  sono  eviden- 
temente le  n  radici  dell'equazione  dì  grado  n  : 

[y  -  ?(«)]  ■  [!/  -  ?(p)]  •  [y  -  ¥(7)1  ••■{y  9'^)]  ■--  o 

che  sviluppata  prende  la  forma  ordinaria: 

!/"  -1-  Piy'*~^  +  PiV"-*  -I- .  .  .  +  J'„_iff  +  Pn  =  0,  (3) 

dove  : 

Pi  =  '  [?(«)  +  <f{v)  +■■■  <?(^)1 


p„  =  (-l)"9{a)!f{?)...9(3,). 

Ora  queste  espressioni  dip,  ,p^  . .  .  sono  evidentemente  simme- 
triche rispetto  alle  «  ,  [J ,  7  ,  . , . ,  X.  Esse  potranno  quindi  calco- 
larsi direttamente  per  mezzo  dei  coefficienti  «„  ,  a,  ,  a^ .  .  .  del- 
l'equazione  (li  di  cui  le  a,p...  sono  le  radici.  Dunque:  data 
l'equazione  (1),  si  calcoleranno  direttamente  in  funzione  dei  suoi 
coefflcienti  i  coejflcienii  p,  ,  P( .  .  .  dell'equazione  i3;  le  cui  radici 
y  tono  legate  alle  radici  x  della  (l)  da  una  relazione  della  forma 
y  =  c(x),  esaendo  f(x)  una  funzione  razionale  data  di  x. 

1063.  La  funzione  trasformante  <f(x)  considerata  nei  due  articoli 
precedenti  poteva  essere  una  funzione  razionale  qualunque  di  x. 
Noi  sappiamo  però  (art.  931)  che  ogni  funzione  razionale  di  una 
radice  di  una  data  equazione  si  può  sempre  ridnrre  sotto  forma 
intera  rispetto  alla  radice.  In  luogo  della  relazione   (2)   si   potrft 
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duiitjuc  porre  più  sempli 


ftjX- 


•  +  6«a;™ 


dove  le  b  sono  dei  coefficienti  daii.  Inoltre  si  potrà  sempre  &Dp- 
porre,  se  si  voglia,  m<n;  poiché  le  potenze  di  x  superion  aii 
n  —  1  si  potranno  sempix:  esprimere,  come  ai  è  visto,  con  potenzi' 
ugnali  od  inferiori  ad  n  -  l  per  mezzo  della  (I),  cioè  mediami 
l'uso  ripetuto  della  relazione: 


Dopo  ciò  è  chiaro  che  comi 
zione  di  Tachirnhàusen  relatii 


tipo  più  generale  della  trasforma 
%  all'equazione  fondamentale  : 


basterà  prendere 


y  =  bfl  4  b,x  +  bjX* 


.  +  b^.jX"' 


(ij' 


1064.  Ciò  posto,  l'equazione  trasformata  si  potrà  anche  otteDore 
eliminando  la  x  fra  le  due  equazioni  il)  e  (4)  con  uno  qaalunqni: 
dei  metodi  già  esposti.  Applicando  il  metodo  dialitico  di  Sylvcaipr 
(art.  1008),  si  ottiene  immediatamente  l'equazione  trasformata  sono 
forma  di  determinante,  cioè  : 


0 

9 

h, »» 

6, 

0 

0....0 

0 0 

b  .  0 

Oa 

•     ■     ''.-J 

0 

6„ 

!                      « 

.... 

Inoieando  ancora  con  a  ,  ^  ,-]■,,..,  J.  le  rodici  della  (i)  e  scri- 
vendo per  brevità  in  luogo  della  (4)  : 

y  =  -,{"}. 

Y  equazione  (5),  che  è  evidentemente  del  grado   h,   avrà  dunque 
per  radici  : 

9(a)  ,  ?(?) ,  .  .  .  ,  ?(>).  tSJ 

I0G5.  Dovendo  ora  il  prodotto  di  tutte  le  radici  dell'equazio- 
ne (5)  essere  uguale  (art.  !II6)  al  suo  termine  noto,  che  è  il  de- 
terminante (5)  in  cui  si  faccia  y  =  0,  moltiplicato  per  (-  l;"edi- 
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viso  per  il  coefficiente  della  più  alta  potenza  di  y,  si  avrà  : 

&o     6 

0     &o  ■  ■  ■  . 

•     •     ■    K 


«■."'■t(«MW-?W  = 


0 


Il  secondo  membro  di  questa  uguaglianza  non  essendo  altro  che 
la  risultante  E  (art,  1008)  delle  due  equazioni: 


^{x)  ^h^-^-b^x-\-  .  .  .  +  b^x'"  =  0 , 

troviamo  cosi  l'espreBsione  di  R  come  funzione  simmetrica  delle 
riidici  di  una  dello  equazioni  (*). 

1066.  Sia  ora: 

C-l)"a„";/"+R„_ij/"-'i-R„.ji/''-»+...+Rjj/*+R,yfR=0        (5)' 

lo  sviluppo  completo  dell'equazione  (5j  secondo  le  potenze  decre- 
scenti di  y. 

Se  oltre  ad  aversi  R  =  0,  si  avesse  anche  K^  =  0, 11  primo  mem- 
bro di  (5)'  sarebbe  divisibile  per  y*,  cioè  l'equazione  trasformata 
avrebbe  due  radici  eguali  s  zero,  e  reciprocamente.  Più  general- 
mente si  vede  che  aflìnchè  k  degli  n  numeri  (6)  siano  eguali  a 
zero,  è  necessiii'io  e  sufficiente  che  siano  soddisfatte  le  condiziorii: 


R  =  0  ,  R,  =  0  ,  Rj  =  0  . ... ,  Rj. 


=  0. 


(f) 


In  altri  termini:  affinchè  k  delie  radici  dell'equazione  (1)  Steno 
anche  radici  dell'equazione  «(x)  =0,  è  necessario  e  aufficiente  che 
oltre  alla  risultante  R  ai  annullino   anche  le   R,  ,  Rj  ,  .  .  .  ,  R(,_i. 

1067,  Se  la  funzione  intera  ^(a;)  è  di  grado  superiore  ad  n,  la 
sna  riduzione  al  grado  ji— 1  sì  potrà  effettuare  più  metodicamente, 
anziché  colle  riduzioni  successive  indicate  all'art.  1063,  calcolando 
il  resto  della  divisione  di  !f(a:)  per  il  primo  membro  della  (1),  che 
indicheremo  per  brevità  con  f(x).  Supponiamo  che  si  trovi  : 

5(w)=Q{a;y(x)4V+^oia;+^a3:*+-^,„-.a:""'-  dO) 

Si  avrà  allora  come  formola  di  trasformazione  : 

V  =  ?W  =  f>^  +  ^iX+...  +  b^,  „-i^"''-  U 1) 

1068.  Si  potrà  calcolare  più  generalmente  il  resto  della  divi- 
sione di  x'-flx)  per  f{x).  Sta  il  risultato: 

x'-<f(x)  =  Qi{x)f(x)  +  fc(„  +  bi,x  -1-  &,.,a!«  ^  ...  -I-  6; ^  ,._,a:"-'  , 


{•)  Cfr.  Cap.  XIII,  §  5',  Nota  8 
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onde  : 

x'-y  =  6,1,  +  bfiX  +  fc,jX*+  .  .  .  +  ^(,B-i^""'-  (I-) 

Dando  ad  i  successivamente  i  valori  1,2,'.,,  «-1,  si  avranno 
cosi,  nniiamcntc  alla  (11),  n  equazioni  dalle  qnali  si  potranno  eli- 
minare nel  Bolito  modo  lo  a:"  ,  x'  ,  x- ,  .  .  . ,  a;""',  con  che  si  ot- 
terrà 1'  equazione  trasformata  : 


-1.»     ''«-i,»    o,^!.!-""-!  .«-i-yi 

che  si  presenta  con  forma  più  compendiosa  della  (5). 

1069.  In  virtù  delle  formolo  di  Newton  (art.  918)  che  pcrniBt- 
tono  di  esprimere  i  coefficienti  dì  un'  equazione  per  mezzo  delle 
somme  delle  potenze  simili  delle  suo  rndici  e  reciprocamente,  es- 
sendo dati  i  coefficienti  dell'equazione  fondamentale  (I),  si  possono 
considerare  come  conosciute  le  somme  : 

Si  =  a'  +  ^'  +  7'  +  .  . .  +  X'     ,     j  =  1  ,  2  ,  .  . .  ,  n  (13) 

e,  per  la  stessa  ragione,  si  potrà  considerare  come  già  cosimiu 
l'equazione  trasformata,  per  ]/  =  ^(x),  appenacliè  si  siano  calcolale 
lo  somme: 

S,  =  [?(«)]'  + [?(f)r +  ...  f[?(X)l'     ,     i=l,2,...,«.     (U) 

In  conformit.'l  a  ciò  si  Ita  un  altro  metodo  per  la  costruzione 
dell'equazione  trasformata,  che  tia  per  oggetto  di  esprimere  lu 
somme  incognite  (U)  per  mezzo  dello  somme  co^itfe  (13).  Questo 
metodo  consiBlc  ncll'  elevare  la  funzione  <}{x)  alle  successive  po- 
tenze 1  ,  2  ,  3  ,  . .  .  ,n  e  calcolare  per  ogni  potenza  il  resto  della 
sua  divisione  per  f(x^^.  Invero,  supposto  die  si  sia  trovato  : 

[if{x)Y  =  Qi.x)f{x)  +  C(o  +  Cj,a:  +  c,^*  +  .  .  .  +  e,-  _  „_,a:''~', 

sostituendo  in  questa  identità  in  luogo  di  x  successivamente  le 
radici  a  ,  ^  ,  'f  ,  .  . .  ,  À  di  (l)  e  sommando  i  risultati,  si   otterrà  : 

Si  =  C,o  +  C„«j  +  C,.,8g  +  .  .  .  -I-  C(  _  „.,»„_, ,  (ISi 

poiché  : 

f^a)  =  fi'f)=...=f{X)=0. 

Le  formolo  (15),  per  i  -  1  ,  2  , . , . ,  11,  ci  faranno  dunqne  cono- 
scere le  S,  ,  S.  ,  .  .  .  ,  S,,. 


1070.  La  trasformazione  di  Tschirnhausen  da  noi  fin  qui  stu- 
diata non  è  che  un  caso  particolare  della  trasformazione  razionale 
più  generale  che  ha  per  oggetto  di  costruire  un'equazione  (il  cui 
grado  sarà  però  in  generate  superiore  al  grado  dell'equazione 
primitiva)  le  cui  radici  siano  funzioni  razionali  date  dì  un  numero 
qualunque  di  radici  dell'equazione  fondamenialc. 
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Cosi  ad  esempio  possiamo  proporci  di  oostroire  dd'  eqnazione 
che  abbia  per  radici  le  radici  della  (i)  sommate  tre  a  tre.  Cioè 
le  radici  della  trasformata  dovrebbero  avere  i  valori  : 

ì'i  =  «  +  ?  +  T    .    yj-a-i-p  +  S,.... 

In  generale  dunque,  detta  <p(«  ,  p  ,  Y  •  ■  -  •)  Q"**  fonzione  razio- 
nale data  di  ud  certo  numero  di  radici  della  (1),  ci  proponiamo  di 
costraire  nD'equaziono  che  abbia  per  radice  : 

!/!  =  <F(a  .  P  -  T  ,  ■  .  ■)• 

Se  (p  è  una  funzione  simmetrica  delle  a  ,^  ,-^ ,  .  .  .  ,i  ,  essa  pnb 
considerarsi  come  conosciuta,  onde  iu  tal  caso  la  trasformata  cer- 
cata si  ridurrebbe  ad  un'equazione  di  primo  grado. 

Se  <p  non  è  simmetrica,  eseguendo  in  essa  tutto  le  [n  sostitu- 
zioni possibili  fra  le  n  radici  a  ,^  ,f  , . .  .  ,ì^,  essa  potrà  prendere 
al  pi&  [n  valori  algebricamente  distinti,  ma  potrà  anciie  prenderne 
nn  numero  più  piccolo  che  indicheremo  con  k.   Cosi   ad   es.   per 

9  =  a+g  +  Y  è  facile  vedere  che  9  non  prendo  che  (^J    valori 
distinti  scambiando  le  a,  ^,  f,  fra  loro  o  colle  altre  radici. 
Siano  questi  valori  distinti  : 

?(«.  P  ,  i:  .•■•)  =  Ti 
«(6  ,  e  , )  =  ^1, 


f(nJ, )  =  9»- 

È  facile  vedere  che  la  somma  : 

sarà  una  funzione  simmetrica  delle  a  ,  ^  , .  .  . ,  X,  polche,  ,'permu' 
tando  in  esse  in  un  modo  qualunque  queste  radici  fra  di  loro,  te 
n  espressioni  distinte  ?i  ,  ?, ,  .  .  .  ,  7]^  non  faranno  evidentemente 
cbe  scambiarsi  fra  loro,  onde  la  loro  somma  resterà  inalterata. 
Similmente  si  riconosce  che  sono   simmetriche   le   espressioni  : 

Qa  =  -  (Tifi?»  +  ■  ■  •) 


oade  anche  qui  le  Q,  ,  Q^ ,  .  ■  -  <  Qjt  possono  considerarsi  come 
quantità  già  conosciute,  come  t  coetScienti  della  (1).  Si  pn6  dun- 
que costruire  l'equazione: 

y"  +  Qy-'  f  0,!/*-*  -H  .  . .  +  Q»  =  0 

la.    quale  ha  appunto  per  radici  le  ?,  ,  cp, ,  . .  . ,  9^. 

X>unqtie:  se  !f{a  ,  p  ,  y  , . . .)  è  una  funzione  razionale  iteUe  ra- 
GàtKUA.  ~  Ittitiuioni  di  analUi  alg«brUa,  8."  cdii.  78 
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dici  delta  (ly  che  prende  in  generale  k  valori  digtinti  col  permu- 
tare comunque  fra  loro  le  radici,  si  può  sempre  costruire  un't- 
quazione  di  grado  k  che  ha  per  radici  appunto  questi  k  vahri 
di  <;.  I  suoi  coefficienti  si  calcolano  direttamente  per  wiezzo  dtì 
coefficienti  della  proposta. 

ITote  od  Eisrcùi. 


1.  Per  costruire  l'equazione  che  ha  por  radici  i  quadrati  delle  radici 
un'equaEtone  proposta,  basta  portare  nel  secoudo  membro  di  qneata  tD 
i  termini  con  pateote  dispari  di  x,  elavare  quindi  al  quadrato  entran 
i  membri  e  nello  sviluppo,  che  conterrà  ioltanto  potCDze  pari  dì  x,  soì 
tuira  y  in  luogo  di  «'. 

Per  aasinpio  1'  equazione  di  terso  i^rado  : 


si  Boriverà  : 

d'  onde  sviluppando  : 


ax^ -i- bx*  +  ex  ■]  d  =  0 
(fii'  +  d)*  =  (ox*  I-  cxy, 


Vx*  +  ihdx^  +  d'  =  a'x^  4-  2acj;*  +  c^x*. 
La  traeformata  dì  (1)  per  y  =  x*  ò  dunque  ; 

n»j/*  +  (2ac  -  6*)^»  +  {e*  -  nd)y  -  d'  =  0. 

2.  Calcolar*  la  stessa  trasfonnita  per  l'equarione  dal  quarto  i;ra<Iii. 

3.  Caloolore  la  trasformata,  per  y-x*,  delle  oquaBÌuni   generali  di  Ieri" 
a  quarto  grado. 

4.  Eseguire  «uU' equaiione  binomi»  : 

x"   -1  =  0 
la  trasformazione  : 


col  metodo  indicato  all'  art.  10H8.  Si  troverà  : 


«»  «s  -  «o-ff 

»  lo  trasformazioni  razionali  lineari,  cioà  del  t 


B.  Calcolare,  in   particolare,  per  l'equazione  del  terzo  grado 
[ì,  T  la  trasformata  che  ha  per  radici  : 


a  trasformai  ione  potrà 


□tile  in  seguito  (cfr.  g  10*,  Mot*  ^). 
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7.  Metodo  di  Urrmile  pir  ìa  tratformazione  razionalt  detU  equazioni.  Allo 
Hoopo  di  aempHScare  i  calcoli  rìohiesti  dalla  trasfurmaiione  di  Tschìrn- 
bftusen  easKQÌta  col  metodo  ordinario,  Hermite  ha  escogitato  un  nuovo 
metodo  più  appropriato,  da  lui  «tesso  riasauoto  (ofr.  Compie»  Beodus  , 
maggio  1358)  nelle  osservazioni  che  qui  riportiamo. 


fix)  = 


f  fta:""'  +  . 


*  +  hx  +  k  =  0 


if(x)  =  t  +  (oX  +  t,x*  +  .  . . 
1  posto,  rappresentando  la  trasformata  in 


+  Pn  =  0, 


ano  qualunqne  dei  coeffloieuti,  che  sia  p,- ,  aar&  una  frazione  avente  per 
denominatore  ai»—')',  e  per  numeratore  una  funeione  intera,  omogenea, 
del  cr&'^o  *  rispetto  a  l  ,  l^  ,  t,  ,  .  .  .  ,  l„_,  ,  e  del  grado  (it  — l)i  rispetto  ai 
coefficienti  a  ,  b  ,  h  ,  .  ,  .  ,  k.  Questo  grado  cosi  elevato  rende  in  certo  qunl 
modo  impraticabile  il  calcolo  detrequasione  in  f/ i  pertanto  ciò  che  ai  6 
ottenuto  di  più  importante  mediante  la  conai  derazione  di  questa  trasfor- 
mata, in  particolare  il  teorema  di  lerrai'd  sul l' equazione  del  quinto  grado 
(cfr.  il  %  10°  di  questo  atesao  capitolo),  non  sembra  stabilito  che  a  titolo 
di  possibilitlt,  a  cagione  dell'eccessiva  complicazione  delle  operazioni  ne- 
cessarie per  giungere  ad  un  risultato  elettivo.  Queste  difficoltà  possono 
.nttavia  sormontarsi  mediante  la  proposisione  che  segue. 


Sia: 


t  =  aT  -f-  bTo  +  . . .  +  gT,.,  -I-  bT„_, , 

to  =  aTo  -I-  bT,  +  . . .  -f-  gT„_, , 


t„.,  =  aT„_i,  +  bT^ 

t„_,  =  aT„_j. 

Quetla  »ottilvzione  tffettnata  nella  funzione  pj  la  eangitrà  in  una  funziona  Pf 
dtUo  ttato  grado  ritpetto  alle  nuove  indeterminate  T  ,  T,  ,  T,  ,  .  .  ,  ,  T„_,  , 
ma  liberala  da  qualtiati  denominatore  e  lollanto  del  grado  i  riepello  ai  coef- 

JiAtnli  a  ,  b  ,  .  .  .  ,  h  ,  k.   Di  piii  I'„  larà  diciiibile   per   a,    dìguieaehè    -  P, 


non  larà  eke  del  grado 

Qaesta  proposizione,  j 
tica  più  conveniente  per  la  fanzio 
mola  di  trasformazione  sarii  : 

j/    -  <f{x}  -aT  +  ax  |  To  + 


1'  equazione  trasformata  : 
n"  +  Pi»" 


I  f(pi),  cosicché  d'  ora 

-I-  ...  -I-  ax"- 
+  bx"'- 


essendo  le  P  fnnziotii  intere  dei  coefficienti  di  f(x). 

11  lettore  potrà  da  se  atesso  riconoscore  la  verità  della  proposiEÌone  di 
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Hennite  BTTalsndoai  dell'identità  fomite  dell»  fonnol»  di  Baffini  : 

(a;-fX«--rK'c-8)...(a:-X)  = 
a»""'  +  [aa  +  ft)*""'  -i-  (aa*  +  6a  +  e)x'*'*  f  .  . . 
detta  a, ^,7, e Ile»  radici  di  /{x)  =  0. 

§  6.<'  — Bquaalone  ftl  quadrati  delle  differeDM. 

1071.  Per  costruire  l'eqaazione,  di  strado — ,  che  ha  per 

radici  i  quadrati  delle  differenze  delle  radici  di  una  data  equa- 
zione del  grado  n,  Lagrange  ha  proposto  un  metodo  speciale  col 
quale,  dette  a,  ,  a,  ,  . . . ,  a„  le  radici  dell'equazione  proposta,  le 
somme  di  potenze  simili  : 

s,  =$](»,-«,.■' 

della  irasformata  ai  eaprimono  direttamente  colle  somme  : 

to.1 

La  trasformazione  si  potrà  dopo  ciò  considerare  come  effettuata, 
analogamente  a  quanto  si  è  gfft  ossei'vato  (arL  1069). 
Posto  per  brevità  : 

^{x)  =  (x-  a,)'»  +  {x~  a,)»*  +...+(x-  a„)»*,  (1) 

si  ha  evidentemente: 

D'altra  parte,  sviluppando  In  (1)  le  potenze  dei  singoli  binomi, 
si  ba  subito  che  : 


«.).v-(f  )....-. +(|').. 


onde,  sostituendo  per  x  sacceBstvamente  i  valori  a,  ,  a, ,  . . . ,  a, 
e  sommando  membro  a  membro,  si  ottiene  confVontando  con  (2). 


2s>  =  Vt.-f')v,.-,  +  (f)'. 


Se  si  riflette  che  i  termini  del  secondo  membro  eqnidistanti  da 
gli  estremi  sono  egnali,  si  eonclnde  dunque  : 
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Vota  ed  Ssuoiii. 


elle' 

a:'  4-  ja;  +  r-  =  0. 

Bi  troverà  1'  eqnftzione  : 

js  +  6gy»  +  9jV  +  4?'  +  27r»  =  0. 

2.  Per  l'  equABÌone  di  quarto  grado  : 

ax*  +  ibar*  +  6cx*  +  idx  +  e  =  0 

1' cqQazione  trasformata  ai  quadrati  delle  differenie  é: 

aY  +  48«*/V  +  8n\96fl'  +  aH)y* 

+  32(l28fl»  +  16a*ff/-  ISa'jy 

+  16(384/r*7-  7ffl»i*  -  288offJ)y» 

+  1 152(2fl/-  3aJ)/!/  -t-  256(7»  -  27J"«j  =  0  , 

dove  (cfr.  le  Note  del  §  precedente): 

ir=ac-&»  ,  I=ae-ibd  +  5c*  ,  J  =^  ace  +  2bcd  -  ad' -  eb^  -e». 

8.  Per  avere  nn  valore  del  limite  inferiore  S  considerato  all'art.  760, 
ancora  più  conveniente  di  quello  dato  all'art.  941  (ofr.  la  Nota  6'  in  se- 
f{UÌto  al  §  dì  cui  fa  parte  quest'articolo),  si  potrebbero  calcolare  ì  coef- 
ficienti dell'equazione  cbe  ha  per  radici  i  quadrati  delle  differenze  delle 
radici  della  proposta  e  dedurne  con  uno  dei  metodi  da  noi  dati  [cfr.  §  1°  del 
Cap.  X)  un  limite  inferiore  delle  radici  positive.  Il  calcolo  dei  coefficienti 

di  quest'equazione  (di  {(rado  —  -     ■    ,  se  n  6  il  grado  della  proposta)  é  però 

molto  laborioso,  se  il  grado  della  proposta  è  abbastanza  elevato.  Il  limito 
fornito  dati'  art.  941  si  fonda  sol  calcolo  dal  solo  ultimo  coefficiente  di 
Questa  trasformata,  che  è  appunto  il  discriminante  A  della  proposta. 

§  9.°  —  Metodo  di  Latcrange  per  la  rlsolazlone 
delle  equazioni  di  terso  e  quarto  grado. 

1072.  Lagrange  ha  cercato  di  dare  un  metodo  iiDifornie  per  la 
risolQzfone  generale  delle  equazioni.  Questo  metodo  consiste  nel 
i-icercare,  per  ogni  equazione  generale  di  grado  dato  h,  una  fun- 
zione delle  sue  n  radici  la  quale,  comunque  si  aontìtuiscano  fra 
loro  queste  radici,  non  possa  prendere  che  un  numero  di  valori 
clistjntì  inferiore  ad  n.  Trovata  una  aiETatta  fauzione,  il  suo  valore 
si  potrà  determinare,  per  quanto  si  è  visto  al  §  pre e, risolvendo 
u  n  '  equazione  di  grado  inferiore  ad  n. 

1073.  Dette  a,  ^,  f  le  tre  radici  dell'equazione  generale  del  terzo 
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grado,  Lagrangc  ha  trovato  la  fanzione  : 

(a  +  e?  +  6»Y)»  (1) 

(in  cui  e  è  radice  cubica  complessa  dell'unità.)  la  qoale  non  prende 
che  dne  valori  distinti  comanque  si  permutino  fra  loro  le  radici. 
Infatti,  eseguendo  fra  le  a,  %  y  tutte  le  sei  possibili  permutazloDÌ, 
si  avrebbero  le  seguenti  espressioni  : 


(a  +  s?  +  E»T)5 
(p  +  6-r  +  E'a)' 
(Y  +  sa  +  e»^)' 


(a  +  e-):  +  e»?)» 
(Y  +  Ep  +  £'%)' 
(P  +  Ed+eV- 


Ora  le  basi  dei  primi  tre  cubi  differiscono  eoltsnto  per  una  pò- 
lenzii  di  e,  poiché,  moltiplicando  la  prima  per  e*,  si  ha  la  seconda 
e  moltiplicando  la  prima  per  e  si  ha  la  terza  ;  perciò  queste  ire 
basi  elevate  al  cobo  danno  tutte  lo  stesso  risultato.  Analogamenic 
per  le  altre  tre  espressioni. 

Dunque  la  espressione  (1)  può  avere  un  solo  altro  valore  ebc 
è  (a  +  e*3  +  Ef)'.  Per  quanto  si  è  visto  al  §  prec,  questi  due  va- 
lori saranno  le  duo  radici  di  un'equazione  del  secondo  grado: 

2'4-A,z-fA,  =  0  X 

i  cui  coefficienti  : 

A,  =  -  l(«  +  e?  +  eY/  +  (a  +  e»?  +  ey)'\ 

A,  =  (a  +  £p  +  t*y)%a  +  £»p  +  ey)», 

essendo  espressi  sotto  forma  di  funzioni  simmetriche  àtUe  ^i^T 
si  calcoleranno  direttamente  per  mezzo  dei  coefficienti  dell'oiina- 
zione  proposta. 

Se  r  equazione  del  terzo  grado  è  data  sotto  la  forma  sempli- 
ticata  : 

a^  +  qx  +  r  =  0,  (oi 

{alti  i  calcoli,  si  troverà  per  la  (2)  l' equazione  : 

z»-f  27j-z-279>  =  0.  (2)' 

Dette  0,  e  6j  le  radici  di  quest'equazione,  si  ha  dnnqno: 

(a  +  e?  +  e*Y)*  =  8, 

(a  +  e*e  +  éy)»  =  Oj. 

Estraendo  le  radici  cubiche  dai  due  membri  ed  osservando  the 
a  +  f;  +  Y  =  0,  poiché  la  (a)  manca  del  secondo  termine,  si  otten- 
gono di  qui  lo  tre  equazioni  di  primo  grado: 

B 

a  +  Eg  +  e*Y  -  V*i 
a-f  p    +  Y  =  0 
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,  p,  Y-  Sommando  membro  a  membro,  ed  osservando  che 
*  =  0,  si  deduce  aabito  il  valore  genonile  di  una  radice: 

a a 


Questa  espressione  non  è  suscettibile  cbe  di  tre  valori,  poiché 
si  riconosce  facilmente  che  il  prodotto  : 

V67 .  >/ft7  =  fa  +  eg  +  e»T)(a  -r  «Y  +  s»g) 

è  una  funzione  simmetrica  delle  a,  ^,  -f  ed  è  quindi   conosciuto 
a  priori  (=  —  3^  ;  cfr.  art.  925),  Perciò,  dato  a  piacere  al  radicale 

3^ 

cubico    VO,   uno  qualunque  dei  suoi  tre  valori,  il  valore  da  darsi 
poi  all'altro  radicale  cubico  resta  perfettamente  determinato. 

Le  formole  di  risoluzione  alìe  quali  sì  perviene  per  questa  via, 
non  differiscono  sostanzialmente  da  quelle  di  Cardano.  Per  pas- 
sare dalla  risoloente  (2j'  alla  risolvente  di  Cardano,  basta  infatti 
eseguire  nella  (2)'  la  trasformazione  semplicisiiima  z  =  37/. 

1074.  Per  l'equazione  generale  di  quarto  grado,  le  cui  radici 
chlameremoa,p,Y,5,  Lagrange  si  servi  della  funzione  [(a+3)—(Y+^) l'i 
la  quale,  comunque  si  permutino  in  essa  le  radici,  non  può  prendere, 
come  è  facile  vedere,  che  i  tre  valori  distinti; 

T.  =  [{a  +  p)  -  (Y  +  5)]»  ,  T,  =  [(«  +  Y)  -  (P  +  8)]«, 

T3  =  [(a  +  3)-(g  +  -v)l*  (3) 

i  quali  per  conseguenza  saranno  le  tre  radici  di  un'equazione  di 
terzo  grado  : 

3>  +  P,aS  +  P,2  +  Ps  =  0  {*)  (4) 

di  cui  i    coefficienti    P,  ,  P, ,  P^    si    calcoleranno    facilmente    per 
mezzo  di  quelli  dell'  equazione  proposta  del  quarto  grado. 

Risoluta  quest'equazione  di  terzo  grado  col  metodo  spiegato, 
le  tre  radici  T^  ,  Tj ,  Tj  si  potranno  considerare  come  conosciute, 
onde,  estraendo  le  radici  quadrate  dei  primi  e  secondi  membri 
delle  (3),  si  avranno  le  tre  uguaglianze  : 

o  +  p-Y-5=VTÌ 

a  +  -r-p-8=VT^  (5) 

Per  avere  precisamente  quattro  equazioni  di  primo   grado   fra 

(•)  Se  1'  equuione  del  quarto   grado   aia  atnta 
qx*+rxit=0,  per  l'equatìone  risolvente  ;4>  bì  trovi 

t»  +  8}«»  +  (lGa'-64*>-64r'  = 
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lo  quattro  incognite  a,  f,  ^i  S,  basterà  aggiungere  a   queste  tre 

ugua^'lianzc  I' egtiagliiiuza  : 

a  (■  ?  +  T:  -i-  8  =— j>,  (G) 

dove  p  è  il  coefficiente  del  eecondo  termine  dell'  equazione  del 
quarto  grado,  supposto  il  coefficieole  del  primo  termine  ugnale 
all'  unità. 

Sommando  ora  quesle  quattro  equazioni  membro  a  membro  e 
dividendo  poi  per  i,  si  trova  : 

«=  ^^T;"^•VT;+^/f;-p  ^^^ 

cbe  è  1'  espressione  generale  di  una  radice  qualunque  dell'  equa- 
zione del  quarto  grado  proposta.  In  questa  espressione  ciascuno 
dei  tre  radicali  quadratici  può  prendere  due  valori  distinti,  onde 
r  espressione  stessa  b  suscettibile  di  8  valori  distinti.  Nel  nostro 
caso  però  si  osservi  che  dev'essere  : 

%/f;-vT,-Vf;  =  (a  +  p--r-5XT+T-p-5Xat5-p-Y), 

dove  il  secondo  membro  è  una  funzione  simmetrica  delle  a,  ^, 
Y,  5  e  per  conseguenza  ha  un  valore  perfettamente  determinato 
e  conosciuto  a  priori  (*,.  Di  qui  seguo  clie,  scelti  ad  arbitrio  i 
segni  dei  primi  due  radicali,  il  segno  del  terzo  resterà  perfetu- 
mente  determinato,  insieme  al  suo  valore. 

I  significati  che  si  possono  dare  all'espressione  (7),  si  riducono 
cosi  soltanto  a  quattro  che  daranno  appunto  le  quattro  radici  del- 
l' equazione  proposta.  Del  resto  questi  quattro  valori  si  possono 
anche  individuare  risolvendo  il  sistema  delle  (5)  e  (6).  Moltipli- 
cando infatti  queste  equazioni  opportuuamente  per  ±  l,  sommando 
e  divìdendo  per  4,  si  trova  in  aggiunta  alla  (7)  : 

^  4  '     1^  4  ' 

4 

1075.  Se  i  coefficienti  dell'equazione  del  quarto  grado  sono  tutti 
reali,  si  possono  presentare  (cft-.  art,  1060)  per  la  realtà  od  ima- 
ginarietà  delle  sue  radici  i  seguenti  casi: 

a)  te  a,  g,  y,  S  sono  tutte  reali; 

6}  le  a,  'f,  Y,  $  sono  tutte  ìmaginarie,  ed  allora  sarà  p.  es.  a 
coniugato  con  {i  e  )  con  5; 

ti)  due  radici,  p.  es.  a  e  ^ ,  sono  reati  e  le  altre  due  sono 
Iraaginarìe  conjugate. 
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Ora  dalle  (3)  appare  facilmente  che  : 

a)  nel  primo  oaso  le  T^  ,  T, ,  Tg  sono  tutte  reali  e  positive  ; 

b)  nel  secondo  caso  T^  è  reale  e  positiva,  nel  mentre  che  T^ 
e  Tj  sono  reali  e  negative  ; 

e)  nel  terzo  caso  T^  è  reale  positiva,  nel  mentre  che  T,  e  Tj 
sono  complesse  conjagate. 

La  risolvente  dì  Lagrange  sarà  dunque  da  preferirsi  a  qnella 
di  ferrali,  quando  si  voglia  avere  un  criterio  immediato  e  com- 
pleto circa  il  numero  delle  radici  reali  dell'equazione  proposta  del 
quarto  grado  (*), 


Vot*  «d  Eieroisi. 

.  Biconoscere  chs  ; 

(«  +  f  +  fX"  + 'M  '"yX»  + '■?  +  =1)  = - 


«P  r 


2.  L' eapre  Rei  OH  e  (1)  dell'art.  I0T8  non  è  clie  un  caso  particolare  dell' e- 
epressione  analoga  più  generale  : 

(«0  +  ««1  +  w*0|  +  w'o»  +  .  . .  +  """^a^i)"  (a) 

in  cui  w  è  ona  radice  n"""  dì  1  ed  n,  ,  a,  ,  a,  , .  . , ,  &,_,  eono  le  radici 
di  un'eqnaiione  data  /(*)  =  0  del  grado  n.  Invero  anche  l'espreseione  (1) 
goda  della  proprietà  di  conservare  il  ano  valore  ae  si  eeegne  {ctr.  art.  281) 
fra  le  et,  ,  a,  ,  0,  ,  . .  .  ,  oc„_,  la  aostitaiioue  circolare  (a,[(,&,  .  .  .  Oq.,)  ;  poi- 
ché ei  ha  mauifeetamente  : 

a,  +  ua,  +  w»a,  +  . . .  +  u""*»^,  ■)-  «"-'«(, 

=  «"'(«o  +  wa,  4-  u'Oj  +  w'a,  +  .  . .  +  ««""'«n-i)- 

8.  Le  n— I  espresaioni  ohe  si  ottengono  dalla  (a)  prendendo  per  u  la 
n  —  l  radici  ««'n*  di  t  diverse  da  1,  che  indicheremo  con  u,  ,  lu^  ,  ...  ,  lu^^i , 
ai  dicono  le  eiprettioni  rUolventi ,  di  Lagrange  ,  dell'equazione  /(z)  =  0, 
poiché,  qualora  te  ne  conoicano  i  valori,  che  indicheremo  rispettivamente 
con  A(  ,  A,  ,  ...  ,  À„_, ,  i  facile  dedurne  il  vigore  delle  radici  iteaie  di  f(x)=0. 

Infatti  dalle  it— 1  eguagli anc e  ; 

(aol-W(aj+iiJi*aj+it>/aj+  ... -|-(i>(''~'a„_|)"-Aj    ,     i=l,  2,...,n— 1 
cui  ei  paò  aggiungere  l'eguaglianEa  (cfr.  art.  916); 

«0  +  a,  +  a,  +  Bj  +  .  . .  +  a^i  =  -p 
se  /(«)  =  «"  +  p*"*'  -f-  . .  .  ,   segue    per  1»   determiuaEtone    dello  a,  ,  a,  , 


C*)  Si  b  già  visto  (  cfr.  Càp.  IX,  §  3*,  Nota  1*  )  come  si  possa  facil- 
mente determinare  il  numero  delle  radici  positive  di  un'  oqimiione  del 
terno  grado  a  ràdici  reali. 

CAfKiAA.  —  IrtUutioni  (ti  aiuUiti  algebrica,  8.*   udiz.  79 
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■iitomii  delle  m  aqa&iio&i  lineari  : 
a^^  +  «,  +  «1  +  .  .  .  +  a„_,  =  ~p 


«0+*»„-i«i+WVl«*+  -  +*»„.)" 


.i=^/A„-, 


«0  =  -^(-P  +  Va,  +  VA,  +  .  .  .  +  >/A„_,).  (e) 

Uaft  voltftjSttod'  i  valori  degli  n~l  radicali  iu  modo  da  Boddiefue  le  (ft), 
dalle  stesse  (6)  moltiplicata  riap.  per  1  ,  (>i,~*  ,  w,''  ,  . .  - ,  «>„.]''  e  som- 
mate membro  a  membro  ai  ricaveranDo  poi  altre  r  — 1  espreBBiooi  analoghe 
alle  (()  ohe  faranno  oonosoere  completamente  anche  le  a,  ,  «^  ,  . . .  ,  a,_,. 

4.  Si  cerchi  ìl    mìnimo    numero    di    fattori    del    tipo    già   considerato: 
«0  +  luBi  +  u»o,  +  .  .  .  +  iu"-'e„_,  ìl  coi  prodotto  aia  i 
trica  delle  a,  ,  a,  ,  . .  .  ,  a,-,. 

&.  Posto  : 

^p(a:)  =  Oo  +  a,x  +  a^  +  .  .  .  +  «^ 


I  "a-1  ^^  radici  * 


•  di  ], 


?K)9K)...!fK_,)  =  {-i) 


1     w^.,     w*„_,  ■  .  . 

ti.  Il  determinante  del  tipo  (d),  in  cni  le  Og 
dera  valori  affatto  arbitrari,  ha  ricevuto  il  i 
Uattt.  Lt,  formola  (d)  ci  dice  che  il  lUUrmina 
ipetaa  idtJitieameiUe  nel  prodotto  di  n  /unzioni 

Sull'arKoniento  dei  determinanti  circolanti 
minanti  di  B.  Pancal  (Maouali  Hoepli  IS97). 

7.  Volendo  applicare  il  metodo  di  La((range  alla   riso! 
aloni  f(siiB''^i  ^i  grado  superiore  al  qoarto,  converrebbe,  sa  n  6  il  graao 
dell'equaaione,  costruire  una  ftinsione  delle  «  radici  oha  ammettesae,  per 


•  •  1  "b— 1  possono  pren- 
li  determinante  rtreo- 
eolanta  di  n  variabUi  ti 
i  dell»  flette  variabili. 
fronti  p.   es.:   i  dtler- 

I  di  e^na- 
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tutta  le  sostitntioni  che  fta  di  eise  ni  possono  esaguire, 
vslori  inferiore  «d  n  ;  dbbì»,  che  è  la  stessa  cdhii  (art.  5S1)  una  faniione 
il  cai  ffruppo  (art.  G80)  fosse  di  indice  inferiore  ad  n.  Uà,  per  n>4,  non 
esistono  (art.  288)  gruppi  di  sostituzioni  fra  n  lettere  di  indice  inferiore 
ad  n,  ad  eccezione  del  solo  gruppo  alternato  che  ha  per  indice  2.  Il  me- 
todo di  ht-gr^-age  cessa  perciò  di  essere  applicabile  alla  riaoluzione  gene- 
rala delle  equazioni  al  di  14  del  quarto  grado.  Del  resto  dim astreremo 
in  segoito  (Gap  2V)  che  l'equaiione  generale  di  grado  superiore  al  quarto 
non  è  mai  risolubile  per  radicali. 

§  lO.o  —  Altre  trasformasiooi  di  equazioni. 
Teoremi  di  Jerrard  \*)  e  di  Sylvetter. 

1076.  II  matematico  inglese  Jerrard  ha  dimostrato  che,  data 
nn'eqaazione  qualunque,  si  può  sempre  trasforiuarla  razionalmente 
in  un'  altra  mancante  del  secondo,  terzo  e  quarto  termine  risol- 
vendo una  sola  equazione  del  terzo  grado. 

Sia  infatti  l'equazione  data: 

a;■-^i>,a'-'+p,Jc»-».^-..  .+p„  =  0.  (1) 

Eseguendo  su  di  essa  la  trasformazione: 

p  =  ax*  +  px»  +  ya^  +  8iC  +  e,  (2) 

r  equazione  trasformata  sarà  della  forma  ; 

ff"  +  P.y"-'  +  P.y'^  +  .  . .  -1-  P„  =  0,  (3) 

dove  le  P,  ,  P.,  P, .  . .  sono  delle  fnnzioni  intere  ed  omogenee 
delle  a,  ^,  y,  o,  e  risp.  dei  gradi  1,  2,  3,...,  come  apparisce  evi- 
dentemente da  quanto  si  è  detto  all'art.  106'J. 

Ciò  posto,  si  tratta  di  dimostrare  che  si  possono  sempre  deter- 
minare le  a,  ^,  f,  5,  E  In  modo  da  risolvere  le  tre  equazioni  : 

P,  =  0  ,  P,  =  0  ,  Pg  =  0  (4) 

mediante  la  risoluzione  di  un'unica  equazione  ausiliaria  del  terzo 
grado. 

Invero  si  cominci  con  eliminare  e  dalle  P,  e  P,  sostituendo  in 
esse  il  valore  di  e  ricavato  da  P,  =0.  Sì  otterranno  cosi  due  e- 
quazioni  : 

Q,  =  0,Q,  =  0 

risp.  del  secondo  e  terzo  grado  nelle  sole  i,  ^,  y,  8.  La  prima  di 
queste  sì  potr&  sempre  porre  (cf^.  Cap.  XVI,  §  3°)  sotto  la  forma: 

Qg  =  ««  -  w»  +  ui»  -  i»  =  0 

essendo  u,  v,  io,  t  funzioni  lineari  omogenee  delle  a,  ^,  y,  S  e  si 
potrà  quindi  soddisfare  ponendo  u  =  v  e  t  =  to.  Da  queste  due 
equazioni  di  primo  grado  si  ricaveranno  f  e  S  espressi  ìn  fun- 
zione lineare  ed  omogenea  di  a  e  ^,  onde  sostituendo  {  risultati 
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ncIl'ultiiUA  eqnazione  Qj  -  0  che  ancora  restava  a  soddisfare,  que- 
sta si  presenterà  come  un'equazione  del  terzo  grado  nel  rapporto 
a  :  ^.  Determinando  dnnqae  questo  rapporto,  che  era  restato  ar- 
bitrario, nsdiante  la  risoluzione  di  qaest'altìma  equazione  cubica 
e  conseguentemente  i  valori  di  Yi  ^  d  ^  nel  modo  già  fissato, 
l'equazione  trasformata  (3)  rienlterJt  della  forma  : 

jT  +  Pi!/"'*  +  Psy""' +  .  . .  +  P„  =  0. 
e.  d.  d. 

1077.  Con  procedimento  identico  a  quello  tenuto  sì  potrebbero 
invece  determinare  i  coefficienti  a,  ^,  ^t  ^i  e  in  modo  che  l'equa- 
zione trasformata  mancasse  del  secondo,  terzo  e  quinto  termine. 
Invece  di  un'equazione  cubica  sì  dovrebbe  però  risolverne  una  del 
quarto  grado  ;  ponendosi  cioè  P^  =  0  in  luogo  di  Pg  =  0. 

Combinando  le  trasformazioni  ora  indicate  con  la  trasformazione 
a  radici  reciproche,  è  poi  altresì  chiaro  che  si  potrebbero  invece 
annullare  nella  trasformata  i  coefficienti  P„_,  ,  P„_g  j  P„_a  ovvero 
i  coefficienti  P^^  ,  P,^  ,  P^^. 

Di  qui  segue  immediatamente  che  nel  caso  di  un'equazione  del 
quinto  grado  si  potrà  sempre,  mediante  la  risoluzione  di  una  soU 
eqnazione  del  terzo  o  del  quarto,  fare  in  modo  che  1'  equazione 
trasformata  manchi  di  tre  termini  qualunque  compresi  fra  il  primo 
e  l'ultimo.  In  altri  termini  1' eqnazione  di  quinto  grado  si  potrft 
per  tal  via  ricondurre  a  piacere  ad  una  qualunque  delle  quattro 
forme  trinomio  : 

!x^-¥px+q~0  ,  x^i-pxHq=0  ,  a^+psi^+q=0  ,  x^+px*+q=0. 

1076.  Mediante  la  risoluzione  di  una  sola  equazione  di  terzo 
grado  si  .può  anche  ricondurre  qualunque  equazione  del  quinto 
grado  alla  forma  : 

{ax  +  bf  ■+  {a'x  +  6')"  +  (a"x  +  6")'  =  0. 

È  questo  un  caso  particolare  del  seguente  teorema  generale  do- 
vuto a  Sylvester: 

Una  funzione  intira  omogenea  di  grado  2n  —  1  déUe  due  va- 
riabili X,  y  si  può  porre  sotto  la  forma: 

bi(x  +  Piy)""'  +  bj(x  +  pjy)*'^'  +  .  . .  +  b„(x  -f  p^y)'"-'. 

mediante  la  risoluzione  di  una  fola  equazione  del  grado  n. 

Noi  ci  limiteremo  a  dimostrare  questo  teorema  per  il  caso  di 
n  ~-  3,  cioè  per  il  caso  di  una  funzione  fondamentale  del  quinta 
grado;  poiché  la  dimostrazione  che  daremo,  si  estende  poi  imme- 
diatamente senza  alcuna  modificazione  essenziale  al  caso  generale 
di  qualsivoglia  valore  di  n. 

1079.  Data  la  funzione  fondamentale: 

aox^+5a^x^y+l0a^3^y'•^^l0a^x'y^■i■5a^xy^+a^y^ ,  (5) 

ci  proponiamo  dunque  di  porla  identicameote  sotto  la  forma  : 

\i<^  +  P.»)"  +  bt(x  +  p^)»  +  ft,(x  +  p^)6  (6) 
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detenoinando  opportunamente  le  sei  costanti  : 
6.  ,  *,  ,  &3  ,  Pi  >  P.  -  ?v 
Si  dovranno  quindi  soddisfare  le  set  eqnazloni  : 

che  si  ottengono  eguagliando  (art.  483)  i  coefflcienti  dei  termini 
simili  io  (5)  e  (6). 

Moltipllcando  Ire  equazioni  consecntive  qnalanqae  del  sistema  (7) 
risp.  per  Po  ìPi  tPt  'Psi  essendo  : 

Po  +  Pv^  +  Pi'^'  +  Psic'  =  0  (8) 

l'equazione  che  ha  per  radici  ^,  ,%,^s,  se  ne  deducono  le  tre 
seguenti  ; 

yo°o  +i*i"i  +Pt<^s+Pt'^i  =  0 

Po«i  +  Pi«»  +  Pl«3  +  P>»*  =  0 

Po"j  +  Pi'^t  +  Pt'^i  +  fs^fi  =  0 
poiché  per  l' ipotesi  fatta  : 

Poh"  +  pA*^'  +  P,<^r'  +  P3?/"  =  0. 
Dalle  (8)  e  (9)  congiunte  segue  ora  nel  noto  modo  : 


(9) 


«0 


=  0. 


(10) 


È  questa  dunque  l'equazione  del  terzo  grado  cui  debbono  sod- 
disfare le  ^,  ,  ^g ,  ^3- 

Risolata  l'equazione  (10),  si  conosceranno  i  valori  di  ^i ,  P,  ,  rs 
o  si  determineranno  quindi  le  altre  tre  Incognite  b^  ,0^ ,  b^  risol- 
vendo le  tre  equazioni  di  primo  grado  : 

6i      +fcj      +&3      =ao 

6iV+*A'+6aV  =  o. 
il  cai  determinante  (art.  482)  è  in  generale  diverso  da  zero. 
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1.  Se  le  radici  a,  f ,  y,  S  dell'  eqauione  : 

aX*  +  ibx"  +  6C3:*  +  idx  +  e  =  0  (l; 

modo  ohe  ì   numeri   1,  -1, 
dei  qit»ttro   numeri  i. 

B,  Y,  S.  Eiiiterà  allor*  un»  traaformEuioiie  lineare  x=         — -'checambit- 

SiV  +  i, 
ib.  l'equaiioue  (1)  nell  equaiione  : 

che  ha  per  radici  1,   —1,  k'',   — Jt"'. 

'2.  Àll'oggetco  di  cni  n  tratta,  gioverà  assumere  il  primo  membro  del- 
l'equazione del  quarto  grado  sotto  la  forma  omogeDea; 

f{x,  ,  K,)  =  oa,*  +  ébxi'xj  i  6c3T,*Xj*  +  idx^x^^  +  ex,* 

e  determinare  ima  soatituiìone  lineare  : 

x,  =  a,y,  +  Oj^j     ,     x^  =  é,y,  +  &,y, 

per  la  quale  si  abbia  : 

/Xx,  ,  X,)  =  y,*  +  6;*y,V**  +  ff»*-  f2) 


[IL  potr&  prendere  uno  qualunque 


°vo  I  ed  /  hanno  i  BÌf(DÌficati  già  noti  (ctr.  §  6°,  Note). 

11  lettore  riconoscerà  poi  senza  difBooltà  come,  con  un  ulteriore  w>'i' 
tuiione   y,  =  \/Jb[ ,  tii  =  \'^  I  ■>  passi  poi  dalla  forma  (2)  alla  forma  àrn- 

che  è  la  cosi  detta  forma  eatunùta  di  Legtndrt. 
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CAPITOLO  XV. 

PUINCIPH    DELLA   TEOB[A   DCQLI     IRRAZIONALI     ALGEBRICI. 


§  1.0  —  Della  rldattlbllltb  e  IrredattlblUtà 
delle  eqn»sl«Dl  in  an  dato  oampo  di  raztonalitb. 


1080.  Nel  Capitolo  XIII  (are.  977)  abbiamo  chiamato  campo  di 
razionalità  C  un  insieme  ben  determinato  di  numeri  che  godono 
delia  proprietà  che  la  somma,  la  differenza,  il  prodotto  ed  il  quo- 
ziente di  due  qualunque  di  essi  appartengono  allo  stesso  campo  C. 

Siano  ora  x,  ,  x, , . .  . ,  x^  delle  variabili  affatto  indipendenti,  e 
indichiamo  con  K  l' insieme  di  tutte  le  funzioni  razionali  delle 
Xj  ,Xj , .  .  .  ,x„  ì  cui  ooeiHcienti  appartengono  al  campo  C.  Po- 
ti-emo  dire  che  K  è  un  campo  di  razionalità  variabile,  poiché  è 
chiaro  che  la  somma,  la  differenza,  il  prodotto  ed  il  quoto  di  due 
funzioni  comunque  scelte  in  £  sarà  una  nnova  funzione  del  pari 
appartenente  a  K.  Il  campo  di  razionalità  variabile  K  'sì  potrà 
rappresentare  opportnnamente  col  simbolo  [C  ;  a;, ,  a:j , .  . . ,  x„] , 
mettendo  cioè  in  evidenza  le  variabili  x,  ,  a:,  , . .  .  ,  a:„  ed  il  campo 
di  razionalità  costante  C  cui  appartengono  ì  coefacìenti  delle  fun- 
zioni razionali  delle  a:,  ,  Oj , .  . . ,  cc„. 

1081.  Del  resto  accadrà  per  Io  più  che  lo  stesso  campo  C  si 
possa  definire  mediante  un  numero  finito  di  elementi  di  C  p.  es. 
aj  ,  a, ,  .  .  .  ,  a„  ,  cioè  come  l'insieme  di  tutti  i  numeri  che  si  pos- 
sono dedurre  dagli  m  numeri  a^  ,  a^ ,  ,  ,  . ,  a^  operando  su  di  que- 
sti colle  quattro  operazioni  fondamentali.  In  tal  caso  il  campo  C 
si  potrà  rappresentare  (cfr.  art.  980)  con  [a,  ,  a, ,  . . .  ,  «„]  e  con- 
seguentemente il  campo  (C  ;  x,  ,  ai, , ...  ,  x^\  con  [aj  ,  a,  ,  ...  ,  a„  ; 
a;,  ,  . . . ,  x„]. 

Con  quest'ultimo  simbolo  verrà  cosi  a  rappresentarsi  l' insieme 
di  tutte  le  espressioni  che  si  possono  ottenere  operando  sugli  ele- 
menti costanti  e  variabili  a,  ,  a,  ,  . .  . ,  a„  ;  Xj  ,  x,  , .  .  .  ,  a;„  colle 
quattro  operazioni  fondamentali. 

Cosi,  ad  esempio,  l'insieme  di  tutti  i  numeri  commensurabili  si 
potrà  rappresentare  con  (1),  poiché  tutti  i  numeri  commensurabili 
si  possono  dedurre  dall'unico  elemento  1  mediante  le  quattro  ope- 
razioni fondamentali;  e  quindi  l'insieme  di  lutte  lo  funzioni  ra- 
zionali di  n  variabili  x^ ,  x, ,  . .  .  ,  x„  con  coefBcienti  numerici 
commensurabili  si  potrà  rappresentare  con  ^ic,  ,  x, ,  . .  . ,  x„). 
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1082.  Ciò  premesso:  un'equazione 

A^z*  +  A,z^-'  +  .  .  .  +  Ai_,z  +  Al  =  0  (1) 

i  cui  coefficienti  appartengano  ad  un  dato  campo  di  razionalità 
costante  o  varialrile  K,  si  dice  irreduitibile  {rispetto  al  campoK) 
te  il  suo  primo  membro  non  ai  può  decomporre  in  fattori  inte^•i 
rispetto  a  z  con  coefficienti  appartenenti  allo  stetso  campo  K.  In 
caso  contrario  l'equazione  (1)  ai  dirà  riduttibile  nel  campo  E. 

Se  l'equazione  (Ij  è  riduttibile  nel  campo  K,  è  evidente  che  una 
delle  sue  radici  sarà  anche  radice  di  un'equazione  di  grado  infe- 
riore: 

A'oz^'  +  A>^'-»  +  .  . .  +  A\._,  =  0  (2) 

con  coefficienti  appartenenti  del  pari  a  E,  bastando  a  tale  ometto 
dì  prendere  come  primo  membro  di  qaest'  ultima  equazione  nno 
qualunque  dei  fattori  nei  quali  sì  decompone  per  sapposto  il  primo 
membro  dì  (1). 

Reciprocamente  se  una  radice  di  (1)  è  anotie  radice  di  un'equa- 
zione consimile  di  grado  inferiore  (2),  l'equazione  (I)  sarà  riduC- 
libile  nel  campo  K.  Infatti  ì  primi  membri  delle  (Ij  e  (2)  avranno 
in  tale  supposto  un  massimo  comune  divisore,  che  sarà  una  fun- 
zione intera  dì  z  di  grado  uguale  o  superiore  ad  1,  ed  i  suoi  coef- 
ficienti apparterranno,  come  sappiamo  (art.  983),  allo  stesso  campo 
di  razionalità  E  cui  appartengono  i  coefficienti  delle  (1)  e  (2).  II 
primo  membro  di  (1)  sarà  dunque  decomponibile,  onde  ecc. 

1083.  Se  l'equazione  (1)  ka  una  radice  multipla,  essa  è  certa- 
mente riduttibile  nel  campo  di  razionalità  E  cui  appartengono  t 
suoi  concienti. 

Infatti,  se  ciò  accada,  l'equazione  (1)  avrà  almeno  una  radice  in 
comune  (art.  913)  colla  equazione: 

XAoa^"i  +  {\-  l)A,z^-'  +  - . .  +  Ai_,  =  0 

1  cui  coefficienti  appartengono  del  pad  a  E.  Ma  quest'ultima  è  di 
grado  inferiore  a  l;  quindi  la  (1)  sarà  riduttibile  per  l'art,  prec. 

1084.  Siano: 

?(z)=0,4'(z)  =  0  (3) 

due  equazioni  i  cui  coefficienti  appartengano  ad  un  certo  campo 
di  razionalità  e  sia  la  seconda  di  esse  irreduitibile  in  questo  cam- 
po. In  tal  caso,  se  la  prima  equazione  è  soddisfatta  da  una  ra- 
dice della  seconda  equazione,  sarà  anche  soddisfatta  da  tutte  le 
altre. 

Infatti,  poichò  le  due  equazioni  (3)  hanno  una  radice  in  comune, 
le  due  funzioni  intere  «(a)  e  ^{z)  ammetteranno  un  massimo  co- 
mune divisore  D(s)  almeno  di  primo  grado.  Il  grado  diD(r)Don 
può  però  essere  inferiore  al  grado  di  i!;(z),  poiché  altrimenti  il 
primo  membro  dell'equazione  ìrredntlibile  (|*(z)  =  0  ammetterebbe 
un  fattore  di  grado  inferiore,  il  che  b  contradditorio.  Sarà  dnn- 
qne  11  grado  di  D(z)  eguale  ai  grado  di  ^{z),  cioè  il  massimo  co- 
mun  divisore  I)(s)  sarà  la  stessa  ^(z). 


lyCoOt^lc 


Il  primo  membro  !p(z)  sarà  dunque  dÌDitibile  esattamente  per 
^(z),  con  che  il  teorema  è  evidentemente  dimostralo. 

1085.  Se  tutte  le  radici  di  if(z)  =  0  soddisfano  all'equazione  ir- 
reduttibile  4'(z)=0,  la  funzione  tf(z)  è  una  potenza  intera  cit  i]i(z) 
(jiel  supposto,  sempre  lecito,  che  le  piik  alte  potenze  dì  z  in  if  e  ^ 
abbiano  per  coefficiente  l'unità;  in  caso  contrario,  a  meno  di  un 
fattore  indipendente  da  z). 

Infatti,  avendo  l'equazione  ?(z)=0  radici  in  coniane  con  ^(z)=0 
che  è  irredattibile,  ai  avrà  dapprima  pel   teorema  che  precede: 

?(3)  =  <P,W-'}'W,  (4) 

essendo  9(2)  una  certa  fanzione  intera  di  z.  Di  qal  segne  eviden- 
temente che  tatto  le  radici  di  (p^(z)=0  sono  anche  radici  di  <p(z)=0, 
e  quindi  anche  di  ^(s)  ~  0  per  l'ipotesi  fatta.  Per  identica  appli- 
cazione del  teorema  precedente  sarà  dunque: 

lP,(2)  =  (p,{z).  (];(*;) 
e  quindi,  sostituendo  in  (4)  : 

Si  potrà  ora  procedere  allo  stesso  modo  finché  sì  giunga  ad  una 
funzione  <Si(z)  di  grado  nullo  in  e.  Allora  si  sarà  ottenuto  appunto: 

essendo  C  una  costante  rispetto  a  z. 

1086.  Se  un'equazione  è  riduttibile,  il  suo  primo  memoro  si  po- 
trà decompoì-re  in  un  prodotto  di  fattori  irreduttibili,  e  tale  de- 
composizione non  potrà  farsi  che  in  un  sol  modo. 

È  ben  inteso  che  si  fa  astrazione  dall'  ordine  dei  fattori  e  da 
possibili  fattori  che  non  dipendano  dalla  variabile  dell'eqnazione. 

Se  il  campo  di  razionalità  C  cui  apparteugono  i  coefacienti  del- 
l'equazione è  costante,  questo  teorema  coincìde  assolutamente  con 
quello  già  dimostrato  (art.  993)  che:  ogni  funzione  intera  si  può 
sempre  decomporre,  ed  in  un  modo  unico,  in  un  prodotto  di  fun- 
zioni prime  rispetto  ad  un  dato  campo  di  razionalità.  Se  poi  il 
campo  C  contiene  delle  variabili  x,  ,  x^ ,  ...  ,  a;„ ,  sarà  egualmente 
valida  la  stessa  dimostrazione  ivi  data,  poiché  le  variabili  x^ , 
a^j  ,  .  .  .  ,  it„  devono  considerarsi  sempre  come  affatto  indipendenti 
dalla  variabile  z  dell'equazione;  esse  verranno  dunque  assimilate 
a  dello  semplici  costanti  dal  punto  di  vista  dell'  argomento  va- 
riabile z. 

1087.  Teorbua,  —  Sia  f(x)  =  0  un'  equazione  del  grado  n,  colle 
radici  ^i  ,  Kg  j  ■  .  .  ,  k„  ,  irreduttibile  in  un  certo  campo  di  razio- 
nalità K  cui  appartengono  i  suoi  coefficienti.  Se  !p(x)  è  una  fun- 
zione razionale  qualunque,  con  coefficienti  appartenenti  a  K,  gli  n 
numeri: 

»(«.) ,  5(».) ,  •  ■  • .  ?K)  W 

Cafiiu.1.  —  I*tiluxioni  di  analiii  algebrica,  8.>  edii.  HO 
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tono  fra  loro  tutti  distinti,  ovvero  ciascuno  di  essi  si  trova  ripe- 
tuto lo  stesso  numero  di  volte. 

Le  espressioni  (5),  nelle  qnali  ci  b  lecito  ritenere  (art.  931)  che 
7  sia  simbolo  di  funzione  intera,  sono  infatti  (art.  1062)  le  radici 
di  na'  equazione  P(ic)  =  0  del  grado  n  con  coefficienti  apparte- 
nenti a  K. 

Se  ora  : 

F(x)  =  F,ix)F,{x)...-P^lix) 

b  la  funzione  intera  F(x)  decomposta  nei  snoi  fattori  irredattibili 
nel  campo  E,  ano  qualunque  di  questi  fattori,  p.  es.  Fi(a;),  egua- 
gliato a  zero  non  potrà  avere  radici  diverse  dai  numeri  (5).  Ma 
se  sia  p.  es.  ^(aj)  radice  di  Fi(ìb)  =  0,  l'equazione  F,(5(a;))  =  0, 
avendo  in  comune  colla  equazione  irreduttibile  f(x)-0  la  radice  a,- , 
avrà  per  radici  (art.  1084)  tutte  le  radici  di  f{xì=0,  cioè  sari: 

F,  (p{«i))  =  0  ;  P.  (?(«,))  =  0  , .  .  . ,  F.  (9  («^))  =  0  ; 

epperò  Fi(a:)  =  0  ammetterà  come  radici  tutti  ì  numeri  (5)  ;  cia- 
scuno come  radice  semplice,  poiché  l'equazione  Fi(a;)=0,  essendo 
irrednttibile,  non  può  ammettere  (art,  1083)  radici  multiple. 

Altrettanto  dicasi  per  le  funzioni  Fj(a:)  ,  Fa(a) ,  .  ■ . .  Tutte  queste 
funzioni  non  possono  dunque  differire  dalla  F,(x)  che  per  un  fat- 
tore costante  ;  cosicché  si  potrà  scrivere,  a  meno  di  un  fattore 
costante,  l' identità  : 

F(=c)=[F,(x)f.  (6) 

Di  qui  è  manifesto  che  ogni  radice  di  F(x)  =  0  è  maltipla  del 
grado  lij  cioè  appunto  che  i  numeri  (b)  sono  ngoali  fra  loro  ;i 
a  )t;  e.  d.  d. 

1088.  Corollario.  —  Il  primo  membro  di  ogni  trasformata  di 
Tachirnhausen  {cft-.  art.  1083)  di  un'equazione  irreduttibile,  0  è  ir- 
reduttibile o  è  una  potenza  esatta  di  una  funzione  irreduttibile. 

Nell'ideniità  (6)  la  funzione  F,(3:)  è  infatti,  secondo  la  dimostra- 
zione <la  noi  data,  una  funzione  irreduttibile. 

1089.  Chiudiamo  questo  §  col  seguente  teorema,  che  dA  un  esem- 
pio semplice  ed  importante  di  equazioni  irreduttibili  in  un  campo 
di  razionalità  variabile;  se  G  è  un  campo  dì  razionalità  costante 
*<^  Yi  )  y*  j  •  ■  ■  f  y»  *<"*"  1  variabili  indipendenti,  l' equazione  del 
grado  n  : 

z"  +  y|Z""'  +  yjz""*  +  . . .  -^  y,  =  0  (aj 

è  irreduttibile  nel  campo  di  razionalità  variabile  [C ,  y,  ,  y,',...,  y,]- 
Ammettiamo  infatti,  se  è  possibile,  ohe  si  avesse  : 

z"+y,z"~'-l-...-Hy„=?(2  ,  yi ,  y, ,..-,  y„Mz  ,yi,ya ,...,  ?„),     (?) 

essendo  ?  e  <J<  funzioni  razionali  delle  z  ,  y,  ,  .  . . ,  ^,   con  coeffi- 
cienti costanti  appartenenti  al  campo  C,  ed  essendo  inoltre  ?  e  <{■ 
intere  rispetto  alla  variabile  z  e  risp.  dei  gradi  X<«  ed  n-^. 
Dovendo  la  (g)  essere  un'identità  rispetto  a  tutte  le  n+l  varìa- 
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bili  z  ,  y,  ,  .  • . ,  j/„  ,  essa  dovrà  essere  verificata,  bo  si  sostitni- 
scano  le  espressioni  : 

2  =  aift  ,  j/i  =  -  (a:,  +  icj  +  . . .  +  a:„) ,  jTj  =  +  (x,*,  +  ...),... 

che  ne  annallano  il  primo  membro  identicamente,  cioè  qtialunqae 
siano  i  valori  delle  variabili  x, ,  . .  . ,  k^  ,  .  ■  .  ,  a:„.  Sarà  dunque 
identicamente  : 

9{^h  >  -^^i  ,  +'S,XfXj  ,...,(-  l)''XiX3  . . .  x„)  =  0, 

onde  si  vede  che  l' equazione  : 

?(»,  y. ,  ffi  ,•■■,»«)  =  0 

che  è  del  grado  X  in  z,  ammetterebbe  le  n  radici:  z=a;,  ,  z=x^  ,..„ 
z=x„,  cioè  un  numero  di  radici  superiore  al  suo  grado,  il  che  è 
assurdo. 

ITots  sd  Ebstoìiì. 

1.  Se  l'tquanioi 
<  »e  «9  ,  a,  ,  «,  , .       .    ,_. 

campo  di  razionalild  (  C  ,  -'  ,    -,...,  -=^  J.  Fa  tecextont  loltanto  il  cato  in 

cui  f(z)  =  0  ha  la  forma  binomio  i*-a  =  0. 

2.  Un  numero  qualncquo  ai  dico  razionale  OTTero  irrationale  ritpttto  od 
un  dato  campo  di  razionalità  collante  C,  BeooDdoobi  fa  parte  del  campo  C 
ovvero  uè  è  estraneo. 

I  Diimeri  irrasionalt  rispetto  al  campo  C  si  distingaouo  {loi  iti  irrazio- 
nali algebrici  ed  in  irrazionali  traieendtnti,  aeoondochè  sono  o  non  sono  ra- 
dici di  un'equazione  algebrica  con  coefficienti  appartenenti  al   campo   C. 

Se  a  é  irrasionale  alftebrico  rispetto  al  campo  C,  sì  potr&  sempre  rite- 
nere che  r  eqnaiione  cai  esso  soddisfa  : 

coa^  +  Citt^"^  +  . .  .  +  ci_,a  +  c^  =  0 

sia  irrednttibile  rispetto  al  campo  C,  Infatti,  se  cosi  non  fossa,  basterebbe 
BostituiTe  al  primo  membro  nno  dei  fattori  irredattibìli  nei  qaali  eeso  si 
decomporrebbe.  In  questo  supposto  si  dice  cbe  a  è  nn  irraxioaaU  algebrico 
di  ordine  X  rispetto  al  campo  C. 

3.  Se  (E  e  ^  sono  dae  irrazionali  algebrici  dello  stesso  ordine,  rispetto 
al  campo  C ,  e  ^  appartenga  al  campo  di  razionalitJi  (0  ,  a)  ,  reciproca- 
mente il  numero  a  apparterrà  al  campo  (C  ,  f). 

Per  dimostrare  questo  teorema,  si  prenda  come  punto  di  partensa  che 
l'equazione,  coi  soddisfa  ^,  si  può  pel  supposto  dedurre  da  qaella  cui  sod- 
disfa a  mediante  una  trasformazione  di  TscbimhftuBBu. 

4.  Se  B(x)  =  0  i  la  riiullante  generale  che  naeee  dalla  eliminaiione  delle 
altre  n  — 1  incognite  nel  siilema  generate  di   n    equazioni    algebriche    di   dati 

gradi  con  n  incognite  x  ,  7  ,  e l'  eguazion»  B(x)  =  0  ì  irredaltibile   nel 

ccnipo  di  razionalità  tiariabiie  /ormato  dai  eeeffieienii  deUe  equationi. 

Siano  infatti,  per  fissare  le  idee,  le  tre  equaBioni  con  tre  incognite  : 

f{x,y,z)  =  0,:f{x,y,z)  =  0,^{x,r,,e)  =  0  (1) 

che  si  suppongano  risp,  dei  gradi  m,  n,  E  ed  i  oui  coefficienti  affatto  ge- 
neraH  siano  a,  b,  e.  .  .  .  .  Sia  B(x)  =  0  1'  equazione  di  grado  mid  in  x  che 
si  ottiene  eliminando  coi  noti  metodi  (ofr.  Gap.  XIII,  §  7°)  dalle  (1)  le  due 
incognite  v  e  z.  Dobbiamo  dimostrare  che  B<z)  i  irreduttibile  nel  campo 
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di  rfizionalità  (a,  h,  e,  .  .  .),  o  in  altri  termini  che  B(x>  «oa  ti  può  ittam- 
porre  in  un  prodotto  di  due  futuìoni  inlere  in  z  eoa  eoefiàaUi  ckt  tiami/mti- 

xioni  razionali  delta  a,  b,  e 

Suppotto  iufatti  che  ai  aTsaga  identicamente  B'»  =  Bj(x).K,(z:,  imsci- 
niiiina  di  specialixEare  i  coefficienti  a,  b,  e,...  precia«mente  come  bì  e 
fatto  ftll'wrt.  1026.  L'eijaaiione  H,(a:)  =  0  avrà  allora  per  rtAie*  il  TaloK 
di  X  ohe  soddisfa  ad  an  certo  sistema  di  eqaaEioni  lineari  : 

A,  =  0  ,  Bj  =  0  ,  Cj  =  0.  C2} 

Ma,  osBendo  ì  coefficienti  di  B((z)  raiìonali  nelle  a,  h,  e,  .  . .  ,  è  eliiuo 
che  eaai  sono  esprimibili  simmetricaniente  coi  coefficienti  delle  A, ,  A,  ,— ,  A^ 
ti  cosi  pure  coi  coefficienti  delle  B,  ,  B, ,...,  B„  e  con  quelli  delle  V, ,  C,  ,.^  C,. 

L'equaiione  B,,(x)  =  0,  essendo  compatibile  col  sistema  (2i,  lo  saHi  dun- 
que atiobe  neceaaarìamecte  corIì  altri  mnl— 1  sistemi  analoghi  a  [2ì  ai 
quali  ourrÌH pendono  altrettanti  valori  differeuii  di  x;  epperò  il  lao  grado 
non  può  essere  infuriore  ad  nini,  ecc. 

Ti.  iji  dimostri  in  altro  modo  il  teorema  dall'art.  10S7,  prendendo  come 
punto  di  partenia  l'oBBerrazione  che,  se  uno  stessa  nomerò  della  sncee?- 
■ioDe  (6)  si  trova  in  essa  ripetuto  X  volte,  ciò  eqoivale  a  dire  che  essa  è 
radice  multipla,  di  ordine  X,  dell'  eqnaiione  F(x)  =  0  ;  cosicché  doTranna 
eoo  sìa  te  re  p.  es.  le  CKnaglìanie  ; 

P(?(«,))  =  0,  r,(»(.,))  =0 Fl>-l(,(a,))  =  0. 

e.  S*  la  quantità: 

e.  =  ?(«.)   -    P,=  9(«,).  •■■>?»  =  9(«n) 
eontidrrate  nel  ttorema  dalVart.   1087  «otto  tutte  ditlinle,  ttitte  tempre  nna  /■■■ 
tione  raitonol*  i^,  con  co^^ienfi  apparlenenli  al  campo  E,  per  la  qitaU  ri  lo: 

«,  =  «?■).«.  =  +{?.).  ■■•.«»  =  'KPJ- 

Per  dimostrar*  oìù,  si  tenga  presente  che  ii[  è  radice  comune  delle  dna 
eqtiMioni  : 

n^)=o  ,  »{x)-^=o 

I«  quali  d'altra  parte  hanno  in  cornane  una  sola  radice,  per  l'ipotesi  fatls 
ette  p,  ,  ^  , .  ■  ■ ,  ^„  siano  tutte  distinte. 

§  -2.0  —  Sali»  rldattibllltà  delle  eqaaslonl  blnomie 
11  eul  grado  i  nn  namero  primo  (*). 

lODO.  Ci  propoDÌitmo  di  ricercare  in  qaali  casi  l'eqnasiODe  bi- 
numia  : 

in  1,'Ui  p  t  mi  iiDiuero  primo  ed  A  appartiene  ad  nn  certo  campo 
di  raiionalità  E,  sia  riijnttibile  entro  questo  stesso  campo. 

Se  B  6  una  qualunque  delle  p  radici  della  (1),  le  altre  p—1  ra- 
dici sono  date,  come  sappiamo  (art.  824),  da: 

a,B  ,  o^B  , .  . . ,  ap_,B  , 

(*i  IVr  il  <.'«st>  j^eueralr,  in  cui  il  grado  sia  un  niim«ro  qualunque,  si 
vagita  la  Kota  3>  di  •guasto  stesso  g. 
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essendo  1  ,  a^ ,  a,  , . . .  ,  «p_,  le  p  radici  dell'  eqaazione  : 

a" -1=0.  (2) 

8i  avrà  dnnqne  identicamente  in  x  : 

kP  -  A  =  (a  -  B)(a:  -  a,B}(a:  -  o,B)  ...{x-  a^,B). 

Ciò  premesso,  sapponìamo  che  l'eqnazione  (1)  sia  ridattibile  nel 
campo  K,  e  sia  : 

fix)  =  (jc-  B)(x  -  a^BXx  -  a,B)  ...  (a;  -  a^-iB)  (3) 

uno  dei  fattori  nei  qnali  si  decompone  il  primo  membro  di  (1). 
Poicliè  i  coefficienti  della  funzione  intera  f{x)  debbono  appartenere 
tatti  al  campo  K,  dovrà  in  particolare  appartenere  a  questo  campo 
quel  termine  di  f{x)  che  non  contiene  a,  cioè,  come  si  vede  dalla 
identità  (3),  il  prodotto  : 

B-fljB-a^  .  . .  ai_iB. 

Detta  dunque  G  una  quantità  contenuta  in  K,  si  potrà  scrivere: 

B^Oi-Oj  .  .  .ai_i  =  C.  (4) 

Si  determini  ora,  come  è  sempre  possibile  (*),  un  intero  p  pel 
quale  si  abbia  : 

Xp  =  1  +  Mp ,  (5) 

essendo  M  del  pari  intero.  Si  avrà  : 

B^''=BP-(BP)"i'  =  A.A-p 

e  quindi,  elevando  i  due  membri  di  (4)  alla  potenza  fp  : 

A-A-P  =  CP'*, 

poiché  la  potenza  p^"  di  ogni  o^  è  uguale  ad  1.  Di  qui  si  deduce: 


-Q'. 


cioè  che  la  quantità  A  è  la  potenza  p""  di  una   quantità  appar- 
tenente al  campo  £. 

Recìprocamente,  se  sia  A=Ai'*,  dove  A,  appartiene  al  pari  di 
A  al  campo  K,  l'equazione  (1)  è  certamente  riduttibile  nel  campo 
K,  poiché  ai  avrà  identicamente  : 

a:''-A=Ca:-A,)(!c^»+A,a^-HA,»!cP-'+  .  .  .  +A,'^')- 

Concludiamo  dunque  che:  affinchè  l'equaxìone  (1)  aia  riduttibile 


(*)  Infatti  dando  api  valori  0,1,2,... ,  ji— 1  il  prodotto  Xp  dÌTÌBO 
per  p  darà  resti  tatti  differenti  (onde  per  un  certo  valore  di  p  ai  Kvrk  par 
reato  1).  Supposto  infatti  ohe  Xp  e  Xp'  dessero  ef^nale  resto,  la  differenia 
Xp  —  'kp'  cioè  Xlf—p')  dovrebbe  essere  diviaibile  per  p,  il  che  è  impossìbile, 
essendo  X  minore  di  p  che  è  nnmoro  primo  e  p  — p'  un  numero  più.  pic- 
colo di  p. 
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nel  campo  K,  è  necetsario  e  sufficiente  che  À  sia  la  potenza  p** 
di  una  quantità  contenuta  nel  campo  K. 


Vote  ed  Sxeroìxt 

1.  Se  nell'aqnaiìone  (I)  aia  A  =  l,  ai  ha  Ik  ridoaìoDa -. 

xP  -  1  =  (x  -  l)(xP-'  +  xP-»  +  .  .  .  +  X  +  1). 

Sì  soatitnirlh  cosi  all' eqn^EÌone  (1)  1' equBcioDe  : 

xP"'  +-  x'^'  +  .  .  .  +  X  +  1  =  0 

la  quale  ì  irreduttibiU  nel  campo  dei  numeri  razionali,  letnprethi  p   ita  au- 
mtro  ponto.  Alla  prima  dimostrasìoDe  dì   questo  importante  teorema  data 
da  Oaut*  (DisquiH.  arithm.,  art.  341]  se  sono  seguite  parecchie  altre,  fioi 
riporteremo  qui  la  diraostrasioue  di  Krontcker. 
Posto  per  brevità  : 

Aai)  =  a:"-'  +  xP-»  +  . .  .  +  K  +  1,  («) 

BQppooiaiDO,  se  è  possibile,  ohe  /(x)  sia  riduttibilc.  Per  nn  teorema  di 
Qause  (cfr.  le  Kote  del  g  prec.)  si  avr&  allora: 

dove  i^r)  e  <]<x)  aono  funtioni  intere  di  x  a  coefficienti  inlori  e  col  primo 
coefficiente  ugnale  ad  1. 

Se  r  6  una  qualunque  delle  radici  di  (a),  tutte  le  altre  radici  di  (ce)  sodo 
date,  come  sappiamo  (art.  931),  da  r'  ,  r»  ,  r*  ,  , ..  ,  r*""'.  Si  avrà  dunque: 

<?(r).?(r»)-9(.-')...,(r^')  =  0, 

poìch6  in  virtù  di  (^)  l'equasione  0(9;)  =  0  deve  avere  almeno  qualche  ra- 
dica in  comune  con  /(x)  =  0.  Il  prodotto: 

b  dnnqae  una  fnnsìone  intera  di  x  che  è  annullata  da  ogni  radice  della  (a). 
Eaaa  sarfc  dunque  divisibile  esattamente  per  /(z)  a  si  potrà  aorivere,  sem- 
pre pel  citato  teorema  di  Qauss  ; 

?(..Mi')...5(a^')  =  rta:).FW 

esaendo  Vfx)  una  fnniione  intera  dì  x  a  coefficienti  interi. 
Per  X  =  I  segna  dì  qui  ; 

t!(l)r'=yP(l).  W 

Ma  dalla  (p)  eagne  per  x  =.1: 

onde  ci  6  lecito  ritenere  che  l'uno  dei  numeri  interi  ^(1)  e  4{l)i  P'^>-^^)> 
eia  egnala  a±p  e  l'altro  (p(l)  =  ±l.  La  (7)  diviene  iu  tal  caso: 


eguaglianza  assorda,  essendo  F(l)  v 

2.  Laacieremo  come  esercizio  al  lettore  di  verificare   che    la   dìmostra- 
■iona  ora  data  ai  può  aataudere  imiuediatameute  a  dimoatrare  la  irredut- 
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tibilità  dell'eqnaiione  più  (feneraU  : 

?V,~-  =  cc''"'t»-"  +  aif"'!!^!)  +  ..,  +  1=0, 

l'    -1 

sempre  nell'ipotesi  che  p  eia  un  uamero  primo. 

A  tate  oKftetto  conveirà  però  prima  far  vedere  che  (e  radici  di  qauta 
eguanoRt  tono  pTtàtamenlt  la  radici  pTÌmiiive,  di  indice  p',  deli'  unilà,  ap- 
poggiandoBi  alle  proprietà  da  noi  ^ià  dimoetrate  al   §  i"  del  Gap.  XI. 

3,  La  questione  della  riduttibilità  delle  eqnazioni  binomie  di  grado  qua- 
lunque è  stata  risoluta  come  segue. 

Àffinckk  l'equaxione  x"  — A  —  0,  in  cui  A  appartiene  ad  vn  cerio  campo  di 
raiionaliià  S..  lia  ridnltibìU  nel  campo  E,  è  necetiario  t  luffiàeiUe  che  li  ve- 
rifichi ano   dei  tegnenti  nati; 

1°)  il  numero  A.  i  la  polenta  h*"  di  un  numero  del  campo  K,  eieendo  h 

2°)  il  grado  n  è  un  multiplo  di  4.  nel  mentre  che  ~A  ì  il  quadruplo 
della  guarla  potenza  di  un  numero  dtl  eampo  E. 

Per  la  dimostrazione  di  ciò  si  vegga  la  memoria:  itiUa  ridutlibUilà  delle 
equazioni  algebriche  (Bend.  Acc.  Soienze  di  Napoli,  dicembre  1897). 

i.  Ad  illustra  si  OH  0  di  ciò  sì  consideri  l' identità  : 

x*  +  i  =  {x'  +  2x  +  2)(a:*  -  Sa:  +  2) 

la  quale  ci  dice  che  x*  +  i  i  ridattibile  nel  campo  dei    nuin 
surabilì  malgrado  che  il  numero   —4  non  eia  il  quadrato  esatto  di 
mero  reale  commensurabile. 


g  3.°  —  Form»  ridotta  delle  espressioni  radicali 
relative  ad  od  dato  eampo  di  raalonallth. 

1091.  Sia  C  un  certo  campo  di  razionalità  ad  eÌGmeatì  costanti 
e  sia  (C  ,  Oq  ,  a^  ,  . .  .  ,  a„)  il  campo  di  razionalità  variabile  che 
si  ottiene  dal  precedente  aggiangendovi  (art.  1080)  le  variabili  ìd- 
deterininate  qq  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a„.  Sia  poi  X  un'  espressione  radicale 
qaalsivoglia  relativa  a  quest'ultimo  campo,  cioè  un'  espressione 
composta  cogli  elementi  di  questo  campo  sui  quali  si  sia  operato 
colle  quattro  openizioni  foudamentati  e  colla  estrazione  di  radice 
ad  indice  intero  e  positivo,  (Potremo  sempre  ritenere  che  gli  in- 
dici dei  radicali  siano  numeri  primi). 

Se  À  è  il  numero  del  radicali  da  considerarsi  come  distinti  Tnr- 


ticolo  954)  coQtenati  nella  espressione  X,  e  T=^/V  uno  qualun- 
que dei  radicali  esteriori,  si  può  sempre  scrivere  (art.  955)  X  sotto 
la  forma  : 

X  =  Ve  +  V,T  +  V,T'  +  .  . .  Vp.jT*^»  (1) 

=  Vo  +  V,  Jv  +  V,(v  v)   +  .  .  .  +  Vp.,(\/ v)      , 

dove  le  V  ,  Vq  ,  V, ,  . ,  .  ,  Vp_,  sono  espressioni  radicali  relativo 
allo  stesso  campo  (G  ,  Oo  ,  a,  , . .  .  ,  a„),  te  quali  però  contengono 
nel  loro  insieme  soltanto  X  —  1  radicati,  cioè  gli  altri  X  —  l  radi- 
cali, T,  ,  T,  , . . .  ,  Tj_, ,  differenti  da  T  contenuti  nella  espres- 
sione X.  Ci  è  sempre  lecito  supporre  che  T   non   appartenga   al 
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campo  (C  ,  oo  ,  a,  ,  .  . .  ,  o„  ;  T,  ,  T, , . .  .  ,  T^.,),  poiché  altrimenti 
ai  sarebbe  potuto  esprimerò  T'  per  mezzo  degli  elementi  di  questo 
campo  e  far  dipendere  X  dai  soli  X— 1  radicali  T,  ,  T,  ,  ...  ,  T;_,. 
Oltre  a  ciò  possiamo  anche  supporre  V,=l.  Se  poniamo  infatti 
V,T  ^  T',  la  (1)  si  scrive  : 

X  =  Va  ^  T'  +  (^t)T''  +  (^,)'^"  +  ■ . .  +  (^,)t"'-, 

V        V, 
dove  i  coefficienti  -t~  ,  r^ , ...  dipendono  solo  dai  radicali  T, , 

T,  , . . . ,  Ti_, ,  nel  mentre  che  : 

p T p f f 

dove  W=V,''V  dipende  del  pari  dai  soli  radicali  T, ,  T, ,  ... ,  T^_^. 

1092.  Ciò  premesso,  sia  F(X)=0  l'equazione  algebrica,  con  coef- 
ficienti appartenenti  al  campo  di  razionalità  (C  ,  Og  ,  a^ , ... ,  a,) , 
cho  ha  per  radice  tale  espressione  cosi  ridotta  : 

X  =  Vo  +  JV  +  V,(V V")   +  .  .  .  +  Vp_,( Jv")  (2) 

equazione  che  potrà  sempre  costrairsi  col  metodo  dato  al  §  8» 
del  Gap.  XII.  Si  ha  così: 

P(Vo  +  T  +  V,T»  +  . .  .  +  Vp.iTi^'}  =  0.  (3) 

Considerando  questa  come  un'equazione  in  T,  vediamo  che  isso! 
coefficienti  appartengono  al  campo  di  razionalità  (G ,  Oq  ,  a, ,...,  a„  ; 
T,  ,  T, ,  . .  .  ,  Ti_,). 

Ma  1'  equazione  : 

T''-V  =  0 

cui  soddisfa  il  radicale  T,  è  irrcdnttibile  in  questo  campo.  Infatti 
se  essa  fosse  riduttibile,  dovrebbe,  per  quanto  si  è  visto  al  §  pre- 
cedente, la  V  essere  la  potenza  p""^  di  una  quantità  appartenente 
al  detto  campo  ed  allora  la  (4)  ci  permetterebbe  di  esprìmere  il 
radicale  T  mediante  gli  altri  i— 1  radicali  ed  una  radice  primitiva 
dell'unità  di  ìndice;'.  L'espressione  dì  X  si  potrebbe  allora  sem- 
plificare sostituendo  al  radicale  T  tale  radice  primitiva.  Uà  più 
semplicemente  possiamo  escludere  la  posaibilità  che  ciò  accada 
ritenendo  che  nel  campo  di  razionalità  costante  C  siano  già  in- 
cinse le  radici  primitive  di  1,  di  indici  eguali  a  qaeltl  dei  vari 
radicali,  avendo  già  ammesso  che  T  non  appartenga  al  campo 
(C  ,  ao  ,  a,  ,  .  .  .  ,  a„  ;  T,  ,  .  .  .  ,  T^.,). 

Ciò  premesso,  poiché  l'equazione  irreduttibile  (4)  ha  in  comune 
colla  (3)  la  radice  T,  dovrà  avere  in  comune  con  essa  {art.  10ft4) 
anche  tutte  le  altre  sne  radici,  le  qtiali,  dette  io,  ,  ing ,  .  ,  . ,  (<ip_| 
le  radici  primitive  di  1  di  indice  p,  sono  espresse  da 

(O.T  ,  td.T  , . . . ,  W-.,T. 
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Sì  avrà  dnnque  altresì  (per  i=  1  ,2  , .  . .  ,p  -  1): 

r^Vo  +  W(T  +  Wj*V,T«  +  . .  .  +  Wj'^'V^iTP-')  =  0 

cioè,  dette  Xj  ,  Xj ,  . . .  ,  X^,  cene  altre  p  —  1  radici  di  F(X)=0, 
8Ì  avrà  il  sistema  di  equazioni  : 

X     =  Vo       +T         +  VjTH .. .  +  Vp_i  T»^' 

Xi    =Vo+   u,T    +w,*V,T«+...+w,''->Vp_,T'^^ 

(5) 

Xp_,=Vo+Wp_,T+Jp_,V,T'i-..+w;'ZjVp_,T'^'. 

Risolvendo  qaeeto  sistema  di  equazioni  lineari  il  cai  determi- 
nante è  diverso  da  zero,  rispetto  alle  quantità  : 

Vo  ,  T  ,  V.T» , . . .  ,  Vp_,T''-» , 

8i  vede  cbiaramente  che  queste  quantità,  e  quindi  anche  le  quan- 
tità: 

T  ,  V  ,  Vo  ,  V, ,  V,  , . . . ,  V^,  (6) 

appartengono  tutte  al  campo  di  razionalità  (u ,  X ,  X, ,  Xj...Xp_,) 
essendo  w  una  radice  primitiva  di  1  di  indice  p,  giacché  tutte  le 
altre  radici  primitive  possono  esprimerei ,  come  sappiamo ,  quali 
potenze  di  una  di  esse. 

1093.  Fra  i  X-1  radicali  T^ ,  T,  ,  .  . . ,  Ti_,  che  entrano  nella 
composizione  delle 

V  ,  Vo ,  Vj  ,  V,  ,  . . .  ,  V,_, ,  (7) 

ve  ne  6  evidentemente  almeno  uno,  che  sia  p.  es.  T, ,  esteriore  In 
ognuna  di  queste  espressioni;  e  possiamo  sempre  ammettere  che 
esso  non  sia  esprimibile  razionalmente  coi  rimanenti,  cioà  che  non 
appartenga  al  campo  (C  ,  %  ,  Oj  ,  .  .  . ,  a„  ;  Tg ,  Tj ,  .  .  . ,  T;^_,). 

Se  Ti=  \'W,  si  dimostrerà  in  modo  identico  a  quello  tenuto  so- 
pra ohe  una  qualunque  delle  (7),  p.  es.  V; ,  si  può  scrivere  sotto 
la  forma  : 

Vi  =  Wo  +  Jw  ■(-  W,(  \/w)    +...+  W,.,(  Jw)      ,  (8) 

dove  le  W  ,  Wo  ,  Wj  ,  ■  .  . ,  Wj.,  dipendono  ora  soltanto  dai  radi- 
cali Tg ,  T, ,  ■ . . ,  Ti_i  e  ciascuna  delle  quantità  : 

Ti  ,  W  ,  Wo  ,  Wj ,  .  .  . ,  Wj,,  (9) 

appartiene  al  campo  di  razionalità  (w' ,  V( ,  V, , .  .  .)  essendo  w' 
una  radice  primitiva  di  1  di  indice  q  e  V( ,  V'^ , .  .  .  radici  della 
equazione  algebrica  : 

*((V()  =  0 
Caprlli.  —  IttUttàoHi  di  analiti  algebrica,  S.>  udii.  91 
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cai  soddisfa  la  espressione  V^.  I  coefBcienti  dell'  equazione  *(=0 
appartengono  naturalmente  al  campo  di  razionalità  (C  ;  a^  ,a, ,...,  aj 
e  ai  possono  costruirò  facilmente  osservando  che  per  l'articolo 
precedente  V,-  6  nna  funzione  razionale  delle  X  ,  X,  X^ ,  . , . ,  La 
teoria  della  trasformazione  razionale  delle  equazioni  ci  darà  qniodì 
(art.  1070)  l'eqnazione  trasformata  *j  =  0  di  cui  Vj  è  una  radice  e 
di  cui  le  altre  riidici  V,  ,  "Vj  ,  .  .  .  saranno  funzioni  razionali,  si- 
mili alla  precedente,  delle  radici  X  ,  Xj  ,  . .  di  r(X)  =  0,  cioè  ap- 
parterranno come  Vj  ai  campo  di  razionalità  ((i>  ,  X  ,  X,  ,...,  X„_,) 
definito  da  (o  e  da  tutte  le  radici  dell'equazione  F(X}-0  cheaup- 
poiTenio  di  grado  n.  Concludiamo  dunque  che  ognuna  delle  quan- 
tità (9)  appartiene  al  campo  di  razionalità  (w  ,  lu'  ;  X  ,  X, ,...,  X„_,). 

1094.  Si  procederà  ora  allo  stesso  modo  scegliendo  fì'a  i  radi- 
cati T,  ,  T,  ,  . . .  ,  T^^,  da  cui  dipendono  le  W,  uno,  p-  es.  T, ,  cbe 
sia  esteriore  in  tutte  le  W  e  non  si  possa  esprimere  razionalmente 

coi  rimanenti  Tj  ,  T^ ,  .  .  . ,  Ti,j,  Se  Tj  =  \/H,  si  dimostrerà  come 
sopra  clic  una  qualunque  delle  W  si  può  porre   sotto   la  forma: 

Ho  -fv'H  +  H^i-ju)  +  . .  .  -I-  H._X\'h)  (LO) 

dove  ora  le  H  dipendono  solo  dai  X— 3  radicali  T,  ,  T^  ,...,  T^,,, 
nel  meutrc  che  le  quantità  : 

T,  ,  H  ,  H„  ,  H, ,  .  . . ,  H,_, 

appartengono  tutte  al  campo  di  razionalità:  (u.i'»',  (it";Xo,X,,.-,X„_,), 
detta  (d"  una  radice  primitiva,  di  indice  s,  dell'unità. 

Cosi  continuando  e  sostituendo  per  ultimo  nella  espressione  (2) 
di  X  in  luogo  delle  V  le  loro  espressioni,  date  dalle  (8),  per  mezzo 
delle  W;  quindi  in  luogo  delle  W  lo  loro  espressioni  sotto  la  for- 
ma (10)  e  cosi  via,  sì  giungei'à  evidentemente  ad  una  espressione, 
che  chiameremo  ridotta,  di  X,  per  la  quale  si  verificherà  che  tulli 
i  radicali  in  essa  contenuti  apparterranno  al  campo  di  razionalità 
(u  ,  w' ,  tu"  ,  . .  .  ;  Xo  ,  X,  ,  . .  .  ,  X„_i),  essendo  w  ,  to' , . .  .  radici 
primitive  di  I  di  indici  eguali  a  quelli  dei  radicali  medesimi.  Si 
potrà  anche  dire,  più  semplicemente,  che  essi  appartengono  al 
campo  (Q  ;  Xq  ,  X,  ,  . .  .  ,  X„.,),  essendo  U  una  radice  primitiva 
di  1  di  indice  uguale  al  prodotto  degli  ìndici  distinti  che  si  pre- 
sentano nei  radicali.  Infatti  (art.  830  e  Note)  le  u  ,  w' ,  ...  si  pos- 
sono esprimerò  sempre  come  potenze  di  lì,  e  reciprocamente  si 
può  prendere  Q  =  laiu'ta"  .... 

1095.  Per  maggior  chiarezza  riassumeremo  quanto  si  è  dimo- 
strato nel  seguente  teorema,  dovuto  ad  Abel  : 

8e  Xo  è  una  espressione  radicale  relativa  ad  un  dato  campo  di 
razionalità,  costante  o  variabile,  ed  F(X)  —  0  è  V  equazione  aige- 
brica  con  coefficienti  appartenenti  al  detto  campo,  cui  toddisfa  la 
espressione  Xq  ,  sì  può  sempre,  senza  introdurre  alcun  nuovo  ra- 
dicale, dare  ad  Xo  una  forma  ridotta  per  la  quale  ti  verifichi  che 
tutti  i  radicali  in  essa  contenuti  appartengano  al  campo  dìrasio- 
nalità  (11  ;  Xo  ,  Xi ,  . . .  ,  X._i),  essendo  X^  ,  X^ ,  .  .  . ,  X„.,  le  ra- 
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dici  dell'equazione  F(X)  =  0,  ed  Q  una  radice  primitiva  di  1  il  cui 
indice  è  il  prodotto  dei  numeri  primi  disfinti  che  si  presentano 
come  indici  dei  radicali. 

È  appena  aecessario  di  aggiungere  clie  l'equazione  F(X)  =  0  si 
pnò  sempre  ritenere  come  irreduttibile  nel  campo  di  razionalità 
cai  si  riferiva  l'espressione  radicale  Xo- 

§  4.°  —  Balla  neoeaattà  della  preaenxa  del  radicali  quadra- 
tici e  cubici  Delle  forinole  di  rlsolazlone  generale  delle 
equaslonl  algebrlobe. 


1096.  Supponiamo,  in  quanto  ciò  sia  possibile,  che  l'equazione 
generale  di  grado  »  : 

k"  +  Qix"-^  -H  a^x"-^  +  . .  .  +  a^_,x  +  a„  =  0  (1) 

sia  risolubile  per  radicali,  cioè  ohe  essa  sta  soddisfatta  da  una 
espressione  radico-razionale  nelle  n  variabili  indipendenti  «, , 
a^ ,  .  .  , ,  a„  la  quale  possa  inoltro  contenere  anche  dei  numeri  co- 
stanti appartenenii  ad  un  certo  campo  di  razionulirà  costante  G. 

Detta  X(,  una  cosiffatta  espressione,  sarA  dunque  X^  un'espressione 
radicale  relativa  al  campo  di  razionalità  variabile  {C  ,  a, ,  a^ ,...,  a„). 

Cominceremo  dal  dimostrare  che,  se  ji>l,  la  espressiono  X^  deve 
contenere  effettivamente  almeno  un  segno  radicale. 

Invero,  ove  ciò  non  fosse,  è  chiaro  che  Xq  apparterrebbe  al 
campo  di  razionalità.  (C  ,  a,  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a„),  cosicché  l'equazione  (1) 
avrebbe  una  radice  in  comune  con  l'equazione  di  1°  grado  in  x: 

X  -  Xo  =  0. 

L'equazione  (1)  sarebbe  dunque  (art.  1082)  rìduttibile  rispetto  al 
campo  (G  ,  aj ,  Aj ,  . .  .  ,  a„) ,  il  che  è  in   contraddizione   con  un 
altro  teorema  già  dimostrato  (art.  1069). 
p 

1097.  Ciò  premesso,  sia  -JU  uno  di  quel  radicali  contcnmi  nel- 
reeprcssiono  X^  che  si  presentano  per  primi  quando  si  passi  alla 
calcolazione  effettiva  dei  successivi  radicali,  cioè  uno  di  quei  ra- 
dicali che  non  racchiudono  net  loro  intemo  alcun  altro  segno  ra- 
dicale. Quesii  radicali  noi  li  chiameremo  d'ora  innanzi  per  brevità 

p 

di  linguaggio  radicali  semplici.  Poiché  -JV  è  un  radicale  sempli- 
ce, dovrà  U  appartenere  al  campo  (0  ,  a,  ,  a,  ,  . .  .  ,  a„)  e  quindi, 
io  virtii  delle  note  espressioni  dei  coefficienti  di  un'equazione  per 
mezzo  delle  sue  radici  (art.  916),  si  potrà  scrivere  : 

U  =  /tXo,X.,...,X„_,),  (2) 

rappreseli  tu  ndo  f  una  funzione  simmetrica  a  coefficienti  numerici 
delle  radici  X^  ,  X, ,  .  .  .  ,  X„  della  (1). 

Uà,  per  quanto  si  è  visto  al  §  prec.  (art.  1095),  potendosi  rite- 
nere che  r  espressione  X^  sia  già  stata  posta  sotto   la  forma  ri- 
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dotta,  si  hn  anche  : 

dove  9  è  simbolo  di  fanzione  razionale.  Si  ba  dunque  ostiwt 
tando  con  (2)  : 

AS, ,  X. ,  X. , . .  0  =  [?(Xo ,  X, ,  X. , . . .)}' 

e  scambiando  ia  qoesta  ideotità  X^  con  X,  ed  osservando  che  il 
primo  membro  non  è  alterato  da  tale  scambio,  essendo /fanzionE 
simmetrica,  sì  dedace  cbe  : 

WX.  ,  X, ,  X )j'  =  (^X,  ,  X,  ,  X )]'. 

Estraendo  dai  dne  membri  le  radici  p"'  si  vede  (art.  834)ciii 
dev'essere  necessariamente  : 

9{Xo  ,  X,  ,  X,  , .  . .)  =  Cf<r(X,  ,  X,  ,  Xj  ,  .  . .),  '»: 

essendo  a  tina  delle  radici  p™  di  1.  Ma  se  ora  nella  Identità  il' 
eaegaiamo  naovamente  lo  scambio  fra  X,  ed  X,,  viene: 

?(X.  ,  X,  ,  X,  ,  . . .)  =  a.9(Xo  .  X, ,  X,  ,  .  . .) 
e  dal  confronto  di  qnesta  identità  colta  (4)  segae  evidentemeiiie: 

Ma,  essendo  p  nn  numero  primo,  le  radici  p'^  di  1,  fatta  ecce- 
zione da  quetlii  che  ha  per  valore  1,  sono  tntte  primitive  (ari.  S3l> 
e  non  possono  quindi  essere  anche  radici  di  1  di  indice  iiifenore 
a  p.  Si  deve  dunque  avere  necessariamente  p  =  2,  ovvero  a  =  l- 
Se  dunque  fosse  p  >  2,  si  avrebbe  sempre  a  =  1,  e  si  vede  dall* 
identià  (4)  che  la  funzione  if(S^  ,  X,  ,  X, , . .  .)  resterebbe  inalte- 
rata per  lo  scambio  di  due  radici  qualunque ,  cioè  sarebbe  ani 
funzione  simmetrica  delle  X^  ,  X,  ,  Xg ,  .  . .  ,  X„_,.  Ora  ciò  non  pi* 

essere,  poiché  altrimenti  VU  apparterrebbe  evidentemente,  in 
virtù  di  (3),  al  campo  di  razionalità  (C  ,  Oj ,  o,  ,  . . . ,  o,)  e  non 
potrebbe  quiudi  presentarsi  nella  espressione  già  ridotta  dì  Xj. 
Concludiamo  dunque  che  /)  —  2,  cioè: 

Tutti  i  radicali  semplici  che  fanno  parte  della  espre$»o«e  "■ 
dotta  di  qualsiasi  formala  rappresentante  una  risoluzione  per  ra- 
dicali di  qualsiasi  equazione  generale  algebrica,  di  grado  suptriort 
al  primo,  sono  necessariamente  radicali  quadratici. 

1098.  Se  9(X|,-,  X,  ,  X,  ,  .  .  .)  è  l'espressione  di  un  radicale  sem- 
plice per  mezzo  delle  n  radici  di  (1),  scambiando  fra  loro  due  ri- 
dici qualunque,  p.  es.  X,,  ed  X,,  si  avrà: 

9(X(, ,  X.  ,  X, ,  ,  . .)  =  -  9{X,  ,  X(, ,  X,  ,  .  . .), 

giacchi,  per  quanto  si  è  visto  all'art,  prec,  deve  essere  nella  4; 
a--l  (♦). 


(*)  La  foniioas  ?(X,  ,  X,  ,  X,  , . . .),  dod  potendo  essere  simmeUicftì  (MÌ- 
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Ciò  posto,  se  l'espressione  ridotta  X^  che  risolve  la  (1),  conte- 
cesse  soltanto  radicali  semplici,  esprimendo  ognuno  di  questi  per 
mezzo  delle  Xj, , . .  ■ ,  X„_,  ed  osBervando  che  ognuna  di  ftalL  e- 
spressioni  resterebbe  inalterata  esegnendo  succcBsivamente  in  essa 
due  trasposizioni  fra  le  radici  (giacché  una  sola  trasposizione  fa 
cambiare  il  segno),  se  ne  dedurrebbe  per  X,,  un'  espressione  in 
(unzione  delle  X(, ,  X,  ,  . .  .  ,  X„_i  che  resterebbe  inalterata  da  due 
trasposizioni  qualisivogliano  fra  le  radici,  Ora  ciò  è  assurdo  se 
n  >  2,  poiché  la  sostituzione  circolare  (XgXjXg),  equivalente  alle 
due  trasposizioni  (X^X,)  ed  (X„Xg),  lascierebbe  inalterata  tale  e- 
spressione  nel  mentre  che  essa  sostituzione  cambia  evidentemente 
Xo  in  X,. 

La  formola  di  risolnziose  generale  per  radicali  di  un'equazione 
dì  grado  snperiore  al  secondo  deve  dunque  contenere  necessaria- 
mente un  radicale  multiplo;  cioè  almeno  un  segno  radicale  sotto- 
posto ad  altro  segno  radicale. 
p 

1099.  Sia  ora  \/W  nn  radicale  multiplo  contenuto  nel!'  espres- 
sione ridotta  di  Xg  e  precisamente  nn  radicale  doppio.  Ammette- 
remo cioè,  come  6  sempre  lecito,  che  l' espressione  W  contenga 
soltanto  dei  radicali  semplici,  e  quindi  quadratici  ;  onde  sarà  per 
l'articolo  prec.  : 

W  =  (p(Xo  ,  X,  ,  X,  , .  . .),  (5) 

essendo  <p  una  fnnzione  razionale  che  resta  inalterata  per  ogni  so- 
stituzione circolare  (X^  ,Xj  ,X^)  fra  tre  qualunque delleXn  ,  X,  ,X,,.,. 
Per  quanto  si  è  dimostrato  al  §  prec.  (art.  1095),  si   deve  anche 


nW  =  ^-CXo  ,  X,  ,  X, ,  . .  .) ,  (6) 

essendo  anche  i/  una  ftinzione  razionale,  e  quindi  : 

[<I.{x„ ,  X, ,  X, , . . .)!'  =:  y(x, ,  X, ,  X, , . . .). 

Eseguendo  in  qnesta  eguaglianza,  che  è  un'identità  fcsi,  le  varia- 
bili indipendenti  X,, ,  X,  ,...,  la  sostituzione  circolare  (Xq  ,  X, ,  X^), 
se  ne  deduce  : 

[^(X,  ,  X,  ,  Xo  ,  X3 , .  .  .)f  =  ?(X,  ,  X,  ,  Xo  ,  X> ,  - .  .). 

Ma  per  la  proprietà  già  notata  della  fnnzione  (6)  si  ha: 

9tX.  ,  X, ,  X„  ,  Xj ,  .  . .)  =  9(Xo ,  X,  ,  X,  ,  X,  ,  .  . .). 


che  Rltrimanti  \/D  non  dovrebbe  fìgnraro  neU'Mpresaione  g:ìà  ridotta  di 
X,  ,  e  non  potendo  prendere  che  due  soli  valori,  fra  loro  uguali  ma  di 
segno  opposto,  deve  reetaro  inalterata  per  tutte  quoUe  «oBtituxioni  fra  la 
Se  ,  X,  ,  S,  .  .  .  ohe  equivalgono  ad  un  numero  pari  di  traiipoBÌEÌoni,  e 
cambiare  di  segno  per  tutte  le  altre;  e  quindi,  in  particolare,  deve  cam- 
biare di  segno  per  ogni  tra«posÌEÌODe  fra  due  delle   Xg  ,  X,  ,  X,  .  .  .    (ofr. 
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Si  vede  dnnqae  cbe : 

[ì»(x, ,  X, ,  Xo ,  X, , . .  or  =  [«Kx» ,  X. ,  X,  ,  X,  ,  . .  .)]', 
onde,  detta  ^  una  radice  q"'  di  1  : 

4.{X,  ,  X, ,  X,  ,  X,  , .  .  0  -  ^-^{S.,  ,  X. ,  X. ,  X,  ,  .  .  .).        (8) 
Eseguendo  ancora  due  volte  en  questa  identità  la  stessa   sosti- 
tuzione circolare  (X„  ,  X,  ,  X^),  ee  ne  deducono  le  aegnenti  : 

(KX,  ,  X,  ,  X,  ,  X, ,  . . .)  =  P-'I'CX, ,  X,  ,  X,  ,  X,  , .  . .) 
^.(X,  ,  X, ,  X,  ,  X,  , .  . .)  -  P*(X, ,  X„  ,  X,  ,  X, ,  .  . .) 

che  moltiplicate  membro  a  membro  fra  di  loro  e  colia  precedente 

ci  danno  evidentemente  : 


li  numero  ^  dovrebbe  dunque  essere  contemporaneamente  ra- 
dice q""  e  radice  terza  dell'  anità,  il  che,  essendo  q  un  numero 
priiuo,  è  possibile  soltanto  quando  si  abbia  q='S,  ovvero  ^  =  1. 
He  9  =  3,  vediamo  cosi  cbe  l'espressione  ridotta  X,  conterrà  ne- 
cessariamente almeno  im  radicale  cubico  sovrapposto  a  radicali 
quadratici  t empiici. 

Se  9  è  diverso  da  3,  si  avrà  Invece  3=1  e  la  (8)  diverrà  : 

<1<(X.  ,  X,  ,  X,  ,  X3  ,  .  .  .)  -  -^Xo  ,  X, ,  X,  ,  X,  ,  . .  .)■ 
E  poiché  nulla  ci  avrebbe  impedito  di  eseguire  Invece  della  so- 
stituzione circolare  (XoX,X,)  un'  altra  sostituzione  circolare  qua- 
lunque (XjXjXjt)  fra  le  Xg  ,  X,  ,  X, , .  .  . ,  si  avrà  generalmente  : 

*(...  ,  X,  , ... .  X,. ,  ... ,  X^  , ...)  =  4.C...  ,  Xj  , ... ,  X»  , ... ,  X< , ...), 

cioè  la  funzione  i/  resterà  inalterata  per  qualsivoglia  sostituzione 
circolare  (X, ,  X, ,  X^). 

1100.  Se  n>2,  l'espressione  ridotta  Xj,  non  potrebbe  però  con- 
tenere, oltre  i  radicali  semplici,  soltanto  radicali  doppi  che  go- 
dano di  quest'ultima  proprietà,  cioè  di  essere  esprimibili  mediante 
una  fbnzione  razionale  i|<(Xg ,  X^  ,  X, , .  .  .}  inalterabile  da  tutte  le 
soatitozioni  circolari  (X^ ,  Xj  ,  Xj,),  precisamente  per  lo  stesso  mo- 
tivo addotto  all'art.  1098,  poiché  allora  la  X,,  si  esprimerebbe  evi- 
dentemente mediante  una  funzione  razionale  V(Xg ,  X,  ,  X,  ,  . .  .) 
dotata  di  tale  proprietà.  Se  dunque  tatti  i  radicali  doppi  si  trovas- 
sero nei  caso  ora  considerato,  1'  espressione  ridotta  Xo  dovrebbe 

?■ 

contenere  almeno  un  radicale  triplo  V^' aal  quale  si  ripeterebbe 
lo  stesso  ragionamento  dell'articolo  precedente,  giacché  W  sarebbe 
esprimibile  mediante  ana  funzione  razionale  inalterabile  dalle  so- 
stituzioni circolari  (Xj ,  Xj  ,  X^,)  proprio  come  la  (6).  Si  avrà  dun- 
que almeno  per  un  radicale  triplo  $'  =  3,  a  meno  che  tulti  i  ra- 
dicali tripli  t'ossero  esprimibili  con  funzioni  razionali  delle  X«  , 
X,  ,  X, .  .  .  inalterabili  dalle  (X, ,  Xj  ,  X^)  nel  qual  caso  dovrà  esì- 
stere almeno  un  radicale  quadruplo,  su    cui   si    ragionerebbe   di 
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nuovo  allo  stesso  modo.  Cosi  procedendo  ai  giangerJl  evidente- 
mente ad  un  radicale  di  indice  precisamente  aguale  a  3.  Conclu- 
diamo dunque  che  :  ogni  formala  di  risoluzione  per  radicali  di 
un'equazione  generale  di  grado  superiore  al  2°  deve  contenere  ne- 
cesBariamente  almeno  un  radicale  cubico- 

Infatti,  se  una  siffatta  formola  non  contenesse  alcun  radicale 
cubico,  è  chiaro  che  non  ne  potrebbe  contenere  neanche  la  sua 
forma  ridotta  contrariamente  a  quanto  si  è  trovato. 

Vota. 


1'  equaiione  generale  di  f;rado  n  >  2,  colla  sola  reatrÌEÌone  che  le  eoe  ra- 
dici X,  ,  X,  ,  .  .  .  ,  Xq_,  siano  tatte  rsali  ;  e  supponiamo,  se  è  possibile, 
che  fiBBa  Bla  risoluta  da  un'espressione  radicale  tale  che  ciascuno  dei  ra- 
dicali in  essa  contenuti  possa  avere  un  significato  reale. 

Ove  quest'espressione  non  fosse  gik  ridotta,  la  si  ridurrà  nel  modo  spie- 
gato al  §  8°,  con  che  sì  sarei  sostituita  ad  essa  un'altra  espressioue  radi- 
cale che  godrà  delle  stesse  proprietà,  poichÈ  la  riduzione  da  noi  indicata 
non   fa  che  eliminare  certi  radicali  sema  mai  introdurne  dei  nuovi. 

Secondo  quanto  si  6  concluso  all'art.  1100,  l'espressione  cosi  ridotta  do- 
vrà contenere  almeno  un  radicale  cubico: 


v/»(Xo  ,  X,  ,  X )  =  rtX,  ,  X,  ,  X, ,  . .  .  ) 

per  il  quale  la  quantità  sotto  il  segno  radicale  si  possa  esprimere  come 
una  funiione  razionalo  ^(Xg  ,  X,  ,  X,  ,  .  .  .)  che  resta  inalterata  per  qual- 
siasi sostitniione  circolare  (X^Xj-X^)  fra  le  variabili  reali  X,- ,  X^  ,  X^  ; 
nel  mentre  ohe  il  radicale  stesso  si  può  esprimere  come  nna  cert'altra  fun- 
Eione  razionale  /(X,  ,  X,  ,  .  .  .)  delle  stesse  Xg  ,  X,  ,  .  .  .  che  è  alterata  al- 
meno da  qualcnna  delle  (X.-X^X^). 

Ci  proponiamo  di  dimostrare  che  ciò  è  incompatibile  coll'ipotesi  da  noi 
fatta  che  la  funzione  <p(  X,  ,  X,  ,  .  .  .  )  abbia  valore  reale  per  tutti  ì  va- 
lori reali  delle  variahili  X,  ,  X, ,...  ;  o,  più  Renerai  man  te,  che:  ««  (p{X,  ,  X, ,...) 
è  una  funzione  rationalt  a  coefficienti  reali  delle  variabili  Xg  ,  X,  ,  .  .  .  che 
resta  inalterala  per  le  totliluxioni  circolari  (X,XjXs),  non  può  etittere  tma 
fuìixione  raxionalt  f[Xg  ,  X,  ,  .  .  .)  delle  iteiae  variabili,  che  tia  alltrata  al- 
mtno  da  qualcuTia  delle  (X,XjXj,),  per  la  quale  ti  abbia  identicamente! 

J(X«,X,  ,...)  =  [f(X.,X,,...)l'. 

Sìa  infatti,  se  è  possibile  : 

rtX.  ,  X,  , .  .  .)  =  t(X.  ,  X,  , . . .)  +  i.)r(X. ,  X,  , .  .  ,) 

ana  siffatta  funEione  decomposta  nella  sna  parte  reale  e  nella  eaa  parta 
imagi n aria.  Poiché  : 

9  =  (+  +  W  =  »'  -  %,•)  +  'Wx  -  X') , 

dovrà  essere  identicamente  : 

?  =  W-3x')      ,      xW-y.')  =  o, 

cosicché  si  avrà  anche  necessariamente  : 

^  =  ^' ,     oppure  ;     ?  =  —  84"*. 
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In  entTambi  i  oasi,  indicando  con  S  hha  di  quelle  soetitncioni    (X|XjSj^) 
che  attirano  '},  ai  dedarrà  di  qol  (poiché  S  non  attera  9)  : 

d'onde,   poiché  S^  non  poò  coincidere  con  'Ji  ; 


s*  =  (-|-^> 


rÌBaltato  asaatdc,  poiché  H|  ha,  al  pari  di  <{>,  valore  reale. 

2.  Dopo  quanto  ei  à  ora  dimostrata,  ei  trova  stabilita  in  modo  assola- 
tamente rigoruso  l'impomibilità  di  togliere,  per  via  algebrica,  il  caio  irrt- 
dueibiU,  ohe  si  presenta,  coma  ai  6  notato  fart.  lOóó;,  nella  risoluMone  gene- 
rale dell'equazione  del  teno  grado,  qaando  le  sue  radici  sono  tutte  reali. 
Bì  ve^Kano  a  qnesto   proposito  i  lavori  aenuenti  : 

F.  Mollamt-'StU  casus  laaitDcciBiLTB  dtWeqtiatione  cubica  (Bendiconto  dal- 
l'Accademia dcDe  Scieniie  di  Napoli,  Kiugao  1890). 

A.  Capelli  -  Stlaiione  tuUa  Nota  del  prof.  V.  MoUavit.  (Ibid.). 

0.  Baldtr  —  Ueber  den  Vaiut  irredueìiilii  bei   drr    Qeickung   drillen    Gradet. 

(Math.  Anaaien,  XXXVIII,  ISai). 

A.  Eneser  —  Benitrkangtti  iibrr  dtn  logenannten  ca«i»  irTeditcibUit  bà  CBÒt- 
tehen  G'ncAun^fn.  (Math.  Annalen,  XLl,  1692). 

L.  Qegenhautr  —  Zur  Theorit  dtr  algebraiichen  Oleiehmtgcn.  (Monatahefle 
fOr  Hath.  und  Phjsik,  1898). 

I  lavori  qui  citati  di  Mollame  e  di  Capelli  (il  quale  ha  rettificato  e  com- 
pletato in  nn  punto  essenziale  la  dimoatrasione  di  Mollame)  sono  già  aaf- 
ficienti  a  stabilire,  in  modo  del  tntto  aoddì sfacente,  l'impossibilità  di  evi- 
tare il  caso  irreducibile.  La  dimoatraiione  6  soetanEialmento  quella  data 
nella  precedente  Nota. 

3.  ai  dimostri  che  nella  forma  ridotta  di  qualsiasi  espressione  indicale, 
rappresentante  una  risolntioua  per  radicali  di  un'equaiìune  algebrica  ge- 
nerale, il  primo  segno  radicate  sovrapposto  ad  nu  radicale  quadratico  sem- 
plice è  necessariamente  cubico. 

§  5.°  —  ImposBlbUltft  di  trlB«Gar«  an  angolo  qaalanqne 
col  solo  uso  della  riga  e  del  oompasao. 


JlOl,  Sia  AOB  un  angolo  arbitrario  dato.  Sapponiamo,  se  è  pos- 
sibile, che  ei  possa  costraìre  un  angolo 
.(  uguale  alla  sua  terza  parte  mediante  on 

.  •.  numero  fluito  di  operazioni  f^eometriche 

delle  seguenti  tre  specie  : 

1")  tirare  la  retta  cbe  congiunge 
due  punti  già  ben  determinati ,  ovvero 
due  punti  presi  ad  aibitrio,  ovvero  un 
punto  già  ben  determinato  ed  un  altxo 

0  ' J^  punto  assunto  ad  arbitrio; 

2°)  descrivere  il  cercliio  che  ha  per 
centro  un  punto  qualunque  (già  ben  de- 
terminato 0  scelto  ad  arbitrio)  e  per  raggio  un  raggio  qualunque 
(uguale  ad  un  segmento   già  costruito ,  ovvero   no   raggio  arbi- 
trario) ; 

3°)  segnare  i  ponti  di  intersezione  di  rette  e  dì  cerchi  già  co- 
Btrniti  ;  ovvero  assumere  del  punti  ad  arbitrio. 
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1102.  ImagÌDÌ&mo  dì  iaterpretare  qnAsta  costruzione  geometrica 
mediante  i  noti  principii  dellH  geometrìa  analitica  del  piano,  As- 
sumendo il  ponto  0  come  origine  delle  coordinate,  la  retta  OA 
come  asse  dette  x,  la  retta  OA'  perpendicolai'e  ad  OA  come  aste 
delle  y  ed  un  segmento  fissato  a  piacere,  p.  es.  il  segmento  OA, 
come  unità  di  misura. 

Il  numero  dei  punti  che  figurano  nella  costruzione  dovendo  es- 
sere finito,  a  maggior  ragione  dovrà  essere  finito  il  numero  dei 
punti  che  durante  la  costruzione  si  assumono  ad  arbìtrio.  Per  que- 
sti ultimi,  essendo  le  loro  ascisse  e  ordinate  affatto  arbitrarie,  ci 
b  lecito  evidentemente  di  ritenere  cbe  le  loro  ascisse  ed  ordinate 
siano  espresse  da  numeri  razionali  (o  in  altri  termini  che  le  loro 
distanze  dai  due  assi  OA  ed  OA'  siano  commeniurabili  col  seg- 
mento OA  scelto  come  unità  di  misura).  Lo  stesso  dicasi  dei  raggi 
di  cerchi  che  si  dovessero  prendere  ad  arbitrio:  supporremo  sem- 
pre che  si  scelgano,  per  siffatti  raggi,  dei  segmenti  misurati  da 
numeri  razionali. 

Potrebbe  però  anche  darsi  il  caso  che  alcuni  dei  detti  punti 
non  si  potessero  scegliere  del  tutto  ad  arbitrio,  ma  bensì  che  si 
potessero  prendere  ad  arbitrio  sopra  una  delle  rette  o  uno  dei 
cerchi  già  costruiti.  In  tal  caso,  se  P  sia  il  punto  da  prendersi 
ad  arbitrio  sopra  una  certa  lìnea  e  P'  eia  il  piede  della  perpen- 
dicolare abbassata  da  F  sull'asse  delle  s:,  noi  potremo  prendere 
ad  arbìtrio  il  punto  P'  sull'asse  delle  x,  dopodiché  il  punto  P  re- 
sterà determinato  elevando  da  P'  la  perpendicolare  all'asse  delle  x 
e  trovandone  l'incontro  con  la  data  linea,  cioè  mediante  un'ope- 
razione geometrica  che  si  può  ricondurre,  come  è  ben  noto,  a 
quelle  definite  all'art,  precedente.  Ci  è  dunque  lecito  di  ritenere 
che  per  quei  punti  che  non  si  possono  prendere  del  tutto  ad  ar- 
bìtrio, ma  soltanto  si  possono  prendere  ad  arbitrio  sopra  una  linea 
data,  questa  linea  sia  precisamente  l'asse  delle  x.  E  per  conse- 
guenza potremo  ritenere  che  anche  questi  punti  abbiano  coordinate 
razionali;  giacché  la  loro  ordinata  avrà  il  valore  zero  e  per  l'ascis- 
sa, che  è  arbitraria,  si  potrà  sempre  assumere  un  numero  razìouale. 

1 103.  Ciò  premesso,  ^ia  f  la  misura  dell'angolo  dato  (cioè  il  nu- 
mero che  misura  la  lunghezza  dell'arco  AB  della  figura  prendendo 
per  unità  di  misura  il  segmento  OA).  La  figura  data,  che  forma 
il  punto  di  partenza  della  costruzione  geometrica,  si  compone 
della  retta  OA  la  cui  equazione  it:  x  =  0,  della  retta  OB  la  cui 
equazione  è  : 

S  =  x-tgf  (1) 

e  del  punto  0  le  cui  coordinate  sono  razionali  (x  =  0  ,  y  =  0).  Pos- 
siamo aggiungere  il  pnnto  A  le  cui  coordinate  sono  pure  razio-. 
nalì  (x=l  ,y  =  0)  ed  il  punto  B  le  cui  coordinate  sono: 


■Ji  +  tg"? 


■Jl  +  tg»? 
t  di  analiii  algebrica,  S.'    cdii . 
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Qaeate  coordinate  non  sono,  generalmente  parlando,  nnmeri  ra- 
zionali, ina  si  ottengono,  come  si  vede  dalle  (2),  operando  gq  nu- 
meri razionali  a  sai  naniero  Asso  t^^p  colle  quattro  operazioni  fon- 
damentali e  colla  estrazione  di  radice  quadrata. 

Ciò  posto  noi  incomincicrcmo  dal  dimostrare  che  le  coordinate 
di  uno  qualunque  dei  punti  determinati  mediante  la  costruzione 
geometrica  presupposta  all'art.  1101  sono  numeri  di  questa  stessa 
specie,  o,  come  diremo  per  brevità  di  linguaggio,  numeri  eucZtriet. 
Designeremo,  cioè,  col  nome  di  numeri  euclidei  (rispetto  al  nu- 
mero flato  dato  fgs)  tutti  quei  numeri  che  si  possono  ottenere  ope- 
rando sui  numeri  razionali  e  sa  ig<f  colle  quattro  operazioni  ra- 
zionali e  coll'operazione  dì  estrazione  dì  radice  quadrata  (la  qaale 
potrà  anche  ripetersi  un  numero  qualunque  di  volte,  purché  finito). 
Al  tempo  stesso  noi  dimostreremo  che,  se 

aa;  +  6y  +  e  =  0  (3) 

è  l'equazione  di  una  qualunque  delle  rette  ed' 

a:*  -f  S*  +  aa:  +  f  y  +  T  =  0  (4) 

l'equazione  di  uno  qualunque  dei  cerchi  descrìtti  nella  detta  co- 
struzione geometrica,  tutti  i  coefficienti  a,  b,  e,  a,  p,  t  sono  del 
pari  numeri  euclidei  della  stessa  specie  sopra  definita. 

1104.  Invero  la  preBupposta  costruzione  geometrica  ei  compone 
dì  un  numero  finito  di  operazioni  geometriche  che  appartengono 
all'uno  od  all'altro  dei  tre  tipi  caratterizzati  all'art.  1101.  Potremo 
dunque  ammettere  come  gii  dimostraro  che  le  prime  k  operazioni 
geometriche  abbiano  condotto  alla  costruzione  di  punti,  rette  e 
cerchi  le  cui  coordinate,  od  i  coofficienti  delle  cui  equazioni,  siano 
tutti  numeri  euclidei;  a  basterà  dimostrare  che  la  (fc  +  l)»"  ope- 
razione geometrica  determinerà  un  nuovo  punto,  ovvero  una  nuova 
retta  od  un  nuovo  cerchio  con  coordinate,  o  coefficienti,  del  pari 
euclidei.  Con  ciò  resterìi  evidentemente  dimostrato  l'asserto,  poiché 
la  figura  che  forma  il  punto  di  partenza  della  costruzione,  si  com- 
pone appunto,  come  si  k  notato  all'art,  precedente,  di  rette  e  ponti 
con  coefficienti  euclidei. 

81  tratta  dunque  dì  dimostrare  in  corrispondenza  alle  tre  ope- 
razioni geometriche  designate  all'art.  1101: 

lo)  che  la  retta  congiungente  due  punti  (o ,  6)  ed  (a' ,  fr*)  le 
cui  coordinate  a  ,b  ,  a' ,  t>' ,  sono  numeri  euclidei,  ha  per  coeffi- 
cienti dei  numeri  euclidei.  Ed  infatti  l'equazione  di  questa  retta  è 

(6  -  b^x  +  (a'  -  a)y  +  (ab'  -  a'b)  =  0  ; 

2o)  che,  se  la  (k+  1)™»  operazione  consiste  nella  descrizione 
di  un  cerchio,  ì  coefficienti  dell'equazione  dì  tale  cerchio  saranno 
numeri  euclidei.  Infatti,  poiché  il  centro  del  cerchio  è  un  punto 
già  precedentemente  costruito  (od  assunto  ad  arbìtrio),  le  sue  coor- 
dinate (a  ,  b)  sono  per  supposto  numeri  razionali  od  euclidei.  Quanto 
al  raggio  del  cerchio,  se  esso  non  è  arbitrario,  sarà  un  segmento 
già  costmìto,  cioè  la  distanza  fì*a  due  punti  {a' ,  b*)  ed  (o" ,  b") 
già  costruiti.  Tale  distanza,  essendo  data  da  v((»'-a")-H- (6'— 6")*, 
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sarà  07identemente  un  nainero  eaclideo,  giacché  lo  sono  per  ipo- 
tesi i  numeri  a',  o",  b',  b". 

Ciò  posto,  il  cerchio  avrà  per  equazione  : 

(x  -  aY  4-  (y  -  by  =  (a'  ~  a"j'  +  (6'  --  6")» 

ed  1  coefficienti  di  questa  equazione   saranno   evi  dente  mente   nu- 
meri euclidei, 

3o)  che  i  punti  di  intersezione  di  due  lineo  (rette  o   cerchi), 
le  cui  equazioni  tianno  per  coefficienti  dei  numeri  euclidei,  hanno 
per  coordinate  dei  numeri  enelldei. 
Invero  nel  caso  di  due  retle  : 

(Ì3H-  &y  +  e  =  0     ,     a'x  +  b'ff  ^-  e'  =  0  , 

le  coordinate  del  punto  d'intersezione  sono  : 

bc'  —  c.b'  co'— ac' 


Nel  caso  di  sua  retta  ; 


e  di  un  cerchio  : 

x'  +  y^  +  ax  +  ^y  +  f  =  0, 

sostituendo  nella  seconda  equazione  il  valore  di  y  ricavato  dalla 
prima  si  ha  per  determinare  x  l'equazione  di  2"  grado  : 

(a*  +  5^3:*  4  {ab*  +  2cn  -  b^a)x  +  (e*  +  fe*Y  -  K<:)  =  0, 

onde  l'ordinata  x  si  troverà  mediante  un'estrazione  di  radice  qua- 
drata applicala  ai  coflicienti  di  questa  equazione  che  sono  già  nu- 
meri euclidei;  BÌmilmente  per  t'ordinata  y. 
Finalmente  II  caso  dì  due  cerchi: 

a;' -ì- J(*  +  na;  +%y  -hi;  =0 

a:»-)-3/»  +  a'3:-|-pV  +  f'  =  0' 

si  ricondtice  al  precedente,  poiché,  sottraendo  l'una  dall'altra  que- 
ste due  equazioni,  si  ottiene  : 

(a-a')a;-(-(?-ny  +  (f-Y')=0 

e  questa  è  l'equazione  di  ana  retta;  onde  basterà  trovarne  l'in- 
tersezione con  uno  dei  duo  cerchi. 
Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  era  asserito  all'art.  1103. 

1105.  Fra  le  rette  determinate  nella  costruzione  geometrica  ne 
esistono,  per  ipotesi,  due  che  formano  un  angolo  eguale  alla  terza 
parte  di  f.  Sinno  : 

ax-^by-ì-  c  =  0    ,    a'x  +  b'y  +  c'  =  0 

le  loro  equazioni.  Ricordando  la  nota  espressione  che  dà  la  geo- 
metria analitica  per  1'  angolo  di  due  rette,  si  polrft  dunque   scri- 
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tgi 


fbb' 


Ha  per  la  dimostrazione  degi!  articoli  precedenti  i  nnmeri  a,  a', 
b,  b'  sono  tatti  euclidei.  Vediamo  dunqne  che:  se  è  potsibile  tri- 
aecare  un  angolo  arbitrario  col  aolo  uso  della  riga  e  del  compatto, 

deve  etistere  un'esprestione  di  tg~  ottenuta  operando  sul  numero 

tgf  con  le  quattro  operazioni  fondamentcUi  e  con  un  certo  numero 
di  estrazioni  di  radice  quadrata;  e  tale  espressione  deve  essere  va- 
lida qualunque  sia  il  valore  di  o. 


i  dalla  trigonometria  che  : 

-3tg? 


(•^D- 


onde,  Be  poniamo  brevemente  : 

8i  ha  la  relazione  : 

ir*  -  Soia*  -  3i  +  a  =  0 ,  (5) 

ed  il  teorema  dell'art,  precedente  8i  può  anche  enanciare  cosi: 
se  fosse  possibile  trisecare  un  angolo  qualunque  eolla  riga  e  col 
compasso,  sarebbe  anche  possibile  di  risolvere  Vequazione  cubica  <5), 
in  cui  a  È  unparametro  arbitrario,  per  mezzo  dì  soli  radicali  qua- 
dratici (•). 

Se  ora  nella  (5)  si  fa  la  trasformazione: 

,  »  =  !/  +  «, 

easa  si  cambia  in 

(j/  +  «}>  -  3a(j/  +  ci)»  -  3(y  +  a)  +  a  =  0 
ossia  in 

j/'  ~  3(1  +  a*)p  -  20(1  +  a»)  =  0,  (5)' 

epperò:  anche  l'equazione  cubica  (5)'  godrebbe  della  proprietà  di 
passere  risolvine  per  mesto  di  soli  radicati  quadratici. 

1107.  Consideriamo  ora  l'equazione  generale  del  3»  grado  man- 
cante, come  6  sempre  lecito  di  nminettore  (art.  1040)  del  secondo 
termine  : 

K*  +  gx  +  r  =  0 ,  (G) 

essendo  q  ed  r  atTatto  arbitrari.  Ponendo  y  =  hc  essa   si   trasfor- 

(*)  Queala  iolnxions  dovrebbe  essere  valida  per  tatti  i  valori  rpali  dì  x, 
e  quindi,  OTiden temente,  lo  sarebbe  anche  per  tatti  i  valori  compiesti. 
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ff"  +  «XV  +  Ir*  =  0 

che  si  potrà  sempre  Identificare  con  la  (5)'  determinando  X  ed  a 
in  modo  da  avere  : 

qk'  =  -  8(1  +  a*)     ,     rX'  =  -  2a(l  +  a%  (7) 

Dì  qnl  Bi  deduce  infatti  dividendo  membro  a  membro  : 

e  soBtttnendo  qnesto  valore  di  X  nella  prima  delle  dne  eqnasionl  (7): 

A?*, 
d' onde  si  ricava  : 

a  -  r  V      4       27 
e  quindi  per  la  (8  : 


•^iV-T-fr  (-) 


-W-T- 


Troviamo  dunque  che  1'  equazione  (6)  si  trasforma  In  (5)'  po- 
nendo : 

""    '"*"''"<  (li) 

27  ■     ^    ' 

Sostituendo  in  questa  espressione  di  x,  in  Inogo  di  y,  il  suo  va- 
lore ricavato  dalla  (5)',  la  quale  secondo  la  ipotesi  6  risolubile  per 
mezzo  di  soli  radicali  quadratici,  e  dipoi  in  luogo  di  a  la  sua  e- 
spressione  (9),  si  otterrà  per  x  una  espressione  composta  coi  coef- 
ficienti 9  ed  r  sui  qnali  si  sarà  oper.-ito  colle  sole  quattro  opera- 
zioni fondamentali  e  con  estrazioni  di  radici  quadrate.  Vediamo 
dunque  che  se  fosse  possibile  trisecare  w»  angolo  qualunque  col 
aolo  uso  della  riga  e  del  compasso,  sarebbe  anche  posaibile  di  ri- 
solvere l'equaxione  generale  del  terzo  grado  per  mezzo  di  soli  ra- 
dicali quadratici.  Ma  ciò  sarebbe  in  contraddizione  con  quanto  si 
è  già  stabilito  nel  §  precedente  (art.  UOO).  Si  conclude  dunque  che: 

Il  problema  di  trinecare  un  angolo  qualunque  non  si  può  risol- 
vere col  solo  uso  delta  riga  e  del  compasso  adoperati  nel  consueto 
senso  euclideo. 

ITote  ed  Esercìii- 

1.  Per  Iroiformare  l' equazione  generale  : 

a^  +  qx  +  r  ^0  (a) 

netr  equazione  : 

z'  -  3as'  -  3a  -I-  a  =  0  (fc) 
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che  ti  riiolTS  ponendo  i  =  tgf  e  prendendo  quindi   *  =  „  ■  bksta  porre , 
per  quanto  ai  è  visto  neffli  ultimi  due  Articoli  : 

.=5rci-i),i=?j::zTz 

q\a        J  '  a     r\      4       27 
Dunque:  Ift  risolaKÌone  dell'eqnkEioae  de)  terso  (jfrhdo  (a)   si  pD6  licon- 
durrelnel  caso  di  —  f  ^<0  1  at  problema  di  tcìseeare  un   certo   angolo 


(e) 
D  prendendo  quindi  : 

«=-^(«ol»->«|-l)-  w 

2.  Tracfotmare  1'  equaiione  del  torEO  grado  ; 

neir  eqaatione  : 

iy'  —  3y  +  siDf  =  0 

che  ha  per  radice  y  =  BÌn^. 

8.  Uostrare  come  l' isoriiione  in  nn  cerchio  del  polivano  regolare  di 
setta  lati  si  possa  eseguire  col  solo  nio  della  riga  e  del  compasso  pumhè 
si  supponga  oonoscìntala  tona  parte  di  un  certo  angolo.  SÌ  dimoalrerà  ciò 
facendo  dipendere  il  problema  dalla  risoluzione  di  un'eqnaiione  del  teno 
grado  (Cfr.  Cap.  XIT,  §  4°,  Note)  e  qneeta    dalla   tTisesìone  di  un  certo 

4.  Per  trisccare  un  angolo  dato  AOB  basta  condurre  per  B  una  retta  BD 


in  modo  che  la  porsione  CD  di  essa  intercetta  fra  il  cerchio  di  cantre  O   e 
di  raggio  OB  ed  il  lato  AO  prolungato  s  a  eguale  ad  OB.  L'  angolo  ÀDB 

sarit  la  terza  parte  di  AOB. 

§  6.0  _  ii]]poHlblltt&  di  rlulvere  per  messo  di  radicali 
le  eqaazlont  generali  di  grado  laperlore  al  qaarto. 

1 108.  Questo  teorema,  eoiiDCiato  per  la  prima  velia  da  Sttffini, 
è  slato  dimostrato  in  modo  piti  rigoroso  da  Àbel  mediante  i  risul- 
tati da  noi  già  esposti  nei  §§  3o  e  40  di  qaesto  capìtolo. 

Ammettiamo,  se  è  possibile,  che  l'equazione  onerale: 

x"  +-  a^jc""*  +  a^3^*+  . .  .  +  a„_ia:  +  a„  =  0, 
ÌD  coi  n  >  4,  sia  risolabile  per  radicali. 
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Derta  Xo  l'espreBsione  radicale  che  la  rÌBOlve,  che  si  sapporrd, 
come  è  lecito,  gift  ridotta,  aegae  da  quanto  si  è  stabilito  nel  §  4», 

3 

ebe  in  Xo  dovrà  essers  contenato  almeno  nn  radicale  cubico  ^/W , 
essendo  : 

W  =  ?{Xo,X,,X,,X,,X,,...),  (1) 

una  funzione  razionale  che  resta  inalterata  per  ogni  sostitazìone  ' 
eqnivalente  ad  un  numero  pari  di  trasposizioni  e  quindi  in  parti- 
colare dalla  sostituzione  circolare  (Xq  ,  X,  ,  X,  ,  X,  ,  X^)  fra  le 
cinque  lettere  Xo  ,  ■ . . ,  X^.  Si  avrà  poi  (art.  IffilS)  : 

>/W=<I<(Xo,Xi,...,X„.,),  (2) 

essendo  <jf  una  certa  funzione  razionale. 

Dalle  (1)  e  (3)  segue,  precisamente  come  all'art.  1099  : 

[*(X<,,X,,...))'  =  5(X,,X,,...)  (3) 

ed  eseguendo  in  questa  identità  la  sostituzione  circolare  (Xo,  X, , 
Xg  ,  X,  ,  X^)  che  non  altera,  come  si  è  notato,  il  secondo  membro: 

»(X,  ,  X,  ,  X. ,  Xj  ,  X.  ,  ...)!■  =  [«X.  ,  X,  ,  X, ,  X,  ,  X.  ,  ...)]'. 

DI  qui  si  deduce,  essendo  a  una  radice  cubica  di  1  : 

•KX,  ,  X, ,  Xj, ,  X4 ,  Xo  ,  ...)  =  a<KXo  ,  X,  ,  X, ,  X, ,  X^  ,  ...) 

edesegnendo  BU  questa  identità,  analogamente  a  quanto  si  è  fatto 
all'art.  1099,  ancora  quattro  volte  dì  seguito  la  stessa  sostituzione 
circolare  (Xo  ,  X,  ,  X^  ,  Xj  ,  X,)  e  moltiplicando  quindi  membro  a 
membro  i  risultati  : 

1  =  a' =  «*•«*  =  a*. 
Poiché  a*  =  a*=  I,  sarà  dunque  necessariamente  a  =  1,  cioè;  la 
funzione  ^(Xo  ,  Xj  ,  ■  .  .  ,  X„_,)  non  è  alterata  da  qualsivoglia  so- 
stituzione circolare  fra  cinque  delle  variabili  X(, ,  X, ,  .  .  . ,  X„_,. 

1109.  Ci  proponiamo  ora  di  dedurre  di  qui  che  la  funzione 
([«(Xo  ,  X,  , ...  ,  X„.,)  non  sarà  neanche  alterata  da  una  qualunque 
delle  sostituzioni  circolari  fra  tre  delle  stesse   X^  ,  X, ,  ...  ,  X„_,. 

Consideriamo  ad  esemplo  la  sostituzione  circolare  (XoX^X,)che 
indicheremo  per  brevità  con  T. 

Indicando  con  T-i{(  la  finzione  che  si  ottiene  eseguendo  su  t}i 
]a  sostitaziooe  T,  si  avrà  primieramente  dalla  (3i,  poiché  <f  non  è 
alterata  dalle  sostituzioni  circolari  di  tre  lettere  : 

T-^  =  1-^,  (4) 

essendo  v  una  certa  radice  cubica  dell'  unità. 
Considerando  inoltre  le  due  sostituzioni  circolari  : 

T'  =  CXoX,X,)     ,    T,=(XoX,XJ, 
si  avrà  similmente  : 

T't  =  rt  ,  T,i  =  ^,^,  (5) 

essendo  anche  •['  e  'Yi  radici  cubiche  di  1. 
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Dalle  (4)  e  (5)  segue  (c(V.  an.  229)  : 

[TT,^.  = -f-,!    ,     [T'T,1^=y'v,4     ,     [TT'I^  =  W*-        '6' 
D'altra  parte,  poiché: 

TT,  =  (XoX.XjXXoXjX,)  =  (XoX.X^XJ 
T'Tj  =  (XoX^,)(X«X,X«)  =  {XoX^,X,X^) 
TT'  =  (XoX,X,)(XoX^,)  =  tX,)(X,)(X,)  =  1 

e  le  BOslirazioni  circolari  fra  cinque  lettere  X  dod  alterano  i,  si 
ha  anche  : 

ITTjl^is^-    ,    IT'T,](I.  =  4.    ,     [TT']^  =  ^.  (!) 

Dal  confronto  delle  (6)  e  delle  (7)  segue  ora  eTldentemente: 

TTi  =  1     .     T:'Ti  =  1     .     7T'  =  1 . 
d' onde  : 

Y  =  f  =  Tf,  =±1 

e  piti  precisamente,  poiché  le  f  ,  f  ' ,  7j  sono  radici   cubiche  di  1 

La  (4)  ci  d&  dunque  T  ■<{'  =  <{<,  come  si  doveva  dimostrare. 

Ilio.  L'espressione  (2)  di  ^W  in  funzione  razionale  delle  X», 
X,  ,  ■  •  •  deve  dunque  godere,  come  l'espressione  dì  W,  della  pro- 
prietà di  non  essere  alterata  da  qualsiasi  sostituzione  circolare  fra 
tre  delle  X^  ,  X,  , 

Ma,  per  quanto  si  è  gi&  dimostrato  al  §  4<>  (art.  1100),  ci  è  sem- 
pre lecito  di  ritenere  che  -JW  noe  goda  di  questa  proprietà.  Gìbd- 
giamo  dunque  ad  una  contraddizione  che  ha  la  sua  orìgine  nel- 
l'aver  supposto  che  l'equazione  generale  con  più  di  quattro  radici 
fosse  risolubile  per  radicali. 

Resta  cosi  dimostrata  in  modo  assolutamente  rigoroso  l' Impos- 
sibilità di  una  cosiffatta  forma  di  risoluzione  (*}. 
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CAPITOLO  XVI. 


trasformazione:   lineare   delle  FORME   ALGEBRICHE. 
INVARIANTI    E   COVARIANTI. 


1111.  Se  fra  n  —  1  varfabili  ÌDdipendenti  5i  ,  5s  i  ■  ■  ■  <  5„_i  ed 
altre  «  —  1  variabili  ili  ,>]»,.■■  ,  il„_i  ai  pongano  delle  relazioni 
dellu  forma  : 


aA+»,5,  +  .. 

.  ■  +  «.-,E„-,  +  o. 

'■    x,5,  +  i,!, +  . 

■  •  +  >.-il»-i  +  *» 

_  5i5i  +  5,5g  +  .  .  .  4.  8„_ig„,i  +S„ 

in  cai  le  a  ,  p  ,  .  . . ,  8  ,  X  sono  coetaoienti  costanti,  si  dice  che  me- 
diante queste  formole  il  sistema  di  variabili  ^,  ,  ^s  >  ■  ■  ...  Sn-i  b' 
trasforma  linearmente  nel  sistema  *ii  ,*!»,■■- .  In-i-  È  chiaro 
che,  mediante  qaeste  relazioni ,  dati  ad  arbitrio  i  valori  delle 
?i  )  6i  )  ■  ■  ■  j  Sn-i  1  resteranno  in  generale  determinati  in  modo  n- 
nico  i  corrispondenti  valori  delle  >;,  ,  i], , . .  .  ,i)„_i  e  reciproca- 
mente, dovendosi  a  quest'uopo  risolvere  un  sistema  di  »-l  equa- 
zioni di  primo  grado  fra  n-l  incognite. 

1112.  OUre  alla  univocità  della  corrispondenza  fì-a  i  sistemi  €, , 
?«>■■■»  ?n-i  «d  )]j  ,  1), ,  ,  ,  .  ,  )]„_, ,  la  trasformazione  (1)  ha  anche 
questo  di  caratteristico  ;  che  ae  alle  variabili  $,,§(,...,  ^_]  ai 
imponga  un  legame  espreaso  da  una  relazione  lineare,  come 

A-fit  +  A,5,  +  . . .  +  A,^iS„_i  +  A„  =  0 , 

ne  conaeguirà  fra  le  corriapondenti  ^\  ,'^t ,  ■  ■  ■  ,  In-i  ""  legame 
delta  afessa  natura,  p.  ea.  : 

Bil,  +  B,ij,  +  ...+  B„_,>i„_,  -«-  B„  =  0 

C&PHLLi.  —  /«tt(iizio»i  di  attaliti  algebrica,  S.*  ediz.  88 
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e  reciprocamente.  Questa  proprietà  ò  Qua  coDse)^enz&  del  (aito 
che  le  frazioni  nei  secondi  membri  di  (1)  hanno  lo  itesao  denomi- 
natore, nft  avrebbe  più  luogo  quando  si  prendessero  denomiastori 
dìflFcrenti.  Più  generalmente,  segue  dalle  (1)  che  ad  ogni  legami 
algebrico  imposto  alle  5  corrisponderà  un  tegame  algebrico  dtlk 
ateieo  grado  e  reciprocamente  per  le  >l.  In  altri  termini,  se  si  ponga 
fra  le  ^  la  relazione  : 

A5, ,«,,..-,  5.-,)  =  0, 

dove  f  è  una  funzione  intera  del  grado  complessivo  m  nei  sqoÌ 
argomenti,  ne  coneegairA  per  le  q  ana  relazione  : 

nii .  Il .  •  •  ■ ,  i™-.) = 0 , 

dove  F  k  una  fanzione  intera,  dello  stesso  grado  m,  dello))  e  re- 
ciprocamente. 

Si  scrivano  infatti  le  (1)  brevemente  cosi: 


essendo  le  X  fan^ioni  lineari  delle  §.  Posta  fra  le  )j  una  rclagioDe 
algebrica  di  grado  m: 


53,.,,%.'-.. 

c:- 

ne  seguirà  fra  le  ^  la  relazione  : 

.x::: 
•+I'.-. 

e  moltiplicando  per  X„"  : 

5;b,-x.-x,'^...x1:!:v=o, 

posto:  1A„  =  w»  —  (l'i  +  !*»  +  .  .  .  +  |i„_i).  Ora  quest'ultima  relazione 
fra  le  e  è  evidentemente  di  grado  m. 

La  verità  della  proposizione  reciproca  segue  dal  fatto  che  le 
equazioni  (l)  risolute  rispetto  alle  $,  ,  |j , . . . ,  £„_,  si  preseniano 
sotto  forma  affatto  analoga  a  quella  delle  (1). 

Risolvendo  infatti  le  (I)  col  solito  metodo  de!  determinasli,  si 
trova  come  denominatore  comune  a  tutte  le  incognite  il  detenDÌ- 
Dante  : 

"l  ~  ^l*ll  "»  ~  ^*1l  —    *B-1  ~  *»i-i1i 

?i  -  K-n»       Ps  -  Ms       ■•■  P-i  -  Vini 


che  decomposto  in  una  somma  di  piti  determinanti,  secondo  il  (eu- 
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rema  dell'art.  418,  si  ridacc  cvideii  lem  ente  ad  una  ftinzione  lineare 
delle  >;,,..,,  )]„_|'  Lo  stesso  dicasi  dei  numeratori,  che  si  dedu- 
cono dal  determinante  {2)  costituendo  ad  una  colonna  qaella  for- 
mata dagli  elementi  : 

Del  restOj  che  le  (1)  si  possano  invertire  conservando  una  forma 
del  tutto  analoga,  apparirà  in  modo  affatto  iataitivo  dalle  altre  con-  . 
eiderazioni  che  ora  seguono. 

1113.  Se  le  variabili  primitive  e  trasformate  si  pongano,   come 
(  sempre  lecito,  solto  la  forma  seguente: 

5.  =  |^,5.  =  ? !„  =  ??-', 


sostituendo  queste  espressioni  nelle  formole  (1)  e  moltiplicando 
qaindi  nello  frazioni  dei  secondi  membri  numeratore  e  denomi- 
natore per  x„ ,  lo  dette  formole  divengono  : 

Si      "i^i  +  ^^»  +  . . .  +  a„a!„ 

t/n  ~  ^■l^l   +  ^r^t  +  -  •  •  +  K'^n 

Vt  ^  h«i  +  P^a^a  +  ■  ■  ■  +  K^n  ,^y 

Vn      \^i  +  ^a^a  +  . . .  +  l„a:. 


Vn         ^1^1  +  \^  4-  . . .  +  ^„3;» 


onde,  detto  p  un  certo  coefficiente   di  proporzionalità,    si    dovrà 
avere  ; 

py,  =  Oia:,  +  n^,  +  .  .  .  +  n„a;„ 

Pyt  =  Pi»'!  +  P,!C,  +  .  . .  4-  ^„x„  (1)  " 


-  X,x^  +  Xjig  +  .  .  .  +  X„3::„. 


Queste  formole  fanno  corrispondere  in  generale  ad  ogni  sistema 
di  rapporti  a;,  :  a:,  : ...  :  x„  un  unico  sistema  di  rapporti  y,  :  y,  :  -..  :  y„ 
e  reciprocamente;  e  questa  corrispondenza  fra  i  rapporti  è  evi- 
dentemente indipendente  dal  valore  di  p.  Pertanto  assumendo  per 
semplicità  p  =  1,  si  potrà  surrogare  al  sistema  delle  (1)  il  sistema 
equivalente  : 

Vi  =  "^1^1  +  "^r^i  +  ■  -  ■  +  On'^'n 

y.  =  ?ii«i  +  Pir^a  +  .  . .  +  ^„x„  (1)'" 


y»  =  h""!  +  ^»*«  +  - .  -  +  ^«n 
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il  qaale  ad  ogni  sistema  di  valori  finiti  delle  x,  ,  zi,  ,  ,„  ,  x„  fa  cor- 
rispondere nn  unico  BÌstetna  di  valori  finiti  delle  y,  ,  y, ,  ...  ,  y,  e 
reciprocamente,  aemprechè  il  determipante  del  Bìetema  eia  diverso 
da  zero.  Dnoqne  : 

Im  trasformazione  lineare  (l)  è  invertibile  univocamente,  cioè 
ad  ogni  siatema  di  valori  delle  *Ii  ,  »ii ,  • .  ■ ,  )]„_i  fa  corrispondere 
un  unico  aisiema  per  le  5i  >  5j  >  ■  ■  ■  i  5„-i  j  semprechè  sia  diverto 
da  zero  il  detertninanU  : 

CEi    a,  .  . . 


w 


6,  .  . .  8„ 
X,    X,  ...).„ 
formato  coi  coefficienti  dei  numeratori  e  del  comun  denominatore. 

1114.  Le  formolo  (1)'"  ci  danno  la  cosi  detta  softi^uztane  lineare 
omogenea  (cfr.  Gap.  V,  §  9o),  equivalente  alla  trasformazione  li- 
neare (1).  Il  determinante  (4)  ai  dice  (art.  472)  il  modulo  della  so- 
stituzione lineare. 

Nel  porre  le  (3)  si  è  supposto  Implicitamente  che  il  valore  dì 
x„ ,  da  prendersi  ad  arbitrio,  non  si  dovesse  perù  assumere  uguale 
a  zero.  Invece  nelle  formolo  (1)"'  nulla  ci  impedisce  di  supporre 
ac^  =  0  prendendo  al  tempo  stesso  per  x,  ,  a;, ,  .  . . ,  »„_,  altri  va- 
lori finiti  qualisivogliano;  poiché  a  questo  sistema  di  valori  delle 
X  corria pondera  sempre  nn  unico  sistema  di  valori  finiti  delle  y, 
e  quindi,  in  generale,  in  virtii  delle  (3)  un  sistema  di  valori  finiti 
e  determinati  delle  )J,  ,  1g ,  -  ■  ■  t  >i„,i. 

È  chiaro  che  questo  sistema  delle  >li  ,  li  <  ■  ■  . .  %-i  si  dovrà 
dunque  considerare  come  il  corrispondente  di  quel  sistema  di  va- 
lori cui  tendono  le  g,  ,  g, ,  . .  .  ,  ^„_, ,  quando  nelle  (3)  si  faccia 
tendere  x„  al  valore  zero  o  le  ic,  ,  x,  , . .  . ,  x„.,  a  certi  valori  fi- 
niti ben  determinati.  In  tal  caso  le  li  j  Si  i  ■  •  ■  >  in-i  tenderanno 
in  generale  a  valori  infinitamente  grandi,  nel  mentre  che  i  loro 
rapporti  tenderanno,  pure  in  generale,  a  limiti  finiti  ben  deter- 
minati. 

Di  qui  appare  manifesta  la  convenienza  di  applicare  le  formolo 
della  trasformazione  lineare  (1)  non  solamente  a  sistemi  di  valori 
finiti  delle  g  e  delle  i;,  ma  anche  a  sistemi  in  cui  le  $  o  le  ij  stano 
0  tutto  od  in  parte  infinite. 

EfTettivamente  si  vede  già  dalle  (1)  che  per  tatti  quei  sistemi 
di  valori  finiti  delle  %  per  i  quali  : 

X,|,  -t-  J,5j  +  .  . .  -^  X„_i5„_i  +K  =  ^r  (5) 

le  corrispondenti  >]  prendono  forma  infinita  o  indeterminata.  D 
teorema  dell'art.  lUSsulla  univocità  della  corrispondenza  stabilita 
fra  le  ;  e  le  12  dalla  trasformazione  lineare  (1)  sembrerebbe  dun- 
que dover  ammettere  dei  casi  di  eccezione.  Questi  casi  di  ecce- 
zione si  tolgono  però  completamente:  1°)  mediante  la  considera- 
zione di  valori  infinitamente  grandi  delle  ;  e  delle  >]  ;  2°)  mediante 
!  di  considerare  come   identici,   dal  punto   di  vista 
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della  trasformazione  lineare,  tutti  quei  siatemi  di  valori  delle  f, , 
?»>••->  ìn-i  "^^  traggono  origine  da  uno  atesao  sistema  di  valori 
Xj  ;Xj: .  . .  :Xj,, 

Cosi,  ad  esemplo,  per  n  =  3,  b1  dovranno  considerare  come  iden- 
tici, dal  detto  ponto  di  vista,  il  sistema:  «,=33,  f,=4  ed  il  BÌBtema: 
¥i=w,  ?j=3i  in  quanto  cosi  l'nno  come  l'altro  nascono  dallo  stesso 
sistema  omogeneo  : 

Xi  :  3^  :  ar,  =  1 : 0 : 0, 

In  effetto,  intendendo  con  x, ,  Xg  numeri  piocolisslmi  tendenti 
a  zero,  il  rapporto  Xjiscg  potrà  tendere  a  qualsiasi  valore  h  fis- 
sato ad  arbitrio,  bastando  prendere  a  tale  oggetto  x,  =  Ax,. 

1115.  È  importante  di  notare  esplicitamente  che  la  variabilità 
del  sistema  omogeneo  x,  :  x^  :  .  .  .  :  x„  deve  in  ogni  caso  limitarsi 
a  valori  Uitti  finiti  e  non  tutti  nulli  delle  x,  ,  X| , .  .  . ,  x„. 

Infatti  l'invertibilità  univoca  della  sostituzione  lineare  (1)'"  ha 
Inogo  perfettamente,  senza  che  sia  necessario  considerare  valori 
infiniti  delle  x  e  delle  y;  e  d'altra  pano  i  valori  finiti  delle  x  ba- 
stano a  generare  tutti  i  sistemi  di  valori  finiti  0  infiniti  delle  $. 
Quanto  poi  al  sistema  speciale  : 


=  0;0;. 


esso  può  escludersi  a  priori,  poiché  esso  viene  sempre  trasfor- 
mato in  se  stesso  da  ogni  sostituzione  lineare  (1)"'  di  modulo  di- 
verso da  zero.  Sappiamo  infatti  (art.  131)  che  ìl  sistema  di  equa- 
zioni : 

0  =  a,x,  -I-  a,X(  -1- . . .  -f  o„x„ 

0  =  PiX,  +  gjx,  +  . . .  +  ^„x„ 


non  ammette  altre  soluzioni  finite  oltre  la  soluzione  x,  =a;g  =  ... 
=  x„  =  0,  quando  II  determinante  del  sistema  è  diverso   da  zero. 

1116.  Se  /XEi  ,h  t  ■  ■  ■  >  ^n-i)  ^  '^i^*  funzione  intera  di  grado  m 
nelle  Si ,  ^  ,  ■  .  ■  ,  E„_i ,  eseguendo  in  essa  la  sostituzione  (3)  si  po- 
trà scrivere  : 

rtE.,i.,...,i^,)  =  <J,? ^) 

(6) 
g(»..» '',-1.''.) 


dove  ora  F  6  una  finzione  intera  ed  omogenea  di  grado  m  nelle 
x^  )  X, , ...  ,  x„  ,  o,  come  si  suol  dire:  una  forma  intera  del  grado 
m  nel  campo  n''"'  costituito  dalle  variabili  x^  ,  x^ , ... ,  x„. 

Qualora  si  considerino  soltanto  valori  finiti  delle  Ej ,  Eg , ... ,  5^_, , 
è  chiaro  che  l'equazione  ; 


A5,,S !^i)=0 
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cqaivale  all'equazione  : 

F(a;,  ,  a;, , . .  .  ,  x„)  = 
poiché  x„  dev'esBere  diverso  da  zero. 


1117.  Se  fì-a  1 
equazioni  : 


n— 1  incognite  ^i  ,  E|  > 


fi  =  0  ,  fi^O, 


■.^- 


=  0 


I  siano  date  n-I 


(I) 


risp.  dei  gradi  nt,  ,  m,  ,  .  .  . ,  tr„_,  ,  noi  sappiamo  (art.  1029)  che 
esistono  in  generate  (n,m,  . .  .  m„_,  sistemi  di  valori  finiti  delle 
ì,  , . .  .  ,  i,^^  che  le  soddisrano.  Per  quanto  si  6  notato  sopra,  bì 
potrà  dnnqne  sostitaire  al  sistema  (7)  il  sistema: 


• .  K-i  =  0 


(7)' 


in  cai  le  F,  ,  ...  ,  F„_j  sono  forme  intere  delle  a:,  ,  a-,  ,  ...  ,  x„_,  ,i, 
risp.  dei  gradi  m, ,  wii,-..,m„_,.  Ed  esisteranno  in  generale  nij7)t,...ro.„_, 
sistemi  distinti  di  valori  finiti  e  non  tutti  nulli  delle  x^-.x^:...  :ar„_,:i, 
che  soddisfano  alle  (7)'.  In  questi  sistemi  dì  valori  sarà  dunque  ìd 
generale  x„  diverso  da  zero.  Potrà  perù  accadere  nei  casi  parti- 
colari che  in  uno  o  in  piti  di  questi  sistemi  si  abbia  x^  -  0.  Ciò 
si  dovrà  considerare  come  un  indizio  del  fatto  che,  in  tali  casi, 
uno  o  più  degli  m^m^  . .  .  fn„.,  sistemi  di  valori,  generalmente  fi- 
niti, delle  E  che  soddisfano  alte  (7),  si  compongono  di  valori  infi- 
nitamente grandi  (cfr.  le  Note  del  §  6»,  Gap.  XIII). 

1118.  Quando  piti  sistemi  di  valori  delle  n  variabili  si  sottopon- 
gono alla  stessa  trasformazione  lineare,  tali  sistemi  si  dicono  co- 
gredienti  rispetto  alla  trasformazione  di  cui  si  tratta.  A  questo  ri- 
gnardo  è  importante  osservare  quanto  segue. 

Se  mediante  una  stesta  tostituzione  lineare 

Xi  =  a,X',  +  04X',  +  ...  +  a„X', 
X,  -  p,X',  +  ?jX',  +...  +  ^,X', 


^  XiX\  +  XjX',  +  ...  +  X„X'„ 


gli  n  tittemi  di  valori  delle  variabili:  z,  ,  z,  ,...,  x„  ;  Yi  >  y^  >—>  y»  ì— ì 
Z| ,  Zg  , ... ,  z„  ,  si  cambiano  riepettivamente  negli  n  tistemi  x', , 
x'g  ,1... ,  x'„  ;  y', ,  y'( , ... ,  y'„  ; ...  ;  z', ,  z'j , ...  ,  z\,  ai  hala  relaeione: 


»l   «1  -  «■ 

X',     x',  ...  x'„ 

y'i  y'i  -  T'» 

>,    ^-.-K 

z',     z',  ...  z'„ 

Infatti,  esegneudo  LI  prodotto  dei  due  determinanti  nel  secondo 
membro  colla  regola  del  prodotto  per  orizzontali  (art.  466),  si  ot- 
tiene evidentemente,  in  virtù  delle  ipotesi  fatte,  il  determinante 
scritto  nel  primo  membro. 
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Vot*  ed  Ea«rcìxL 

1.  Le  forinole  (1)  dell'art.  1111  danno  laoRo  ad  hdb  importaote  interpre- 
tallone  f;eometrica  qoalora  le  £,  ,  f,  ,  .  •  •  ,  Ìit~i  ^i  considerino  come  le  or- 
dÌDiuìe  coordinate  di  uà  punto  qnaJunque  P  di  nno  spasio  lineare  ttd»-l 
dimensioni  e  le  ig,  ,  ij^  ,  .  .  .  ,  )]|_,  oome  le  coordinate  dì  nn  punto  V,  cor- 
rispoDdente  al  primo  in  un  altro  Bpasio  analogo.  In  tal  gniB^  le  (I)  ci  rap- 
preaentano  la  coal  detta  traaformaiiotiB  projgUioa  più  generale  dell'  ano 
spatio  nell'altro. 

2.  Coal,  per  n  =  2,  ei  ha  1'  unica  foratola  : 

che  ci  rappresenta  la  oorrispoDdenia  proiettiva  più  generale  fta  i  punti 
di  dne  rette.  In  tal  caso  ^  potrà  rappresentare  la  distsDia  di  nn  punto 
qnalnnqne  F  della  prima  retta  da  un'origine  flssa  scelta  comunque  sulla 
retta  stessa  ni  ■^  la  distanza  del  punto  corrispondente  P*  dell'  altra  retta 
da  un'altra  oTifpne  fissa  sulla  medesima. 

La  orjrrispoDdenia  (A)  dipende  sostaniialmente  da  tre  soli  parametri, 
poiché,  dividendo  numeratore  e  denominatore  del  VS°  membro  per  t, ,  essa 
prende  la  forma  : 

E  +  » 

Sì  dimostri  in  base  a  ciò  ohe  la  oorriepondensa  projettiva  fra  due  rette  ' 
è  completamente  determinata  quando  si  conoscano  tre  coppie  di  ponti 
corrispondenti,  e  ohe  queste  si  possono  scegliere  ad  arbitrio,  semprechi  i 
punti  si  prendano  distinti. 

8.  Per  a  =  8,  si  hanno  le  formole: 

0.  B    .L  a  i:    j.  0. 

(B) 


i,i, +1,S, +  »,  '    "     li,S,+ !,!,  +  » 


che  ci  rappresentano,  nel  modo  più  generale,  la  corrispondensa  projettiva 
fra  due  piani  II  e  D'.  Basta  considerare  le  ^,  ,  ^,  come  le  ordinarie  coor- 
dinate cartesiane  di  un  punto  qualunque  P  del  piano  II  ed  q,  ,  i),  come  le 
coordinate  cartesiane  del  punto  corrispondente  F'  in  □'.  Da  quanto  si  b 
notato  all'art.  Itl2  set^ue  evidentemente  che  ndla  eorrUpondtnza projtUiva 
fra  i  due  piani  fi  e  TL  ad  ogni  ratta  di  R  corriiponderd  una  ritta  di  II',  ad 
ogni  contea  di  II  una  conica  di  II'  ecc.,  e  rKiprocamente. 

Le  formole  (B)  dipendono  sostanzialmente  da  otto  parametri.  SÌ  dimo- 
atri  come  lu  corrispondenza  projettiva  fra  due  piani  sia  perfettamente  de- 
terminata quando  si  conoscono  quattro  coppie  di  punti  corrispondenti. 

Si  dimostri  che  le  forme  dì  1*  specie  (punteg^i'^B  o  fasci  di  rette)  con- 
tenute nei  due  piani  n  e  Q'  si  coi-rispoudono  projettivamenta. 

Si  estendano  le  cenai  derasioni  fatte  al  caso  di  b=:8. 

4.  8e  alle  formole  (B)  sì  sostituiscono  le  equivalenti  : 

y^  =  «lic,  +  a,a:,  +  n,a;, 

tf,  =  P,!=i  +  ?rc,  +  %x^  (B)' 

ffa  =  Tfia'i  +  Yr».  +  T»a=s . 
ponendo  : 

a:,  :  a:,  :  a^  =  E,  ;  Ej  :  I     ,     ff,  :  y,  :  y,  =  )],  :  i],  :  1 , 
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Illa  tratlaKioiie  del  probloma  della  projettìvitA  pian  pr«:- 
samente  qnslli  ■tesai  vanlagf;'  che  si  hanno  in  generale  in  f^eoinatm  ut- 
litica  quando  alle  ordinarie  cartesiane  bì  soatituisoono  le  stesse  coiiiJ;- 
nate   cartesiane  rase  orin>gent». 

Cosi  z,  =  0  rappresenterà  l'equaxione  della  retta  aWinfinìto  dal  piiDbll 
ed  ìi,=  0  qudlla  del  piano  II',  ^i  deduca  per  meiso  delle  (B')  l'equiicit 
di  quella  retta  del  piano  II'  clie  corrisponde  alla  rett&  all'infinita  £ii 
plano  n. 

5.  Le  infinite  teme  di  valori  x,  :  x,  :  x,  si  possono  rappresentare  e»- 
metri oamente  coi  pnnti  di  un  piano  anche  in  un  altro  modo  più  generlt. 
fondato  talla  considerazione  del  cosi  detto  triangolo /ondameataie.  Sti,. 
tlj  ,  (J,  sono  le  distarne,  misurate  colle  opportune  oonveniioni  di  segno,  li 
un  punto  qualunque  P  del  piano  dai  tre  lati  del  triang'olo  fondamaatil'. 
ed  Al  ,  Af  ,  A,  tre  numeri  costanti  diversi  da  zero,  che  cioè  rastano  gì- 
BtesBi  qualunque  eia  il  punto  P,  si  pub  definire  come  terna  di  coordintie 
omogenee  del  punto  P  la  terna  : 

x,  :  Kj  :  a:,  =  h^di  :  k^d^  :  A,d,. 

È  ohiaro  cbe  i  (re  lati  del  triangolo  fondamentale  hanno  per  eqnaiiosi 
risp,  !B,  =  0  ,  X,  ^  0  ,  i,  =  0. 

L'interpretai  ione  geometrica  della  terna  di  valori  x,  :  a^  :  z,  mediuila  1* 
ordinarie  coordinate  cartesiane  reso  omogenee,  ai  può  dedurre  «mw  "m 
pnrlieclare  (o  meglio  come  un  caio  lìmite)  da  quella  generale  ora  eiposla: 
]")  supponendo  che  due  lati  del  triangolo  fondamentale  siano  fra  loro  or- 
togonali ;  2°)  prendendo  h^  =  l  ,  h,  =  l  ed  \  uguale  alla  reciproca  dell* 
distanza  dal  punto  di  incontro  dei  detti  assi  ortogonali  dal  terso  lato  dei 
triangolo  fondamentale;  &■>)  supponendo  finalmente  che  il  terzo  lato  si  al- 
.  lontani  a  dietanza  infimita.  In  tale  ipotesi  si  avrà  infatti  per  ogni  penti; 
P  del  piano  situato  a  distanza  finita;  limA,<{,  =  l  e  per  conseguenza: 

ìTj  :  Xj  :  Xj  =  d,  :  dj  :  1 . 

6.  Si  dimostri  che,  anche  interpretando  geometricamente  le  teme  di  ts- 
lori  z,  :  z,  :  X,  ed  n,  ■■y,:  j/t  nel  modo  più  generale  sopra  indicato,  le  far- 
mole  (B)  rappresenteranno  sempre  una  corrispondenza  proiettiva  &a  i  da* 
piani. 

7.  Designando  in  questa  rappresentazione  più  generale  con  a,  ^  t  ^'' 
angoli  del  triangolo  fondamentale  risp.  opposti  ai  Iati  x,=iO  ,  z,=0  ,  z,=0< 
si  dimostri  che  l'equazione  della  retta  all'infinito  del  piano  è  data  da: 

Sina         3in3         sin-f 

sempreohi  la  distanza  di  si  consideri  come  positiva  qaando   il   punto  P 

ed  il  triangolo  fondamentale  giacciono  dalla  stessa  parte  dal   lato  Zj=a- 

S.  In  conformità  di  quanta  ai  è  già  osservato  nella  Nota  1*,  lasostito- 

ff,  =  o„x,  +  a,^  -f  . . .  +  o,„a!„ 


si  può  interpretare  geometricamente  come  una  trasformazione  projettin 
dello  spazio  «,:«*:  .-  ;  Xk  nello  spazio  Vi  ■}/,■■  ■■■  :  t/^.  Supponendo  i  da« 
spazi  tovrappotti  e  i  loro  punti  rappreaentati  collo  atesso  aiatema  di  coor- 
dinate, È  chiaro  che  le  coordinate  X,:x,  ;...;*«  dei  jiunff  unifi  (corrìepon- 
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denti  »  ai  stesai)  doTranno  soddisfare  alle  condiiioni  : 
pa,  =  ai,x^  +  ajjtcj  +  . . .  +  a,„x„ 

pa:„  =  o„iX,  +  a,^j  +  . . .  +  (i„„a!„ 
per  un  certo  valore  opportuno  di  p  ;  ossia  alte  equazioni  : 
(''il  —  P)*i  +  "li^j  +  . .  •  +  a,„a:„  =  0 
««x,  +  (a„  -  p)xj  +  .  . .  +  atnX„  =  0 


o„,x,  +  a„^+  . . .  +  {a„„  —  p)x„  =  0 
1  possono  coesistere  (art.  481)  se  uon  quando 
a„-p     a„         ..-Oi„  =0, 


(6) 

E  questa  un'equazione  di  grado  n  rispetto  a  p,  la  quale  non  potrebbe 
essere  soddisfatta  identicamente,  poiché,  se  fossero  nulli  tntti  i  suoi  coef- 
ficienti, dovrebbe  in  particolare  essere  nullo  il  termine  indipendente  da  p, 
cioè  il  determinante  detta  sostitOEione  lineare  proposta.  Donqiie  tiiitono 
tempre,  anthe  nei  coti  parlicolarì,  a  e  tollanto  u  valori  di  p  cfta  loddii/ano 
al  problema. 

Per  ogni  siffatto  valore  di  p  il  sistema  (a)  darà  (art.  4B5)  dd  unico  sistema 
di  valori  di  X,  :  z,  :  ...  :  x„  semprechà  la  caratteristica  (art,  488)  della  ma- 
trice {b)  non  riesca  inferiore  ad  »  — 1;  oio6;  fa  trat/ormatione  proiettiva 
dello  epazio  X,  :  I,  :  ...  :  x„  in  li  itetio  ammette  in  generale  n  punii  unifi. 

9.  Può  accadere  però,  nei  casi  particolari,  che  per  uno  stesso  valore 
di  p  si  abbiano  infiniti  punti  uniti  z,  :  f,  :  .-.  :  x„.  Consideriamo,  ad  esem- 
pio, la  trasformaiione  proiettiva  piana,  cioè  la  sostitueione  : 

Vi  =  «ni^i  +  «!»=>'»  +  %1»=8 

Va  =  a^Xj  +  a^ax,  +  a„a;,  (e) 

Qualora  sia  possibile  determinare  un  valore  dì  p  per  il  qnate  non   so- 


=  0, 


(d) 


ma  siano  altresì  nnlli  tntti  i  determinanti  di  seeond'ordine  contenuti  nel 
determinante  Id),  e  soltanto  allora,  corrisponderanno  a  questo  valore  di  p 
infiniti  valori  di  «,:«,:  ...  :  x„  ;  poiché  allora  (art.  444)  due  delle  tre  equa- 

("il  -  P^Ci  +  ^ir^  +  Oij»s  =  0 
aa^x^  +  (a„  -  p)jsj -j-  a„3:,  =  0  (e) 

aj,a:,  -I-  OasiC,  -h  {a„  -  p)xg  =  0 
C&pitLLT.  —  Iilitutioni  di  anali»'  algebrica,  3.*  edii,  84 
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;  cosicché,  affinPht 


(«Il  -  P>=i  +  Oli* j  ■»■  «ir<^  =  0.  (fi 


In  questo  caso,  che  costi tnif.e  Ik  cosi  lìetla  omologia,  sono  dnnqne  punti 
aniti  tutti  kIÌ  infiniti  punti  della  linea  retta  (/),  che  prende  il  come  dì 
tuie  di  omologia. 

Il  valore  di  p  che  corrÌsi>ODde  a  questi  inGniti  ponti  sari  radice  doppi* 
dall' equ «li one  (fi),  poiché,  per  l'ipotenì  fatta  circa  i  determtDknti  di  u- 
cond'ordine  contenni)  in  (d),  è  chiara  che  per  questo  Talora  p  si  aiuialleii 
anche  la  prima  derivata  dell'equaxioDa  (d).  cioè: 

jOj,-p      a„         I  +  j   «11— P     «ij        I  +  I  "il— P     'hf       I  =  0- 

I    «it  «It-P  I        I    «Il  «M-P  1         I    «ti  «M-P  I 

Se  qoesta  radice  6  soltanto  doppia  e  non  tripla,  esisterà  poi  un  altra 
valore  di  p,  diverso  dal  precedente,  che  soddisfa  la  (d).  Per  questo  seconda 
valore  di  p,  non  potendo  più.  essere  nulli  tutti  i  minori  di  second'ordÌDe 
del  determinante  (d),  ftiacohè  altrimenti  esso  coinciderebbe  col  precedente, 
il  sistema  di  equazioni  Ce)  darà  una  sola  soluzione  x,  :  x,  :  a^  ,  cioè  un  al- 
tro solo  punto  unito  (centro  di  omologia), 

10.  Lasceremo  come  esercÌEÌo  al  lettore  di  trovare  le  coudiiioni  aecetaarie 
e  sufficienti  cai  debbono  soddisfare  i  coefficienti  ay  affinchè  la  sostila- 
liose  {e)  rappresenti  un'oiaolojta,  eliminando  l'incoguìta  p  fì-a  le  cquaiioni: 

I   '^1  ^13   \~^  t      j   "il  ~  P     '^15    I  =  ()  1  ■  •  ■ 


"13    i 


«M    I 


e  di  determinare,  mediante  la  risolntione  di  nn'eqnaEione  di  1*  grado,  le 
coordinate  del  centro  di  omoloffia. 

Besterebbe  il  caso,  ancor  più  particolare,  in  cai  1»  matrice  (J)  aveus 
per  caratteristica  0. 

In  tal  caso  però,  dovendosi  avere  : 

ay  =  0    per    t  2  ;  ,  a„  =  o„  =  Ojj  =  p , 
la  sostitnsione  (e)  si  ridurrebbe  ad  : 

yi  =  P»i    .    yj-pa:»    .    y»  =  pxa, 

cioè  tatti  i  punti  del  piano  sarebbero  punti  uoiti. 

11.  Si  applichi  lo  stesso  metodo  ora  adottato  allo  stadio  dei  casi  pir- 
ticolarì  che  si  possono  presentare  per  ì  punti  uniti  della  trasformaiiose 
projettiva  dello  epaiio  z,  :  z,  :  x,  :  x,  in  sé  stesso. 

12,  Si  dimostri  che  se,  in  una  forma  algebrica  data,  i  coaffioienti  delle 
più  alte  potense  delle  variabili  non  sono  tutti  diversi  da  lero ,  si  pn6 
sempre  trasformare  linearmente  la  forma  data  ia  un'altra  chs  abbia  qa*Ì 
coefficienti  tatti  diversi  da  caro. 
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-  Sliteml  ooDtrogred lenti  —  Traiformatlone  lineare 
di  nna  forma  lineare. 


1119.  Sia  data  la  sostituzione  lineare: 
a?!  =  rt,,*',  +  a),a:',  +  . .  .  + 


a;»  =  a„,x\  +  a„jx'a  +  .  . .  +  a^x\ 

Indicando  al  solito  con  A^;  1'  aggianto  di  a^^  nel  determinante 
4-2±a,,a„..  .o„„,  e  ponendo  per  brevità: 

«.  =  ^.  w 

le  forinole  (I)  risolute  (art,  426)  rispetto  alle  x\  ,  . . .  ,a^„  pren- 
dono la  forma  equivalente  : 


Se  nelle  relazioni  equivalenti  (I)  ed  (I)'  si  ecambia  dappertatto 
i^-  con  ajf  ed  x'f  con  x,  per  tutti  i  valori  di  i  ed  j,  si  ottengono 
e  eoBtiiuzionl  : 


TO' 

.  +  a„„o;„  I 
ea 

X,  =  diix',  +  ai,a;',  +  . .  .  +  oti»!";'»  ) 

w 

ar„  =  a,,a:',  +  a„ja:',  +  .  .  .  +  a^!c'„  ) 
le  qnali,  come  b  chiaro,  saranno  del  pari  fra  loro  equivalenti. 

1120.  Ciò  posto,  la  sostituzione  lineare  (II),  i  cui  coefficienti  si 
deducono  da  quelli  di  (I)  mediante  le  (l),  si  dice  controgredienU 
alla  (I).  E  se,  dati  due  eìsteuii  di  valori  delle  n  variabili,  uno  di 
essi  si  trasformi  mediante  la  (I)  e  l'altro  si  trasformi  invece  me* 
diante  la  (U;,  si  dirà  che  essi  sono  due  aiitemi  (o  serie  di  varia- 
bili) controgredienti. 

Poiché  in  luogo  della  sostituzione  (II)  si  può  anche  prendere 
la  equivalente  (II)',  si  vede  che  la  aoatittizione  contro gr ediente 
ad  (I)  ai  può  anche  ottenere  facendo  rttotare  nella  (I)  la  matrice 
dei  coefflcienli  di  180"  intorno  alla  diagonale  principale  e  ecam- 
biando al  tevtpo  etetso  le  x  colle  x'. 

1121.  Se  questa  stessa  regola  si  applica  alla  (II),  A  chiaro  ohe, 
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come  sostitazEone  controfrrediente  alla  (II)  si  trova  la  (I)'.  Uà  qne- 
st'altima  è  equivalente  alla  (I).  Qnindi  come  la  (II)  è  controgre- 
diente  delia  (I),  cosi  la  (1)  è  la  controgrediente  della  (II). 

1122.  TeoBBUA.  —  j^e  due  ilstemi  controffredienti  x,  ,x, ,-.  ,x„ 
ed  u,  ,  Hj  ,...,  n„  ai  trasformano  riàpettivamente  in  x\  ,  x'j  ,...,  x'„ 
ed  u  1  ,  q',  ,...,  a'„ ,  ti  ha  la  relazione  : 

x,n,+x,u,+  ...  +x„n„=x'ju'i+x',u'j+  ...  +x'„u'„.  (2) 

Si  banno  infatti,  per  il  supposto,  le  relazioni; 

ac,=a,,a:',+  a,ja!'j+  ...  -ia^fX'^  ,  U|=ai,u',+C[,,u',+  ...  4-«j„m'b 

a:„=a„,a^,+a„,«',+ ...  +ct„„«'»  ,  «„=a„,u',+o[„,t*'(+,..+n.„w'„ 
dalle  quali  ei  deduce  : 

3!,«,+!Cjtt,+  ...  +«„»„= 

cioè  appunto  la  (2),  poiché  : 

er„a,j+aj(a,j+...+<i„ja„(=l     ,    o,ia^,+a^n(y+...+a„ia„j=0. 

1123.  Se  in  una  forma  lineare  «,a!,+Wja',+ ...  +Wj,ie„  si  fa  la  so- 
stituzione (I),  sL  trova,  ordinando  11  risultato  rispetto  alle  nuove 
TarìaMIi  ^i  ,x\,  .  .  .  ,x\: 

«,a;,  +  «,a;,  -I- . . .  +  u„!r„  =  u\x\  +  tt'ji'j  +  . . .  +  «'„a:'„ , 
dove: 


=  Oln"l  +  "ìb"»  +  ■■■  +  «»» 


cosicché  il  legame  fra  i  primitivi  coef&cienti  u,  , . . . ,  u^  e  i  coef- 
ilcienti  trasformati  n',  , .  .  . ,  u'„  paò  essere  espresso  dalla  sosti- 
tuzione (II)',  quando  in  luogo  dello  x  si  pongano  le  u  e  in  Inogo 
delle  x'  le  u'. 

Dunque:  se  una  forma  lineare  si  trasforma  mediante  una  so- 
stituzione lineare  delle  variabili,  i  coefficienti  della  forma  trasfor- 
mata si  deducono  da  quelli  della  primitiva  mediante  la  sostittt- 
zione  lineare  controgrediente  a  quella  eseguita  sulle  variabili  pri- 
mitive. 

TtotM  ed  Eiercisi. 


1.  Fra  la  sosti tTiiioni  lineari  hanno  una  speciale  importania  quelle  cbe 
godono  della  proprietà  di  essere  con trofcredi enti  a  so  stcase.  Queste  so- 
atituzioni  lineari  ooincidono  oolle  cosi  dette  sostitucioni  orUgonali,  di  cui 
avreino  ad  oocnparci  fra  poco  (g  4°). 
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2.  Si  ponfifa  meDts  a  non  confondere  la  soBtituiioQs  i 
alla  (t),  ohe  è  espressa  dalle  (II),  colla  soetiiuzione  invtrii 
è  espressa  ioTeoe  dalle  : 

x^  =  a^fX'j  +  aj,x'j  +  .  .  .  +  fi[„ia:'^ 


X^  =  «inX'j  +  a^„x'f+  . 
>  dalle  forinole  eqniTalenti  : 


(III) 


(HI)' 


-,»*.  +  ■ 


fl  bì  dice  invena  della  (I),  parche,  se  dopo  aver  eseguita  la  (I)  si  es0}^B 
la  (III),  latte  le  Tariabìli  ripigliano  il  loro  primitivo  valore. 

8.  Essendo  S  ana  aostituzione  lineare  qualunque,  si  dimostri  che  l'in- 
veria  delta  eotUrcgreditntt  di  S  toineidt  eolia  eonlrogrediaUt  deU'inverio  di  S. 

§  3.°"  Trasformai  Ione  lineare  di  nn»  forma  quadratica. 
Legge  d' Inerxla. 

1124.  Una  forma  quadratica  f{xj  ,  Xj  , ...  ,  x„),  cioè  una  funzione 
intera  ed  omogenea  del  secondo  grado,  delle  n  variabili  x, ,...,  x„ , 
si  rappresenta  spesso  con  : 

a,,a;,*+<ijyBB*+  ...  +a„„a:„*+2a,ja;,a:j+2a,jX,a;j+  ... , 

cosicché  si  può  anche  scrivere  più  brevemente: 


f(x^,Xi,..  .,a:„)=22]'^< 


convenendosi  di  ritenere  a^j  =  aj;. 

1125.  È  importante,  per  ciò  che  eegne,  di  notare  che  se  i  coef- 
ficienti a,j  ,  Hjj  ,  ...  ,  a„„ ,  dei  quadrati  delle  variabili,  ìono  tutti 
od  in  parte  nulli,  ai  può  sempre,  mediante  un'opportuna  sostitu- 
zione lineare,  trasformare  la  forma  quadratica  in  un' allraf  per 
la  quale  essi  siano  invece  tutti  diversi  da  zero. 

Infatti,  se  nella  forma  quadratica  /(x,  ,  a;,  ,  ...  ,  a;,,)  si  esegua  U 
sostituzione  lineare  : 

a;,  =  a,a;',  +  ^^x\  +  . .  .  +  X,a!'„ 

x„  =  a„x\  +  ^„x'g  +...-(-  X„a!'„  , 

si  trovano  risp.,  come  coefficienti  di  se',* ,  a;',* ,  ...  ,  x'„* ,  le  quan- 
tità: 

««. ,  « ,  O ,  ffli ,  f, ?.) ,  - ,  nK ,  \ ,  - ,  K) 
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Se  ora ,  per  o^i  sistema  di  valori  delle  a  ,  ^  , ... ,  l ,  almeDO 
una  di  qneste  quantità  riuscisee  ngaale  a  zero,  è  chiaro  cbe  al- 
meno ava.  dì  esse,  p.  es.  la  /(a,  ,  (x^  , ...  ,  a!„),  dovrebbe  annullarsi 
identicamente  (cfr.  Gap.  VI,  §  I")  per  gl'infiniti  sistemi  di  valori 
delle  «j  ,  «j  , ...  ,  a„.  La  forma  quadratica  (1)  dovrebbe  quindi  es- 
sere identicamente  nulla,  cioè  essere  nulli  tutti  i  suoi  coeflQcieuii 
Ufi  ,  ay. 

1126.  Teorema.  —  Ogni  forma  quadratica  ccn  n  variabili  è  iden- 
ticamente uguale  alla  tomma  dei  quadrati  di  k  forme  lineari 
(k  <n),  fra  toro  linearmente  indipendenti,  composte  colle  stette  va- 
riabili. 

Sia  infatti  V(x,  ,  k,  ,  ... ,  x„)  la  data  funzione  omogenea  e  di  se- 
condo grado  delle  n  variabili  a;,  ,  sr^  ,  ...  ,  a;„. 

Cambiando,  ove  occorra,  lo  i,  , ... ,  x„  in  altre  nuove  variabili 
Vi  I  !/ì  I  ••■  >  Vn  mediante  un'opportuna  sostituzione  lineare,  potremo 
ritenere  (art,  1125)  che  il  coefaciente  di  y,'  sia  diverso  da  zero, 
cosicché  la  V,  ordinata  secondo  le  potenze  di  y, ,  sarà  della  forma: 

V  =  Pj,,»  -t-  2Qff,  -I-  R 

dove  P  6  una  costante  diversa  da  zero ,  Q  una  funzione  lineare 
omojireDea  ed  R  una  funzione  omogenea  del  secondo  grado  delle 
rimanenti  variabili  y»  ,  y, ,  ... ,  y„.  Si  potrà  quindi  scrivere  iden- 
ticamente : 

cioè  : 

V  =  [?(ff, ,  y, , ... ,  y„l)'  +  W(y,  ,  y,  , ... ,  y  J  , 

dove  tf  è  una  semplice  forma  lineare  e  W  è  una  forma  quadra- 
tica che  contiene  Boltnnto  le  y,  ,  y^  ,  ...  ,  i/„. 

Qualora  i  coeÉBcienti  di  y^'' ,  y^^  ,  ...  ,  y^"  nella  W  riescano  taui 
eguali  a  zero,  si  eseguirà  un'  ulteriore  sostituzione  lineare  delle 
ì/i  >  J/b  f  "•  '  l/n  '"  altre  variabili  z,  ,  z^,  ...  ,  z„ ,  ponendo  y,  =  ^i  e 
trasformando  le  y^  ,  i/i , ..- ,  y,  nello  z^  ,  z^ ,  ...  ,  z„  in  modo  che, 
fatta  la  sostituzione  in  W,  il  coefficiente  di  2^*  riesca  diverso  da 
zero.  Si  otterrà  cosi  per  V  un'espressione  della  forma: 

y  =  !+(«, ,»,,...,  «.)]■  +  v,(., ij 

dove  i}i  è  una  forma  lineare  col  coefficiente  di  s,  diverso  da  zero, 
e  V,  una  forma  quadratica  in  cui  è  diverso  da  zero  il  coefficiente 
di  3j*;  cosicché  si  potià  poi  scrivere,  come  si  è  fatto  sopra  per  V, 


^Ah ,  H . 

-.'. 

'[■A',,', i,)l'  +  v.(»,,^ 

Sì  ba  COBI  : 

T=[4.(z,  ,  z. 

.  «a  .  ■ 

,  'n)nW, ,  ^, ,  -  ,  ».)1'+T,(j 

o 

e  anche  qui  si  potrà  ritenere  clic  il  coefficienie  di  z,'  in  Vj  sia 
diverso  da  zero;  poiché  in  caso  contrario  basterà  porre  ^^^z\. 
Z3  =  z\,  e  completare  la  sostituzione  mediante  un'opportuna  so- 
stituzione lineare  delle  Zg  , ... ,  z„  nelle  z',  , ... ,  e'„. 
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Cosi  procedendo  si  piangerà  evidentomeiite  ad  an'  espressione 
della  forma: 

V(a:, ,  Xj  , ...  ,  a!„)^(a,X,+a,X,+ajXs-t-  ...  +a„X„)» 

+(6,Xj+6jX,+  ...  -(-6„X„)H(c3Xs^-  ...  +c„Xj» 


■)-(rfjXfc+di^,Xt^t+  ...  +d„x„y 

in  cui  i  k  coefficienti  «i  ,  &j  ,  Cg  ,  ■.■ ,  d^  ,  (k^n)  sono  tatti  diversi 
da'  zero  e  in  cui  le  varìabili  X, ,  ... ,  X„  sono  legate  alle  x^ ,...,  x„ 
da  una  sostituzione  lineare  che  è  la  risultante  (cfr.  art.  473)  di 
tutte  le  successive  sostituzioni  eseguite  nel  processo  di  calcolo  da 
noi  indicato. 

Bimettendo  in  luogo  delle  X,  ,  ...  ,  X„  le  loro  espressioni  nelle 
aij , ... ,  x„  ,  verrà  : 

a,Xj  +  fljX,  + +  a„X„  =  9,(a;i  ,  a:,  ,  ... ,  a:„) 

6.X,  + +  6„X„  =  ^,{xi  ,  X,  ,  ... ,  x„) 


djXj  +  ...  +  d„X„  =  =»(cc,  ,  Xj ,  ...  ,  xj  , 

essendo   le    9^ , ...  ,  5^   delle    forme   lineari  fra  loro  indipendenti 
(art.  448)  ;  poiché  la  caratteristica  della  matrice  : 


0     0    0    d»    .  .  .     rf„ 

è  evidentemente  uguale  a  k  (cfr.  art.  443  e  448). 
Abbiamo  cosi  raggiunta  l' espressione  : 

V(a!,  ,...,  x„)=[?i(a:,  ,...,  a:J]»4  [?,(a;,  ,...,  a:„)]*f ...+[?»(!!;,  ,...^„)]» 

che  è  precisamente  della  forma  enunciata  nel  teorema. 
1127.  Se  poniamo,  come  all'art.  1124, 

V(x, ,  X, ,  ... ,  «J  -  j;  ^«o-a^i^i  -  (1) 

si  avrà,  per  ogni  forma  quadratica  V,  un»  matrice   quadrata   di 
coefficienti  : 

a,i     a„     ...    a,„ 

«(,  =  »;<.  (2) 


che  si  chiaroorà  la  viatrice  della  forma  V. 
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La  caratteristica  della  matrice  (2)  coincide  col  Dimiero  k  [k^n] 
del  teorema  testé  dimostrato  (vedi  la  dimostrazione  nelle  Note). 
Qui  ci  occapercmo  soltanto  del  sno  determinante  : 

4=5±«„a«---o„„  (3) 

che  si  chiama  il  discriminante  della  forma  V. 

1128.  Se  la  forma  quadratica  (I)  sia  stara  rappresentata  come 
la  somma  di  n  quadrati  : 

V=CC),a!,+c,yr,+  ...+Ci„a;„)'4...+(c„,a;,+c„ja:,+...+c„„a:J*,     (4) 

si  avr&  pel  coefficiente  Oij  l'espressione: 

oy  =  c,iC^;  +  CjiCjj  +  . . .  +  c„,c„j ,  (6) 

d'onde  segue  immediatamente  (art.  466): 


e,,  . 


1129.  Affinchè  una  forma  quadratica  con  n  variabili  ti  posta 
esprimere  come  somma  di  k  quadrati  ài  forme  lineari  ,  essendo 
k  <  n,  ^  necessario  e  sufficiente  che  sia  nullo  il  suo  ditcriminanle. 

Infatti,  se  la  forma  quadratica  V  si  può  esprimere  come  una 
somma  di  quadrati,  il  cui  numero  eia  inferiore  ad  n,  si  potrà  nel- 
l'espressione  (4)  ritenere  c„,  =  c„,=  ...  =  c„„  =  0  ;  e  allora  la  (:*)' 
ci  dà  evidentemente  A  =iO. 

Supponiamo  reciprocamente  che  sia  1  =  0.  La  (3)'  ei  dice  che 
sarà  anche  : 

2  ±  CiiCji  •  •  •  <:«»  =  0 . 
diguisachè  le  n  forme  lineari: 

Ci,a:, ■)-CijXj+  ...  +c,„a;„  , ... ,  c„,x,+c„jXj+  ...  +0,^3!, 

saranno  (art.  443)  fra  loro  dipendenti.  Non  è  dunque  possibile,  se 
1  =  0,  di  esprimere  V  come  somma  di  n  quadrati  di  forme  lineari 
indipendenti;  eppcrò  l'espressione  corrispondente  al  teorema  del- 
l'art. 1126  si  comporrà  necessariamente  di  un  numero  dì  quadrati 
inferiore  ad  n. 

1130.  A  complemento  di  quanto  si  è  dimostrato  all'art.  1126  si 
consideri  il  caso  in  cui  la  forma  quadratica  V(a;,  ,  a:,  ,  ... ,  xj  ab- 
bia i  suoi  coefficienti  tutti  reali.  Uno  qualunque  dei  quadrati, 
nella  cui  somma  si  b  decomposta,  avrà  la  forma: 


(Vpa 


Q, 


^/P,/' 


■^  (6) 


essendo  Q,-  una  funzione  lineare    a    coeMcienti   reali   delle   : 
Z;^.. , ... ,  2„ ,  e  Pj  una  costante  reale  diversa  da  zero. 
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Se  Pj  è  an  nnmero  positivo,  sarà  dunque  (6)  il  quadrato  di  nna 
fanzionc  iinciire  a  coefficienii  reali.  Se  invece  P^  è  nepalivo,  si 
potrà  scrivere  : 

onde  (6)  sarà  in  tal  caso  il  quadrato  di  una  funzione  lineare  a 
coefficienti  reali  preso  col  segno  negativo. 

Si  potrà  dunque  porre,  quando  V  ha  i  coefficienti  reali: 

V(x,  , ... ,  x„)=Xi*+X,»+  ...  +X^*-Y,*-Y,«~  ...  -Y/,        (7) 

essendo  le  X  e  le  Y  funzioni  lineaH,  fra  loro  indipendenti  e  a 
coefficienti  reali,  delle  x,  ,  ...  ,  x„ ,  ed  aven'^osi  in  ogni  caso  i+li<D. 

1131.  La  rappresentazione  di  una  data  funzione  Y  sotto  la  for- 
ma (7)  si  potrà  fare  in  molti  modi  diversi ,  come  già.  apparisce 
dalla  stessa  dimostrazione  deil' art.  1126.  Però,  comunqtte  ai  varii 
la  decomposizione  in  quadrati,  i  due  numeri  i  ed  h  restano  sem- 
pre gli  stessi.  Questo  importante  teorema,  conosciuto  sotto  il  nome 
di  legge  d'  inerzia  delle  forme  quadratiche,  è  Stato  da  Jacobi  di- 
mostrato nel  seguente  modo. 

Siano  : 

V  =  X,*  +  Xj»  +  ...  +  Xì'  -  Y,*  -  Tj*  -  ...  -  Y^' 

V  =  U,*  +  Uj*  +  ...  +  U/  -  H,*  -  H,«  -  ...  -  Hfc' 

due  diverse  rappresentazioni  della  etessa  forma  quadratica  V.  Si 
avrit  identicamente  : 

X,*+...+X,»+H,«+...-l-Hj»=D,*+...+U/+Y,»+...+Y^'.  (8) 

Di  qui  segue  che  tutti  i  sistemi  di  valori  reali  delle  variabili 
X)  ,  ic,  ,  ... ,  x„  che  soddisfano  alle  i+k  equazioni  lineari  : 

X,  =  0  , ...  ,  X,  =  0  ,  H,  =  0  , ... ,  Hj  =  0 ,  (9) 

suddìsferanno  anche  alle  equazioni  : 

U,  =  0  ,  ... ,  Uj  =  0  ,  Y,  =  0  ,  ... ,  Y^  =  0  (10) 

e  reciprocamente  ;  poiché  dalle  (9)  segue  in  viriti  dell'identitii  (8) 

U,*  +  ...  +  U/  +  Yi*  +  ...  +  Y^»  =  0 

ed  una  somma  di  quadrati  di  quantità  reali,  e  quindi  di  parti  tutte 
positive,  non  potrebbe  essere  nulla  senza  che  lo  fossero  tutte  le 
singole  parti. 

Ciò  posto,  supponiamo,  se  è  possibile,  che  si  avesse  p.  es.  j>i. 
Poiché  il  sistema  <9}  ha  per  conseguenza  necessaria  il  sistema  (10), 
esso  avrà  altresì  per  conseguenza  necessaria  il  sistema  r 

U,  =  0,...  ,Uj  =  0,H, -0,...,H,  =  0  (U) 

Capklli,  —  IntUiaiotii  di  analiai   algebrica,  U.*   udU.  Uà 


lyCoOt^lc 


—  674  — 

di  cai  le  prime  .;  equazioni  fanno  parte  del  sistema  (10)  e  iealiT'^ 
appartengono  allo  stes&o  sistema  (9).  II  sistema  (11)^  die  si  coio 
pone  di  j-\'k  equazioni  fra  loro  indipendenti  (art.  44K>,  è  danuse 
conseguenza  necessaria  delle  i+fc  equazioni  (9).  Dev'  essere  dnii- 
que  (art.  ibi):  j+k^l  ^k,  cioè  j<i,  contraiiamentc  all'ipotesi  fanr 
Assolutamente  allo  stesso  modo  si  dimostrerebbe  che  k^k  ci 
A<fc,  d'onde  k  =  k. 

Vot»  ed  Eseroisi. 

1.  Esprimere  gotto  forma  di  una  BOmmn  di  quadrati  U  funijoni  di  ira 
Tarimbili  : 

xff  +  )/s  V  sx  ,  xy  +  2yz  +  Szx  , 

2.  Dimostrue,  mediante  l'art.  1129,  che  affinchè  la  conica  rappresentai» 
dall'  equa  ni  OH  e  : 

si  spelli  in  due  rette,  è  necessario  e  «ufficiente  che  ai  annulli   il  discrì- 
minante  del  primo  membro. 

8.  Biiendo  (art.   1126),  ptr  k^n: 


fi  =  a„x,  +  7j,Xj  +  ...  +  a,„x„ 

tono  k  forme  liruari  indipmdtali,  il  «wnwra  k    è    ugual*    tUla   earatleritlita 
dtUa  malrie«  di  V. 

Invero,   se  si   deriva  la  (1)  snccessivamente  rispetto  a  ciascuna  delle 
X,  ,  .  .  ,  x„,  e  si  divìde  per  2,  si  ottenKono  le  identità  : 

a,,a:,4o,^+  ...  +a,,a;„=ai,7,+aji?j+  ...  +ajii9p, 


dalle  quali  appare  che  le  n  forme  lineari  : 

V,  =  a^x,  +  afjKg  +  ...  +  n(„a:„  ,  i=l,  2, ... ,  » 

si  esprimono  come  oombinaiioni  lineari  di  eole  k  variabili  indipendenti, 
ciod  delle  f <  <  ft  <  .-  i  9X  l  cosicché)  la  caratteristica  del  loro  eintema,  cioè 
appunto  la  caratteristica  di  V,  deve  coincidere  colla   caratteristica   dalla 


appuntii  nguale  n  k  p<-r  la  presupposta  indipendenza  delie  9,  .f,r"- ri- 
Se  In  canili  eristica  di  una  fonna  ciuadratìua  V\x,  ,  ..  ,  a„)  è  npwlif 
I  1;  <  n,  si  può  diro  che  la  forma  V  dipende  eittHrialmeitU  da  boI«  t 
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vaiiibili.  Segne  infatti  dal  teorema  deJla  unta  precedente  che  le  6  il  mi- 
DÌmo  numero  di  v&nabili  da  cui  si  può  far  dipendere  V  mediante  an'op- 
poituna  sostituzione  lineare  della  x^  ,  ...  ,  x^. 

5.  É  assai  interessaiite  l'interpietaiione  geometrica  del  valore  della  ca- 
ra tteiis  ti  <Hi  di  V(i,  ,  z,  ,  a-,  ,  Xi)  in  rapporto  alla  suporficie  dal  second'or- 
dina  definita  dall'equazione; 

V(a:,  ,  a;j ,  a:,  ,  kJ  =  0  (2) 

in  cui  Zj  :  z,  :  X,  :  x^  rappresentano  le  ordinarie  coordinate  omogenee  di  un 
punto  dello  spazio. 

a)  Affincki  la  tuptrficìe  (2)  dtgtatri  in  due  piani  coiacidtnti,  è  nccatfario 
e  tugiciente   cht  aia  k  =  1. 

Infatti  ,  dire  ohe  la  superficie  {'1)  de|tenera  in  dae  piani  coincidenti, 
equivale  a  diro  che  la  V  è  un  quadrato  esatto,  e  reciprocamente. 

b)  Agnelli  la  tuperficle  (3)  li  riduca  a  due  piani  fra  loro  diitinti,  è  n«- 
eenario   e  »vffintnU   che  «io  k  =;  '<:. 

Infatti,  su  la  superfinio  (2)  si  rìduoe  a  due  piani  dittinti,  si  avrà  iden- 
ticamente V  =  M.v,  essendo  u  e  v  due  forme  lineai'l  indipendenti.  Si  potrà 
dunque  porre  tdonticamente  : 

".^[f,]' -[?,!'  (6) 

E  le  f  [  ,  (p,  al 
certo  valore 

u  -Vv  =  \{u  -  v) , 
se  ne  dedurrebbe  : 

(1  -  ).)«  +  (1  +  X)t)  =  0  , 

cosicché  )e  u  e  1)  non  sarebbero  indipendenti,  contro  il  inpposto.  Si  ha 
dunque  fc  =  2. 

Baci procam ente,  se  k  =  2,  auseisterft  un'espressione  della  forma  (C)  con 
7,  e  9,  indipendenti;  unde  si  avrft: 

"  =  (»,  + ?,)(?■ -fi), 

cioò  lo  spozzamento  della  superficie  in  due  piani  distinti. 

e)  Affinehi  la  itiperffcie  (2)  degeneri  in  un  confi  tenta  ridurti  al  Hitenta 
di  due  piani,  i  nscMiario  e  tufficiente  che  ita  k  =  S. 
Invero,  per  k  =  S,  l'equazione  (i)  prenda  la  forma: 

M"  +  W  +  W  =  o  (3) 

dalla  quale  appare  facilmente  ohe,  se  P  6  il  punto  comune  ai  tre  piani 
f  I  -  0  ,  9,  =  0  ,  9j  =  0  e  Q  un  punto  qualunque  della  (8),  ogni  altro  punto 
della  rotta  OQ  starà  del  pari  sulla  (3).  I<a  (ti)  rappresenta  dunque  un  luogo 
di  rette  vucenti  dal  punto  P,  cioè  un  cono. 

Beciprocamente,  se  la  (2)  rappresenta  un  cono,  non  è  possibile  she  eia 
k  =  4,  cioè  non  è  possibile  dare  alla  (2)  la  forma  : 

[?.]'  + W  +  fel'  +  [?.l'  =  o  W 

essendo  le  f  fra  loro  indipendenti.  Infatti,  se  A,  ,  A,  ,  A,  ,  A^  siano  i  -va- 
lori che  assumono  risp.  le  ^  quando  si  sostituiscano  in  esse  la  coordinate 
del  vertice  del  cono,  un  punte  qualunque  del  cono  non  eotamento  dovrà 
soddisfare  alla  (4),  ma  anche  all'equazione: 

[A,  +  5,]'  +  (A,  +  5,1>  +  [A,  +  ,,)■  +  |A.  +  ,,]'  =  0,  (6) 
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soddisfarò  Altresì  all'equAtione  di  1°  grado: 

A,9,  +  A,?,  +  Aj?,  +  A,5j  =  0 
il  ohe  è  io  oontrkddiiiono  aoll'ipoteBÌ  che  il  cono  uuu  dc^nerì  io  pisB 
A  meoo  che  eia 

A,  =  0  ,  A,^0  ,  Aj,  =  0  ,  At=0. 

Ha  ancb«  ciA  è  impossibile  (art.  461),  essendo  diverso  da  zero  il  detnrn 
nante  delle  f,  che  si  sono  supposte  indìpondenti. 

§  4.0  —  Sottltaxtonl  ortOBonalI. 

1132.  Una  sostitoziono  lineare: 

X,  =  a,iff,  +  o„ff,  f  .  .  .  +  a,^„ 


si  dice  ortogonale  quando  in  virtù  di  ensa  si  ha  fra  le  variabili 
primitive  e  le  trasformate  la  relazione  : 

a:,'  i-  V  +  ■  •  •  +  a^a*  =  »/  +  y»*  +  -  ■  •  -^  Un-  (2) 

Le  condizioni  necessarie  e  safftcienli  affincliè  la  (1)  sia  ortogo- 
nale, si  ottengono  dnnque  sostituendo  in  (2),  in  luogo  delle  x,  le 
loro  espressioni  (I),  ed  ugua>;liando  quindi  (art.  484)  i  coefficienli 
delle  stesso  potenze  y^*  e  de^li  stessi  prodotti  y^j/j  nei  due  membri 
delle  (2).  Si  trovano  cosi  i  due  sistemi  di  condizioni  : 

aija„-fa(,aj(+  ... -|-a,„(i„i=l,        per  t=l,  2,...,n.         (3)' 

1133.  Da  queste  relazioni  segue  facilmente  clic  il  quadrato  del 
modulo  di  una  sogtittizioue  ortogonale  è  uguale  all'unità. 

Eseguendo  infatti  questo  quadrato  colla  regola  del  prodotto  ptr 
verticali,  Bì  Ottiene  : 

la,,     a,.  .  .  .  a.„    ■     '1     0  ...  0    ' 


lo    0  .  .  .  l 


1134.  Moltiplicando  le  (l)  risp.  per  a,{  ,  a^j  ,  ...  ,a„i,  e  sommando 
quindi  membro  a  membro,  si  ottiene  in  virtti  delle  (3)  e  (3)': 

o,,»!  +  a^x^  +  . .  .  +  «,(«„  =  yj ,  (5) 

cioè;  la  tostituzione  ortogonale  (1)  risoluta  rispetto  alle  y,  è: 

y,  =  «„x,  +  a„x,  +  . . .  +  a„,x, 

(6) 

y«  =  "iB^i  +  aiK*»  +  .  .  .  +  a„„x„. 
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1135.  Sostituendo  queste  espressioni  delle  j/j  nelle  (2)  e  identi- 
ficando rispetto  alle  Xf,  come  poco  fa,  si  ottengono  le  seguenti 
relazioni  : 

a„Oin  +  a,-,aj,j  +  .  . .  +  a(„aj„  -  0,     per  isk         (7) 

a,iOii  +  aiiif»  +  . .  .  +  ai„a,„  =  1.  (7)' 

Si  vede  dunque  che  :  il  sistema  di  equazioni  (3)  e  (3)' ,  fra  ì 
numeri  Sy ,  ha  per  conseguenza  necessaria  il  sistema  (7) ,  (7)'  e 
ree  iprocam  ente. 

l  ló)6.  Indicando  con  e  il  valore  (=±1)  del  deterniÌDanteS=^aii'iji"a„„ 
e  con  Ay  l'agginnto  di  Ojj  in  questo  stesso  determinante,  la  risolu- 
zione ordinaria  della  (1)  rispetto  alle  y,  darebbe  : 

E  ■  j/,-  =  AjiX^  +  AjjiCj  +  .  .  .  +  A„(a;„. 

Confrontando  colle  (5)  si  trova  dunque  che  s•ai^(  =  A^,■,  cioè  che: 
nella  matrice  di  una  sostituzione  ortogonale  ogni  elemento  è  uguale 
al  suo  aggiunto,  se  il  modulo  della  sostituzione  ha  il  valore  1,  ed 
è  invece  uguale  ma  di  segno  opposto,  se  il  modulo  ha  il  valore  —1. 

H37.  Notiamo  per  ultimo  che:  se  x,  ,  Xj  ,  ... ,  x„  ;  x',  ,  x', , . . ,  x'„ 
sotto  due  sistemi  qualunque  di  valori  delle  x,  ed  yj  ,  y»  i  ...  ,  y„  ; 
y'i  r  y'i  I  •■■  '  y'n  *  sistemi  di  valori  delle  y  che  ad  essi  rispettiva- 
mente corrispondono  in  virtù  della  sostituziorie  ortogonale,  si   ha 

la  relazione  : 

Xix'i+Xjx'j+  ...  +x„x'„=y,y'i-i-yjy'j-}- ...  +y„y'.. ,  (2)' 

di  cui  la  (2)  è  evidentemente  un  caso  particolare  {x\-Xi). 

La  relazione  (2)'  si  ottiene  moltiplicando  membro  a  membro 
ciascnna  delle  (11  per  la  corrispondente  equazione  fra  le  x'  ed  y', 
sommando  qnindi  Iti  n  equazioni  ottenute  membro  a  membro  e 
tenendo  conto  delle  (3)  e  (3)'. 

Vote  ed  Eacrcici. 

1.  Dedurre  dall'art.  1186  che  ogni  determinante  minora  conlonnto  nella 
matrice  di  una  BostituEÌone  ortogonale  di  modnlo  e,  è  uguale  al  b«ii  Kom- 
pleniento  algebrico  lart.  162)  moltiplicato  per  i.  (Cfr.    pg.   20R,   Nota   5"). 

2.  La  soBtituEìune  ortogonale  dà  luogo  ad  un'importante  interpretationu 
geometrica.  Prendendo,  per  fissare  le  idee,  n=8,  eia  )a  soetitniioDC  orto- 
ai  =  a^yx'  -i-  a,jy'  -f-  a^^z' 

y  =  a^,x'  +  Ojgj/'  +  a„s'  (A) 

z  =  a^iX'  +  a^^y'  -f  a^z' 

e  ai  interpretino  le  x,  y,  x  come  le  ordinarie  coordinate  caTtesiane  orto- 
gonali di  un  punto  qualunque  dello  epazio,  ìe  3!  ,  y'  ,  t  come  le  coordi- 
nate di  nn  nuovo  punto,  corrispondente  al  primo,  riferite  alto  tlaio  sì- 
stema  di  aaei. 

È  facile  riconoscer 
una  figura  qualvnqve 
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punti.  Invero,  se  (x,  y,  i),  (E.  t^,  O  sono  dne  punti  della  ftgim  8  ed  (x,  j  ■■  ■ 
(S'i  l'i  O  i  duB  punti  ad  essi  corrispondenti  nella  nuova  figura  ET .  dil^ 
formolo  (2>  e  (2)'  Bei;ne  appunto  : 

{a:-E)'+(!,-r,)'+(2-|;)'=Cj;'-O'+(i,'-r,')'+C='-!0*- 

È  importante  diatin^aere  il  caso  in  cui  il  determinante  : 

I    «Il     «1»     a^^    'y=Z=±\ 

°%1      «M      Ow     I 


ha  il  valore  +  I  dal  caso  in  cui  ha  il  valore  -  I.  Infatti,  ptr  i  =  l,ìe  iti 
figure  corrC$pondenti  S  td  S'  tono  eguali  e  eongruttUi,  cioè  ii  poitono  ii>rra\<- 
pam  Cuna  all'altra  mediante  ntt  movitaento  ntUo  ipatio;  invece,' per  i  =  ~  l. 
una  dette  due  figure  li  pub,  mediante  un  movimento  netto  epatic,  porùiri  ■ 
eoineidenta  eolt'imagine  deU'atlra  figura  r^iitia  tu  «no  ipecckio  piano. 

Sia  infatti  S'  la  figura  8  riflessa  in  uno  specchio  piano  pcrpendicolan 
all'asse  delle  x  e  passante  per  l'origine,  ooeiuchè  per  ugni  punto  ix,  y,  : 
di  S  a  pel  corrispondente  {x\  y",  i")  di  S"  ai  ha  : 


T  p  =  y 


,  z  =  z 


che  é  evidentemente  una  iostituaioue  ortogonale  di  modulo  eguale  a -1. 
La  figura  S'  dovrà  essere  congruente  ad  S  ovvero  ad  S". 

Nel  primo  caao  la  sostituzione  (A.)  equivarrà  ad  un  movimento  di  S 
nello  spazio,  cioè,  come  È  noto  dalla  cinematica,  si  potrà  considerare  com» 
la  risultante  di  tre  rotasioni  inlurno  ai  tre  assi  coordioati,  ognuna  dellf 
quali,  come  è  agevole  riconoscere,  equivale  ad  una  sostitusione  ortogoiial« 
di  modulo  1  ;  onde  sarà  eguale  ad  1  anche  il  modulo  della  'A),  che  dr- 
v'essere  eguale  (art.  473;  al  prodotto  dei  moduli  delle  sostituzioni  com- 
ponenti. 

Se  invece  S'  é  congruente  ad  S",  la  sostituzione  (A)  equivarrà  ad  ncs 
riflessione  di  S  in  S"  seguita  da  un  movimento  per  cui  la  S*  prende  pu: 
la  posizione  S'  (cioè,  per  quanto  si  È  ora  detlo,  da  una  sostituzione  onc- 
gonale  di  modulo  l).  Sarà  dunque  la  risultante  di  una  sostituzione  di  luo- 
dulu  —1  e  di  una  sostituzione  di  modulo  1,  onde  il  suo  modulo  sarà  ■)>- 
punto   —1;  e.  d.  d. 

S.  Detti  X,  T,  Z  i  tre  assi  coordinati  presi  nella  direzione  positiva,^ 
X',  Y',  Z'  le  tre  direzioni  corrispondenti,  che  casi  assumerebbero  in  virtà 
del  movimento  (con  o  sema  rifiuHsione)  rappresentato  dalla  sostituziuae 
ortogonale  (A),  dimostrare  l'identità  delle  due  matrici: 

«Il  o»  «18         cos(X'X)    cosCXT)     cos(X'Zì 
«il  "m  «m    .     co8(Y'X)     cos(Y'Y)     co8(y'Z) 

"si   "si   "ss  COB(Z'X)       C08(Z'T)      C08(Z'Z). 

4,  Ciò  premesso,  riconoscere  che  la  eoititvtione  ortogonale  (A)  n  può  «■• 
che  itilerpretare  geomelriramente  nel  tento  che,  *■  x,  y,  i  tono  le  eoordinair 
di  uri  punto  qualunque  detto  rpaxio  riferito  alla  tema  di  otti  X,  T,  Z,  Ir 
x',  y',  »'  tono  le  coordinate  di  quelle  ttetto  punto  ri/trito  olla  riimmi  t<nis  '< 
01»  X',  y,  Z'. 
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§  5.0  —  Trurormaslone  ortojronale  di  ana  forma  quadratica. 

1138.  Data  una  forma  quadratica  con  n  variabili: 

si  paò  sempre,  in  iaflniti  modi,  determinare  ona  sostituzione   li- 
neare: 

'Ci  =  5iiX,  +  ffijX,  +  .  . .  +  ^,„X^ 

(2) 

a:„  =  jr„iX,  -I-  ff„,X(  +  . .  .  +  iJ„„X„ 
che  faccia  prendere  ad  f  la  forma  : 

Aa;,  ,  ...  ,  3:„)=F(X,  ,  ...  ,  X„).-p,X,*+p,X,H  ...  ■1-?„X„*,         (3) 

essendo  p^  ,  Pj  ,  ... ,  p„  dei  coefficienti  costanti  da  scegliersi  oppor- 
tunamente. 

Invero  sostituendo  le  (2)  in  /  e  indicando  con  Fj,  la  derivata 
parziale  di  K(X^  ,  ... ,  X„)  rispetto  ad  X^ ,  si  trova  subito,  ricor- 
dando le  regole  per  la  derivazione  di  una  somma  o  di  un  pro- 
dotto : 

Pft(X,  ,  ... ,  X„)  --- J]ay(ffaia;j  -I-  Sj^a:,)  =  S^Oyj^j^aij  ,         (4) 

cosiccbè,  se  è  verificata  l'identità  (3),  si  dovrà  avere  : 

PftXfc  =  JoyiTfftarj ,  h=--l,  2, ...,»,  (5) 

come  al  vede  derivando  rispetto  ad  X^  l'ultima  espressione  (3). 
Kecipr  oc  amente,  se  sono  soddisfatte  le  identità  (5),  la  f  avrà 
precisamente  la  forma  (3).  Dalle  (6),  moltiplicate  risp.  per  X,  ,..,Xn 
e  sommate  membro  a  membro,  si  deduce  infatti,  tenendo  pre- 
senti le  (4): 

p,Xi»  +  .  .  .  +  p„X„''  =  ^JF,X,  4- . . .  +  F„X„  j , 

cioè  appunto,  per  11  teorema  di  Eulero  {art.  512): 
PiXi*  -f  . . .  +  p„X„«  =  P. 
1139,  Detto  Of/  l'aggiunto  di  ^,^  nel  determinante  : 

le  (5)  si  possono  scrivere  : 
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come  si  vede  soatitaendo  in  laogo  di  X^  la  sna  espressione  rica- 
vala dalle  (2);  e  identificando  i  coetlicieDti  di  una  stessa  x  nei 
dao  membri  : 

^^G,fc  =  Qiaitffth  +  a«?tó  +  -  +  «««?«»?  ■  A=i    2        n  (51" 


1140.  Se  si  vuole  che  la  sostitazione  (2)  sia  ortogonale,  i  coef- 
ficienii  gtj  dovranno  altresì  soddisfare  (art.  113G)  alle  condizioni: 

9ij  =  iGii         .'-J=»,2,  ...  ,n,         (6) 

essendo  i  ngoale  a  G  ;  e  in  questo  caso  le  (5)"  prendono  la  forma 
più  semplice: 

^hf/th  =  "ii9ih  +  «wffM  -t-  ■ . .  -i-  a„tffM  11) 


1BÌ'|*+  «»B?Ift+  ■  ■  ■  +  «nn?.A- 


Ora,  affinchè  qneeto  sistema  sia  risolubile  con  valori  Uniti  e  non 
tatti  nalH  delle  ^,^  ,  g^  ,  ... ,  ^„^ ,  è  necessario  e  safficiente  (ani- 
colo  432)  che  il  numero  pn  soddisB  all'equazione  : 


«m-Pa 


=  0.  (g) 

È  questa  un'equazione  del  grado  n  rispetto  a  p^  ,  le  cui  »  ra- 
dici, in  generale  fra  loro  distinte,  saranno  precisamente  gli  n  va- 
lori da  assiiiuersi  per  gli  n  coefficienti  p,  ,  p, ,  —  ,  p». 

Per  ogni  coefflcicnlo  p^ ,  cosi  determinato  come  radice  dell'eqna- 
zione  (8),  si  calcoleranno  poi  i  corrispondenti  coefBcienii  j^  , 
9ih  I  ■■•  I  9nh  mediante  !e  (1)  e  mediante  la  relazione: 

9ih'  +  Sìh'+---  +  9«h*='^  (9' 

necessaria  per  l'ortogonalità  della  sostituzione  (2). 

1141.  Se  l'equazione  (8)  ha  tutte  le  sue  radici  distinte,  il  nn- 
mero  p^  non  soddisferà  (art.  913)  all'equazione  che  si  otterrebbe 
derivando  la  (8)  rispetto  a  p^  ;  eppcrò  almeno  uno  dei  determi- 
nami minori  di  ordino  w  —  l  contenuti  nel  determinante  (8)  sarìi 
diverso  da  zero,  cioù  la  caratteristica  del  determinante  (8)  sarà 
71  —  1.  Di  qui  segue  (ari.  435)  che  le  equazioni  lineari  (71  daranno 
un  unico  sistema  di  valori  pei  rapporti  ^,j^  :j;th- *■■ -fnA  ì  *^'^^'^^''^' 
tenendo  poi  conto  della  (H),  si  avranno  per  questi  coefRcienli  due 
soli  sistemi  di  valori,  cioè  : 

ffih  I  9ih  >  -  .  9..h        e         -9iiii  -9iht  -  I  —3«\' 
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1142.  Se  tutti  i  coefflcienti  a,(  ed  f^ij  =  &ji  sono  reali,  l' equazio- 
ne (8),  o  meglio  l'equazione  in  z  : 


tn  cut  le  K,  ,  CE, ,  ...  ,  a„  aono  numera  reali  tutti poeìtivi  o  tutti  ne- 
gativi, ha  le  sue  radici  tutte  reali. 

Sapponiamo  infatti  che  e  sia  mia  radice  di  (10).  Si  potranno 
determinare  (art.  432}  dei  numeri  reali  o  cotnpIeeBi,  non  taui  nnlli, 
a:,  ,  ECj  , ,.,  ,  a;„  tali  da  avere  : 

(o,,  -  a,«)iCi  +  o,^  +  . . .  +  ai„x„  =  0 

««a'i  +  C«M  ~  <t^z)x,  +  ...  +  a^„x„  ^  0 


a„,a:,+  a„,!r,+  . . .  +  {«„„  -  tì„z)x„=  0. 

Se  indichiamo  con  a;',  ,  x'g ,  ...  ,  x'„  rìsp.  ì  numeri  complessi  con- 
jugati  ad  a:,  ,  a;,  , ...  ,  x„  ,  eegue  dalle  (11)  molliplicate  risp.  per 
a:'.  ,  a::', ,  ... ,  a;'    e  sommate  : 


(2«ij«>j)-2(«i'' 


Poiché  ora  a:,a^,-  =  (moda;^)',  ed  i  numeri  a:,  ,  a;,  , ...  non  sono 
tutti  nulli,  ed  oltre  a  ciò  le  a,  ,  3^  , ...  hanno  tutte  ugual  segno, 
è  chiaro  che  In  quantità  a,K,a;',+..,+a„a!„a!'„  è  sempre  reale  e  di- 
versa da  zero.  D'altra  pane  la  somma: 

è  del  pari  reale,  poiché  ogni  termine  a^jx^x'^  si  può  sommare  col 
termine  eij^x'jXi,  che  gli  è  conjugato,  essendo  Ufj  -  aj;.  L'equazio- 
ne (12)  ci  darft  dnnqao  evidentemente  per  s  un  valore  reale,  e. 
d.  d. 

114:t.  Di  qui  segue  che,  se  la  forma  quadratica  (1)  ha  i  coeffi- 
cienti reali,  anche  la  sostituzione  ortogonale  (2),  m<tdiabte  in  quale 
essa  prende  la  forma  (3),  avrà  i  suoi  coefficienti  reali,  come  chia- 
inte  appare  dal  procedimento  indicato  all'art.  1140  per  la  de- 
nazione delle  ffifc  ,  ffg;, , ... ,  ^„j. 


Cafki-li.  —  IitilHiioni  ili  analiii  algebrira,  H.*  odìz 
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Noto  ed  EieTciii. 


driohe.  Ci  occuperemo  qui  di  quett'ultimn. 

L'equaEÌone  di  Dna  superficie  del  2**  ordina,  in  ordinarie  co 
tesiane  ortoftonalì,  è  della  forma: 

Sj=3  i=3  \ 


"  f^rado  coatituìacono  la  forma  quadntiet 


i-ì  >=.9 


A...  »:.,.,)  =yv 


alla  qual«,  mediante  un'opportuna  sostituzione  ortogonal»; 

X,  =  ft,X,  +  sf„X,  +  j„X,  (2) 

Kj  =  ffsiX,  +  ffjjX,  +  3j,X, , 

si  potrà  ttx  prendere  la  forma  : 

f(xj  ,  x^  ,  a,)  =  p,X,»  +  pjX,*  +  p,Xa».  (3Ì 

Esegoendo  ora  questa  atessa  sostitntìone  (S) ,  che  sì  pnò  interpretare 
(cfr.  la  Nota  i'  del  §  che  precede)  come  una  rotazione  degli  assi  coordi- 
nati intorno  all'origine,  nell'equazione  (1),  essa    equazione    prenderà   l> 

p,X(»  +  p,Xj»  +  pjX,*  +  B,X,  +  B,Xj  -f-  BjXs  -1-0  =  0.         (4) 

È  queàla  V  tquaiiona  della  qaadriaa  <1),  quando  in  luogo  dtUe  coordinale 
X|  ,  X,  ,  X,  ti  prendono  come  eoordinaU  le  X.^  ,  X,  ,  X,  rdnlive  alla  terno 
deUe  rette  candoUt  per  la  primitiva  origine  parallelamente  alle  direzioni  at- 
Itali  dtUa  quadrica. 

2.  Be  ai  esegue  dopo  ciò  anche  la  soatituiione  : 

X,  =  Y,-^    ,   X,^Y,-p    ,   X,  =  T3-^  ;Si 

ohe  ei  pnò  interpretare  come  uno  spostamento  del  sistema  degli  assi  coor- 
dinati parallelamente  a  sé  stesso  (essendo  Y,  ,  T, ,  Y,  te  nuove  coordinate), 
la  (4)  prenderà  finalmente  la  forma  : 

(i,Y,'  +  p,V  +  p,Y,«  +  C=0,  (6 

c  =  e  -  .i-i- + -^  + -5-;.  {:, 

*i  ?■      p.      p.  1 

La  trasfoi'mnxiuuo  (5)  cada  in  diietto  soltanto  quando  una  delle  p, ,  y.. 
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p,  abbia  il  valore  0;  cioè  (art.  1140),  quando: 


li  la  qnadrica  (1)  non  ha  centru.  Se  invece  Ìl  de- 
ò  diverso  da  cero,  l'eqaatione  (6)  ci  rappresenterà 
uo  centro  e 


e  origine  e  a 


È  qneato  il  caso  in  e 

la  quadrica  riferita  al  i 
coordinati. 

3.  Se  i  coefficienti  dell'equaziona  (] 
saranno  pure  reali  (act.  11421.  Se  uno 
diica  (1)  sarà  sema  centro  {paraboloi 
segni  di  p,  t  p,).  Se  inrece  le  pi  ,  p,  , 
vranno  a  seconda  dei  loro  segni  le  d 
centro  (ellittoide,  iperholoide  ad  una  falda,  iperboloidi  a  due  falde). 

4.  Si  trovino  le  condizioni  affinchè  Ja  qnadrica  ai  ridnoa  ad  nn  cilindro 
(elJittico  od  iperbolico),  considerando  il  cilindro  come  caso  particolare 
dello  superficie  senza  centro  e  come  caso  particolare  del  cono  (cfr.  la  No- 
ta 5'  del  §  H."). 

5.  Aggiunf^iamo  alcuni  sviluppi  riguardanti  la  determinasione  dei  coef- 
ficienti gj  della  sostitorìono  ortogonale  (2).  (Ofr.  Bette:  Vorlttungtn  ttbtr 
analytiteht  Geotaelrie  dee  Sawaet.  XIX  Vorl.). 

Posto; 


od  iptrbolieo  a  leconda  dei 

tta  diverse  da  «ero,  «i   a- 

e  di  quadrìcbe  dotate  di 


=m, 


(8) 


cosicché  p,  ,  p,  ,  p,  SODO  le  tre  radici  di  A(p)  =  0,  e  detto  Ajy(p)  l'agginat* 
dell'elemento  di  posto  (t  ,jj  nel  determinante  A(p),  si  avri  (art.  1141)  si- 
muUanoamente  (cfr.  art.  494): 

ffifc  ■  9th  ■  Ssh  =  Ììi(Pa)  :  ^iìCPa)  =  ^liiPh) 
9yh  •  9t>,  ■■  93h  =  ^«{Pft)  :  AmCPa)  '■  ^mCPa)  (9> 

9,h  ■■  9Èh  •■  9»h  =  *bi(Pa)  ■■  'Ìm(P»)  :  ^taÌ9h)  > 
Da  queste  nguaglianie,  moltiplicandone  i  primi  membri  ritp.    per  g^/i , 
Sii  I  3ah  ^  paragonandoli  quindi  coi  secondi,  si  deduce  : 

!'A-?ih'  =  4ii     »     Vh-9th9sh^^K^l^it 

^h-9th*  =  ^ì»    >    H-9ìh9ai  =  ^i»=^tiJ 
dove  il  coefficiente  di  proporzionalità  si  determioerà  mediante  la  rota- 

e  dal  secondo  grnppo  delle  (10)  segue  auche  : 

■  ■  i,A.        .    V 


Mn 


,  fS» 


,  Mi»'  = 


"11 


(12) 
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1  luogo  delle  a^  bì  introducono  le  sei  costanti  : 


'i  =  P.    -  « 


)  (12)  prendono  la  forma  : 

».  +  P» 


»»   ■ 


«.»■=?,■<-' i"'-"'i-^',    poiché.- 


Wa*'=  Pa' 


,(«1  -^  pJ(g»  +  Po) 


=  ?,--« 


4„  =  o„(«8  +  p) 
^3.  =  ais(«i  +  P) 


«j  +  Pft 
nel  mentre  che  U  (B)  si  può  Bcrivere  : 

(a,  +  p;(a,  +  p)(a,  -f  p) 


f-  p      Oj  +  p      Oj  +  p 

§  fi.o  —  Sopra  aloane  classi  di  eqaaslool 
a  radici  tutte  reali. 

1144.  Se  i  numeri  reali  a^ ,  «y  soddisfano  alle  condizioni 
"y  =  "ji  1  «ij  =  "ji  per  tatti  i  valori  degli  indici  i  ,  j  variabili  da  I 
^,<i  't;  80  inoltre  la  forma  quadratica: 

Yi-^ij^i^S  =  -Kx,  ,  K,  ,  ; . .  ,  a:,)  (1) 

lori  reali  delle   X,  ,— ,  x,, 
0 


ha  sempre  lo  stesso  segno  per  tutti 
l'equazione  di  grado  n  in  z  : 


(21 


—  zoj,     a„  —  za^j  ,  .  .  a,„  —  za^ 

-  2*«i    %»  -  za„ij .  .  .  a„„-za„„ 
Aa  le  sue  radici  tutte  reali. 

Segae  Infatti  dalle  (2)  che  sì  potranno  determinare  dei  numeri 
non  tutti  nulli  a-,  ,  a:, , ...  ,  x„  pei  quali  siano  soddisfatte  le  n  equa- 
zioni lineari  omogenee  : 


(a„-z^,.,)a:,r(a,-. 


4(a,„-s!t,-,.)a;„=0    ,    i  =  l , 


cosicché,  moltiplicando  poi  queste  equazioni  rÌBp.  pel  numeri  x', , 
x'i , ...  ,  x'„  conjugttii  di  a;,  ,  jcj ,  ...  ,  ic„  ,  si  avrà  : 


'^a^x\xj  -  s^ayx\3!j  =0, 
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—  685  — 

dove  le  due  sommatorie  hanno  valore  reale ,  poiché  nn  termine 
qualunque  ajjx',xj  della  prima  si  trova  sommato  col  termine  Oyx'jaij 
elle  gli  è  conjugiito,  essendo  a^^  =  aji ,  e  similmente  per  la  seconda. 
L'equazione  (4)  ci  dar&  dunque  per  z,  cioè  per  una  radice  qua- 
lunque dell'equazione  (2)  un  valore  reale,  come  si  è  asserito,  aem- 
prechè  si  dimostri  che  la  seconda  sommatoria  : 


'^a/jx'iXj  (5) 


non  pQÒ  riuscire  uguale  a  zero. 
Invero  per 

X,=Ci+c',  yPT  ,  a^=Cg+c'j  \'— 1  ,  ...  ,  x„  --  c„+c'„  \f^  ,  (6) 

si  trova  immediatamente: 

^a^jx'iXj  =^Oy(c,cjH  cVc'_,)=^'(c, ,  e, , ... ,  c„)  l-<I<(c',  ,  e', , ...  ,  c'J , 

onde,  essendo  ^  per  supposto  di  segno  costante,  dovrebbe  aversi 
perchè  fosse  nulla  la  (5j  : 

4i{cj  ,  Cj ,  ... ,  c„)  =  0  ,  il-(c'i  ,  e',  , ... ,  c'„)  =  0.  (7) 

CI6  posto,  se  i(,  ,  Mj  , ... ,  «„  sono  delle  variabili  reali  arbitrarie 
e  poniamo  per  brevità  : 

o,-,c,  +  «ijc,  +  .  .  .  +  »,-„c„  -  4f ,  (8) 

si  ha,  tenendo  presente  la  prima  delle  (7)  : 

(«,+Xc,  ,  «j+Xc,  ,  ... ,  u„+Xc.„)=^(uj  ,  ...  ,  Mj+xVu,4f, 

cosicché,  dovendo  il  segno  del  secondo  membro  essere  indipen- 
dente dai  segno  di  X  che  può  essere  un  numero  reale  positivo  o  ne- 
gativo arbitrariamente  grande,  sarà  necessariamente  : 

M,<j',  -f  MjlJ'g  +  .  .  .  +  U„l^^  =  0 

e  quindi  anche,  essendo  le  «,  ,  ...  ,  u„  arbitrarie  : 
"l'i  =  0  ,  <|(g  =  0  ,  .  .  . ,  i^B  =  0- 
Da  queste  ngnaglianze  e  dalle  analoghe  che  si  potrebbero  scri- 
vere per  le  e',  segue  per  le  (6)  ed  (8)  : 


Epperò  lo  uguaglianze  ;3)  sussisterebbero  indipendentemente  dal 
VHlore  di  z,  onde  l'equazione  (2)  dovrebbe  essere  soddisfatta  iden- 
ticamente, ipotesi  che  va  evidentemente  esclusa  a  priori. 

Le  equazioni,  a  radici  tutte  reali,  già  incontrate  agli  articoli 
1140  e  1142  altro  non  sono,  come  è  facile  riconoscere  immediata- 
mente, che  casi  particolari  della  (2). 

1145.  Aleno  a+fi  ,  y-l-Si , ...  ,  X-H[j;i  delle  quantità  compieste  nelle 
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quali  i  coefficienti  di  i  hanno  tutti  lo  gtegao  segno.  Se   si  ponga  : 

n(x-i-JÌ)=;x-a-Ji)(x--r-6i)  ...  Cx-X-(i.i)=F(x)-t-i*(x)  ,     (l) 

l'equazione:  pP(x)+q0(x)=O,  in  eui  p  e  q  sono  numeri  reali  arbi- 
trari, ha  tutte  le  sue  radici  reali  (•}. 

Invero  quest'equazione  può  metterei  sotto  1a  forma  : 

(p  —  iflJ-Jlix-Oi-  P»)  +  (p  +  iq)-n{x  -  (H-  ft)=0  , 

d'onde  si  deduce  : 

uiodn(x  —  a  —  gi)  =  modn(a;  —  a  -(-  gt).  (2j 

Ciò  posto,  sapponlamo  che  a;  =  X  +  Yi  sia  una  radice  di  (t)  e 
clie  Y  eia  diverso  da  zero.  Se  il  segno  di  Y  coincide  con  quello 
delle  ^  ,  S  ,  ...  ,  ji,  poiché  : 

mod*(x  -  a  -  p.-)  =  (X  -  a)*  +  {^  -  ?}* 

mod«(3;  -  a  +  gt)  =  {X  -  o)'  +  (Y  +  ^)* , 

ai  avrà  evidentemente  : 

mod(a:  —  o  —  ^i)  <  mod(x  —  «  +  gì)  i  ■  ■  - 
e  quindi: 

lImod(x  —  a  -  pi)  <  Il  mod(a;  -  a  +  pi). 

Se  invece  Y  ha  il  segno  opposto  a  quello  delle  ^  ,  3  , ... ,  )i,  si 
coDclQderebbe  similmente  che: 

nmod(a;-a-pi)>nmod(x-a+gi). 

In  entrambi  i  casi  il  risultato  sarebbe  in  contraddizione  colla  (2). 

1146.  Altre  classi  importanti  di  cqnszloni  a  radici  tutte  reali 
sono  quelle  che  servono  di  base  alla  teoria  delle  coordinate  ellit- 
tiche e  a  quella  delie  funzioni  sferiche.  Ma  di  queste  abbiamo  ^i& 
avuto  occasione  di  trattare  nel  §  2"  (Note  4-6.i  e  nel  §  3°  Note  5  G;. 


Vota  «d  Bsneisi. 


%  forma  qn>dr&tica  a  coefficienti  reali  : 
f{xi,...,  x„)  =2^a,jx,xj 


definita . 

Ci  proponiamo  di  ricprcars  la  condizioni  alle  queli  debbono  »oddiafe.re 
i  coefficienti  o,;;,  affinchè  la  forma  (1)  sia  definita,  eesendci  ciò  di  molta  in- 
portanza  in  diverse  questioni  dì  analisi  (in  ispacie  nel  calcolo  infiniteei- 
itninii  delle  funsioni).   Escladerema  la 


(*}  Questo  teorema  è  di  Hermite.  La  dimostrazione  qui  data  è   di    La- 
gnerre  (I.  o.  Nota  B"). 
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ipotesi  che  il  discriminante  di  /  ai&  nallo,  poiohÈ  se  ciò  «ooade,  ta  /  si 
può  considerare  (art.  1129)  come  una  faniione  a  coefficienti  reali  di  sole  k 
variabili  indipeni^enti  (essendo  it  <  n)  che  possono  assumere  altrettanti  va- 
lori reali  aibitrarì  per  valori  reali  opportunamente  scelti  delle  x,  ,...,  x„  ; 
cosiorbd  in  questo  caso  la  /  si  può  considerare  come  una  forma  quadra- 
tica definita  con  sole  k  variabili. 

Ciò  premesso,  se  p,  ,  p, p„  sono  la  «  radici,  tutte   reali,  dell'  eqna- 


si  può  porre  identicamente  (art.  1140): 


■  +  p«x„' 


(3) 


dove  le  X,  ,  ...  ,  X„  sono  delle  funzioni  lineari  omogenee  fra  loro  indipen- 
denti, a  coefficienti  reali,  delle  x,  ,  .  .  .  ,  x^.  Afflnchà  la  /  sia  definita,  è 
dunque  necessario  e  aufficiente  che  le  p,  ,  ...  ,  p„  (che  sono  tutte  diverse 
da  zero,  poiché  il  termine  noto  di  (3)  é  diverso  da  zero)  abbiano  tutte  lo 
stesso  segno  costante  della  funzione.  Supposto  infatti  p.  es.  che  il  segno 
costante  di  /  sìa  il  positivo,  ammettiamo,  se  è  possibile,  che  una  delle  p, 
p.  es.  la  pj,  fosse  nef^ativa.  Fer  quanto  si  6  già  osservato,  si  potranno  al- 
lora  dare  alle  lt^  ,  ...  ,  a:„  dei  valori  reali  tali  da  aversi  : 


,  X,  =  0  ,  Xj  =  0  , 


,X„=0, 


p"  +  A,p""'  ±  Ajp""*  -I-  ..,  -H  A„  -  0 

V  equazione  (2)  ordinata  secondo  le  potenze  di  p.  Affinchè  le  sue 
Pi  ,  p,  ,  ...  ,  pB  siano  tutte  positive,  è  necessario,  per  la  regola  dei  b< 
Uartesio,  ohe  la  snccessiona  dei  coefficienti  ; 


presenti  n  variazioni  ;  cioè  che  essa  non  presenti  elementi  nulli  e  che  i 
segni  dei  suoi  elementi  siano  alternativamente  positivi  e  negativi.  Beoi- 
procamento,  sa  ciò  accada,  la  trasformata  a  radici  di  segno  contrario  del- 
la (2)'  non  presenterà  alcuna  variatione,  cosicché  la  (2)'  non  avrai  radici 
negative  e  per  conseguenza  le  sue  radici,  cbe  sono  reali,  saranno  tutte 
positive.  In  modo  analogo  si  troveranno  le  condizioni  affinchè  la  /  sia  a 
segno  costante  negativo. 

Sì  conclude  pertanto  cbe  affinchè  ta  forma  quadratica  (1)  abbia  ngno  co- 
ttanle  negatioo  {ovvero  positivo),  ì  nereitario  a  tv-fficiante  cAe  >  coffficienti 
dilla  (2)'  tiana  tutti  dello  tletio  itgno  {ovvero  di  tagno  atternante). 

2.  Indicando  per  brevità  con: 


-  za.. 


'«t«  ■ 


.  a,„  — 31 


il   primo  membro  doli'  equazione  (2)  dell'art.  1144,  e  con  Qy(»)  1'  aggiunto 
dell'elemento  di  posto  ((' ,j)  nel  determinante  a(x),  si  ha  il   seguente  im- 
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porUnte  teorema:  it  z,   è  radice  niàllipla  di  ordine  X  deWaqiiaaìoKt  Q(il=<J. 
etia  è  radice  mutlipla,  almeno  di  ordine   ^  — I  ,    di    datcuna    deU*   ejtmàfi 


'Z^d'^'i'i 


:ilW  = 


piacere  e  le  z, , 


y.W'- 


(«-«,)• 


(«-»,)- 


lo  sviluppo  di  -/(x)  in  frazioni  parziali  (ofr.  art.  lOO'Jj.per  la  parte  che  ri- 
guarda la  radice  x,.  Le  costanti  e  ,  e'  ,  -..  dipenderanno  eoltauto  dalle  jr  t 
dai  cuFffifìipiiti  tutti  reali  a^j  ,  a,j  dello  dne  forme  quadratiche  : 

Poniamo  inoltre  per  brevità: 

9i{'*)=aii"i+«««»+ ••■ +«i«"n         )  »-l)  2,...,n 
'|'i(w}=«(i"i+aijtt»+ .■■ +a,„M„        ,  i=i,  2,...,n 

Se  nel  determinante  (4;  sostituiamo  : 

«,  =  9lC«)-«t,W,  ,=1,  2,...,n, 

esso  prende,  come  facilmente  si  riconosce,  il  valore: 

(j/,«i  +  y»Ms  +  . . .  +  y„«„)fl(z) , 

cosicché,  eseguendo  la  stessa  sostituziane  in  (5),  si  otterrà,  posto  i--i|=l' 

[ff,Wi+l/,u,+  ...  +y„«„lA'=:?(«  ,  c)-(z,+A)<K«  ,  e) 

+l?("  >  c')-(z,+A}.Kw  ,  c')\hi[<f{u  ,  c"J--(2,+A)4,(u  ,  c")Ift»t.... 

Già  posto,  se  e  fosse  maggiore  di  1,  dovrebbero  aunnllarsi,  nel  secoDdo 
membro  di  questa  uguaglianza,  almeno  i  coefficienti  di  A'  e  di  i,  cioè  do- 
vrebbe aversi  : 

?(»,c)-2,i;.(«,c)  =  o 


(S.' 


fi.": 


e')  -  «l'K"  .  e')  -  "K»  >  e)  =  0 , 

o  a  membro,  dopo 

K)  —  c,,  si  dedurri 
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Di  qui  segue,  eeseado  la  ^  di  aagao  coatutte,  che  dovrebbe  averti  idin- 
ticamente  (cfr.  art.  1144)  rispetto  alle  u, , ...  ,  u,  : 

■K»,c)  =  o 

e  quindi  anche  per  la  prima  delle  (ti)  ; 

?(«,c)  =  0. 

Si  avrebbe  dunque  per  ogni  valore  dì  >  e  delle  w,  , ... ,  «„  ; 

9(K  ,  e)  -  Z^]u  ,  c>  =  0, 

cioè  si  avrebbero,  per  ogni  valore  di  x,  le  n  uguagliarne  : 

?i(c)  -  z^ilc)  =  0,  *=1,  2 n. 

EsBeodo  questo  un  sistema  di  n  eqnaiionì  lineari  omogenee  fra  le  «,  , 
Cj  ,  ...  ,  e, ,  che  non  sono  tutte  nulle,  dovrebbe  donqne  eeeere  nullo  iden- 
ticamente il  determinante  Q(x),  contro  il  euppoeto. 

Beata  cosi  dimostrato  che  «^1.  Pertanto,  essendo  il  denominature  0(i) 
de  U'esp  ressi  one  (4)  divisibile  per  (e-~i,)\  il  nnmeratore,  cioè  re»  presaio  ne: 


ij 

le  quant 
ni  intoTE 

(cos-  +  i9m-) 


dovrà  essere  divisibile  almeno  per  («— Si)'~'.  E  poiobè  ciò  deve  accadere 
qaalanqoe  siano  i  valori  delle  quantità  arbitrarie  Xf ,  j/j ,    sarà  necessa- 
riamente ognuna  dello  fonsioni  intere  tìfj(x)  divisibile  per  (i— z,)^~',  o.  d.  d. 
8.  Per  la  formola  di  Moivre  si  ha  : 


cosa  +  i  Bina 

(  eoa-  —  i  sin  -  1   =  cosa  —  t  Sina. 
\      n  nj 

Dividendo  qneato  ugoagliance  membro  a  membro  e  ponendc 

le  ne  deduce  : 

l  +  »tffa 


mr 


Dimostrare  (cfr.  Lagnerre  1.  o.  Nota  T)  che  quest'ultima  equasione  in  x 
ha  tutte  le  sue  radici  distìnte  e  reali.  A  tale  oggetto  sì  noti  che  da  que- 
st'equazione segue  che  ; 

mod(l  +  ix)  =  mod(l  —  te). 
§  7.0  —  Operaslonl  di  polare  —  Forme  polari. 

1147.  So  da  una  ftinzione  intera  /{x, ,  x,  , ... ,  x„)  delle  »  va- 
riabili X,  ,Xf , ...  ,  x^  Bì  deduce  )n  funzione  : 

l/i[D«/]  +  P»P«/J  +  • .  ■  +  y-lD^/J ,  (I) 

Capklli.  —  Ittitutiont  di  snaltii  algaltriea,  S>   cdii.  87 
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ove  con  D^/  s'intende  (cfr.  art.  &10)  la  derivata  parziale  di  /ri- 
spetto ad  x^ ,  si  dice  che  bì  è  eseguita  sulla  f  un'  operazione  ili 
polare;  giacché  la  naova  funzioDe  (l),  che  oltre  alle  a:,  ,  ... ,  a;, 
conterrà,  (perù  soltanto  ni  primo  grado)  le  y,  , ...  ,  ff„ ,  ai  dice  prima 
polare  di  f  rispetto  alla  serie  y, ,  y» , ...  j„  (naove  variabili  da 
considerarsi  come  affatto  iudlpcndeuti  dalle  x, ,  ... ,  x^. 

1148.  Noi  diremo  anche  che  la  nuova  fanzioue  (1)  si  è  otteoata 
dalla  f,  applicando  ad  /  il  limbolo  operativo: 

che  indicheremo  brevemente  con  D^,  (cfr.  art.  516);  e  scriveremo 
quindi  : 

ff.P»/]  +  -  +  y^lD»/]  =  (PiD»,  +  -  +  ff-D^jy  =  D,/. 

Chiameremo  D^^  una  operazione  di  polare  elementare.  Per  evi- 
tare equivoci  converrà  però  soggiungere  se  si  tratta  di  nn  campo 
UDitario,  binario,  ternario,  ecc.  A'  seconda  di  questi  casi  il  signi- 
ficato di  0,^  sarà  dato  da  : 

D„  =  y,D„^  ,  ovvero  da  D^j,  =  yjì„  +  y^D^^ , 
ovvero  da 


1149.  Se  il  simbolo  operativo  D^j,  si  applichi  due  volte  di  se- 
guito- ad  f,  si  otterrà  la  cosi  detta  seconda  polare  di  f,  rappresen- 
tabile con  D^ylB^j/]  o  pili  brevemente  con  D^^Y-  Similmente 
D^j,y  ci  rappresenterà  la  terza  polare  di  /,  che  si  ricaverà  da  f 
applicando  tre  volte  consecutivamente  ad  f  l'operazione  D,^;  e 
cosi  di  seguito. 

£  chiaro  che  la  prima  polare  della  prima  polare  di  f  coincide 
colla  seconda  polare  di  /,  e  cosi  la  prima  polare  della  seconda 
polare  colla  terza  polare  di  f,  ecc. 

1150.  £sEUPio.  —  Data  la  finzione: 

/  =  oa;,  *  -h  bXg*  +  e»,'  +  ax^,  +  ^x,x,  +  Ya:,x, , 
si  trova  come  prima  polare  ; 

D^:/=(2«a:l+?ifg-^Ya^)J/,-^(26i^,-^Ya;,+oKCg>,-^-(2ca:J+«a:,^-?a,)y, 
e  come  seconda  polare  : 

^«j**/"=  21aj/i»  +  bif^*  +  cyt*  +  (xy^y^  -f-  gy.yi  +  tViViV 

1151.  La  polare  k*^  della  eomma  di  piit  funzioni  è  ugn(Ue  alla 
somma  delle  polan  k""'  delle  tlngole  funzioni. 
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Basterà  dimostrare  ciò  per  il  caso  di  k  =  l  ;  cioè  clic 

D^O*»  +  r,  +  ...+/«)  =  !>./.  +  D„/,  +  . . .  +  D,/„. 

Ora  ciò  è  una  consegaenza  immediata  della  definizione  dell'o- 
perazione l)j,j,  e  del  teorema  analogo  relativo  alla  derivata  di  una 
Bomma  (art.  689). 

1152.  La  prima  polare  del  prodotto  di  m  funzioni  è  uguale  alla 
somma  degli  m  prodotti  che  si  ottengono  moltiplicando  la  prima 
polare  di  ciascuna  funzione  per  le  funzioni  rimanenti. 

Si  tia  inlatti  ; 

I 
e  qnindi  anche  (art.  692)  : 


>'.A'f«={2i'i[V')'*'' 


cioè  appunto  : 

D„ift  ti = iD,/)5t + nj>.,in + ft[D„«- 

1153.  Data  la  funzione  intera  f(x^  ,  x, ,  ... ,  x„)  delle  n  variabili 
a^i  ,  Xf  1  ■■■  ,x„,  se  eseguiamo  sulle  variabili  x,  ,  a^  , ... ,  x^  la  tras- 
formazione lineare: 

a-,  =  <x^x\  +  Ojx'j  ■!■...+  a.^x'„ 

(2) 

e  sostitaiamo  queste  espressioni  delle  x^,..,x„  in  f(x^,x^,...,x^, 
è  cliiaro  che  la  f  si  cangìerìi  in  una  funzione  intera,  dello  stesso 
grado,  delle  x\  ,  x\  , ... ,  x'„.  Scriveremo  pertanto  : 

^a:,  ,  x^  ,  ...  ,  a;„)  =  F(x',  ,  a:',  ,  ...  ,  a;'„).  (3) 

Sia  ora  y^  ,y%ì  >.■ ,  y„  an'altra  serie  di  variabili,  che  si  trasformi 
(art.  1118)  cogredientemente  alle  x,  ,  ir, , ...  ,  x„  nella  nuova  serie 
y'\  I  y'i  1  —  1  y'n  ;  cosicché  si  avrà  : 

y\  =  !^i!/'l  +  «»?'»  +  -  •  ■  +  O-nV'n  ' 

C4) 

y»  =  tlV'x  +  Ti^'.  +  .  ■  .  +  Tn^'n- 

Agginugendo  alle  (2)  le  corrispondenti  equazioni  (4)  moltiplicale 
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per  an  parametro  arbitrarlo  X,  si  ottiene  : 

a!i+Xff,=a,(a!',+Xy',)fa,(a!',+Xy',)+...+«„Ca:'„+lff'„) 

»n+iy»=-fiCa''i+^ì''i)+Y»Ca!',4>y',)+...  n««+^J/'n). 
ondo  st  Tede  che  i  valori  x',iXy',  ,  x'j+Xy', ,  ...  sono  legati  ai  va- 
lori x,+Xy,  ,  Xj+Xy,  , ...  precisamente  da  quelle  stesse  relazioni  (2) 
che  legano  i  valoi-l  x\  ,  x\  ,  ai  valori  jb,  ,  x^  ,  ...  e  sono  safficienti 
a  rendere  soddisfatta  l' eguaglianza  (3).  Si  avrà,  danqae,  simnlta- 
neamente  alla  (2)  : 

1154.  SvilappaDdo  1  due  membri  della  (5)  mediante  il  teorema 
di  Taylor  (art.  616)  viene  : 

A=r,  ,...,  a:„)  +  ^.A'^^  ,-  ■  «j]  +  ^[l>«,'A«^. *«)]  +  -  = 

F(x',  ,...,x'J+1[d,vF(x', x'„)]  +  g[D,y'r(x'.,...^'j]  +  .... 

È  questa  una  relazione  che  dev'  essere  soddisfatta  qualtinqae  sia 
it  valore  del  parametro  arbitrario  X  ;  cosicché  se  ne  deduce  (ar- 
ticolo 483),  uguagliando  nei  due  membri  i  coefficienti  di  una  stessa 
potenza  ft™  di  X  : 

I>a;,V(«l  ,  K»  ,  -  ,  *»)  =  D*'y  *F(i»!'l  >  ^'t  ,  -  .  »:'„).  (6) 

Con  quest'uguaglianza  è  dimostrato  il  eoe)  detto  carattere  t'n- 
variantivo  delle  forme  polari  rispetto  ad  una  trasformazione  li- 
neare (2)  della  forma  fondamentale.  È  evidente  infatti  che  il  se- 
condo membro  di  (6)  è  una  funzione  intera  dei  coefficienti  A,, 
A,  ,  ...  di  F  e  delle  x\  ,  x\  ,  ...  ,  y*,  ,  y\  ,  ...  composta  con  queste 
quantità  assolutamente  allo  stesso  modo  nel  quale  il  primo  membro 
è  composto  coi  corrispondenti  coefBcienti  a,  ,  a, ,  ...  di  ^  e  colle 
a'i  .  a:, ,  ...  ,  y,  ,  y, ,  .... 

In  altri  termini,  se 

D^/Aa:,  ,  a;,  ,...,  x„)=-?(a, ,  a,  ....  ;  x, ,  x,  ,...,  x„  ;  y,  .  y^  ,...,  yj, 

si  ha  anche: 

I>«y*F(a:',  ,  x',  ,...,  x'„)=?(A,  ,  A,  ,...;  x',  ,  x',  ,...,  *'„  ;  y\  ,  y',  ,...,  y\) , 

cosicché  la  (6)  prende  la  forma  : 

»Cai .  Oi  >-ì  '^i  >■■„  *„  ;  ?!  ,-'>  ]/n)=^(.^i  >  Aj  .-;  3=', ,...,  x\  ;  y»,  ,...,  y'J 

che  mette  del  tutto  in  evidenza  il  carattere  invarlantivo  della  fun- 
zione 7  rispetto  alla  trasformazione  lineare  del  campo  ternario  e 
della  forma  fondamentale  f. 
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Vote  ed  Eaercìiì. 


1.  SÌA,  per  fissare  le  idee,  /  ona  forma  quadratica  /(x,  ,  x,  ,  x,  ,  x^)  delle 
quattro  variabili  x^  ,  x^  ,  x^  ,  x^•,  e  interpreti  amo  queste  quattro  variabili 
come  le  quattro  coordinate  omog:enee  x^-.x^ix,:  x,  dì  qq  punto  P^  dello 
spalilo  ordinario. 

So  f(r,  . ...  ,  *j  ;  y, , ... ,  y,)  è  la  prima  polare  di  /  rispetto  alla  nuova 
sei-ie  di  variabili  Vi  '■  l/t  '■  Vt  '•  V*  r  l'equazione  ; 


<f(Xi  ,  ... ,  X,  ;  y^  ,  ... ,  y^)  =  0  (1) 

ìgame  ohe 

aperficie  d 

:.,)  =  0. 


Stabilisce  fra  i  dae  punti  P^  e  Pj,  un  legame  che  si  esprime  dicendo  ohe 
essi  sono  punti  coniugati  rispetto  alla  superficie  del  2"  ordine  ; 


Xi  +  ijjfj  ,  Xi  +  \yi  ,  (»■  =  1,  2,  3,  4) 

sono  risp.  le  coordinate  di  Q,  e  Q, ,  si  avrà,  per  X  =  X,  ,  X,  : 

/'(a:,  +  Xy,  ,  x^  +  \y^  ,  a:,  +  Xj/g  ,  X^  +  \J/^)  =  0  , 

cioè,  sviluppando  secondo  il  teorema  di  Taylor  (ofr.  art.  518)  e  tenendo 
conto  dell'annullarsi  della  prima  polare  : 

/(a:,  ,Xj,x^,  !C.)  -1-  XY(j/i  ,?»>!/»,  Va)  =  0. 

I  due  cnmeri  X,  e  X,  sono  dunque  uguali  mn  dì  segno  contrario,  cioè:  dua 
puitli  conjugali  P„  e  Pj,  tona  leparati  armonicamente  dai  dut  punii  Q,  ,  Q,  nti 
quali  la  loro  eougiangente  ineortira  la  superficie  del  2"  ordine. 

Se  si  considera  come  dato  fi  punto  P^  ,  l'equazione  (1),  che  è  di  primo 
grado  anche  nelle  jt,  ,  x,  ,  ^i  ,  x^ ,  ci  darà  come  luogo  dei  punti  P^  oonju- 
gati  a  Pj,  nn  piano,  ohe  si  chiama  il  piano  polare  di  P^  (polo)  rispetto  alla 
superficie  del  2"  ordino. 

2.  Se,  mediante  uno  Ira^ormazione  projeltiva  qualunque,  la  guadrlta  t  e  la 
coppia  di  puali  A  e  B,  eonjugatì  rilpelto  ad  sita,  li  eambiano  ritp.  neUa  qua- 
driea  F  e  nei  due  punti  A.'  e  B',  anche  A'  «  ti'  taranno  fra  toro  coniugali  ri- 
ipelto  ad  F. 

Si  riconosca  ciò  come  consegaenza  immediata  del  carattere  ìuvariantivo 
delle  forme  polari. 

3.  Bimodtrara  che.  date  due  qnadrichc,  esiste  un  tetraedro  tale  che  ogni 
vertice  ha  per  piano  polare  rispetto  ad  entrambe  la  faccia  ad  esso  'opposta. 

4.  Data  una  funziono  intera /(x,  ,  ...  ,  x„;y,  ,  ...  ,  fr„  ;  z, i,)  dì  una  o 

più  serie  di  variabili,  se  ne  possono  dedurre  le  così  dette  polari  mille  ope- 
rando en/nn  numero  qualonque  di  volte  e  secondo  uu  ordine  qualunque 
colle  operasioni  fondamentali  : 

E.,  >  T>„  ,  E„  .  E„  .  D,. 

Si  dimostri  che  tutte  queste  nuove  forme  hanno  carattere  invariantìvo 
rispetto  ad  una  trasformazione  lineare  dalle  serie  cogredienti  x,  ,  ...  ,  a^  ; 
t/i  I  ■"  I  Vn  i  --'  ^  ^"^  corrispondente  trasformazione  del   coefScienti   dolla  /. 

5.  È  importante  di  notare  che  i  simboli  operativi  Dpq  non  sono  tntti  fra 
loro  permutabili.  Bensì,  se  ^  è  una  funzione  intera  qnalanqne  delle  serie  in- 
dipendenti Pi  ,  ...  ,  Fa  i  9i  I  ■"  '  9ii  i  'i  1  ■  ■  I  *n  i  'i  1  '■•  <  'n  i  —i  ''  hanno    le  se- 
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Kueuti  identità  fondamentali  ; 

D„D„5  =  D„D„,     ,     D„D„?-DpD„5  =  D„5 

D„D„,-D„D„.  =  D„-D„, 
delle  quali  lasciamo  al  lettore  la  dimostrazione. 


-  Forma  arglonta  e  forma  reciproca 
di  aOB  forma  quadratica. 


1155.  Sia  f{x^  , ...  ,  x„)  una  forma  «""  qualunque,  cioè  udr  fun- 
zione intera  ed  oinog:enea,  di  grado  qualsivoglia  m,  delle  n  varia- 
bili  X,  ,  X, , ...  f  x„.  Eseguendo  su  queste  una  sostituzione  lineare 
qualunque  : 

a?,  =  \y>:\  +  Xjjjc',  +  .  .  ,  +  Ì,„a:'„ 

(1) 

"'n  —  ^M*'  1+  *B»*'s  +  •  ■  •  +  ^B«*'n  1 

bì  avrà  : 

f{x,,...,x„)  =  S{x\,...,x\),  (2) 

dove  F  è  una  funzione  intéra  ed  omogenea,  dello  stesso  grado  m, 
delle  variabili  trasformate  a:/, ,  ... ,  x'„. 
Se  poniarao  per  brevità  : 

T>^f  -  «.  , ... ,  D,/  ^  ie„  ;  D,.  P  =  .('. , ... ,  D^-^P  =  u\       (3) 

ed  y,  , ...  ,  y„  siano  n  imove  variabili  che  si   trasformino  cogre- 
dienteuicnte  alla  (l)  in  j,\  ,  ...  ,  y\ ,  si  tia  (art.  H54)  : 

«iSi  +  «!?(  +  ...  +  w„5„  =  u\y\  ^  u'jy'j  +  ...  +  ti'^\.  {« 

Sostituendo  ora  nel  primo  membro  di  quest'eguaglianza  in  luogo 
delle  Pi  ,  ...  ,  y„  le  loro  espressioni  nelle  y\  , ... ,  y'^  ,  che  sono  af- 
fiiiio  analoghe  alle  (I),  ed  uguagliando  quindi  i  coefficienti  di  cin- 
scuna  variabile  y\  nei  due  membri  dell'identità  cosi  ottenuta,  si 
trova  : 

U',  =  ^nWi  +  ^iiM*  +  .  .  .  +  ÌniW„ 

(5J 

w'n=  '^in"!  +  ^!h^»  f-  .  .  .  -I-  À„„W„. 

Vediamo  dunque  (art.  1120)  chGiU  derivate  parziaWD^  f ,,..  jD,  f 

Boiìù  legate  alle  derivate  parziali  trasformate  D^-  F  ,  ...  ,  D^.  P  dalla 

sovlilvzione  lineare  controgrediente  a  qneìla  che  lega   le  variabili 
X,  , ...  ,x„  alle  variabili  trasformate  x', ,  ... ,  x'„. 
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1156.  Sis  ora  in  particolare: 

una  forma  quadratica  n''". 

Se  i  valori  delle  x^ , ... ,  x^  soddisfano  all'equazione  : 

Ax,  ,  ...  ,  i«„)  =  0  ,  (7) 

i  valori  delle  variabili  controgredienti  «,,„.,«„  definite  dalle  (3; 
soddi&feranno  ad  an'allra  equazione  : 

?(k,  ,...  ,tO=0  (8) 

che  si  otterrà  eliminando  le  Xj  , ... ,  ar,,  dalle  n+1  equazioni  : 

f{x^  , ... ,  !C„)  =  0  ,  «1  =  D^/ ,  ... ,  u„  =  D^J'.  (9) 

Poiché  (art.  512): 

f[x)  =  -^x{D^f  +  ...  +  x^^^f)  =  ^(«.a;,  +  ...  +  u„x„\ 
11  Bìstema  delle  (9)  si  può  scrivere  : 

0  =  «i  a;,  +  Mg  aij  +  ...  +  u„  x„ 

1 

-«,  =  «i,ic,  +  di^j  +  ...  +  flj„a;„ 


1 

-M„  =  a„,!Bi  +  a^jx,  +  ...  +  «„„a„ 

digulBacliè,  eliminando  le  a;,  ,  ...  ,x„,  si  trova  : 
0      «,      «j    ...  w„ 


?(".,- 


(10) 


La  forma  f(u,  , ... ,  u„)  cosi  definita  sotto  forma  di  determinan- 
te, che  è  evidentemente  una  forma  quadratica  delle  variabili  u, , 
^1  f  ■  ■  ■  I  Ur  f  ^'  chiama  la  forma  quadratica  aggiunta  delia 
/■(a;,  , ... ,  a;„).  Invero,  indicando  con  A,n  l'aggiunto  di  oy^  nel  de- 
terminante S^^ii^'ja  ■■■<'fiH>  ^'  P''^  anche  Bcrivere ,  come  facil- 
mente bì  riooDosce  (cfr.  pg.  205,  Nota  2^)  sviluppando  il  determi- 
nante (10)  secondo  i  prodotti  di  un  elemento  delta  prima  orizzon- 
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tale  per  an  elemento  della  prima  verticale  : 


?[Wi    .   ■  ■   ,  M„)  =5]  ^AyWiUf. 


1157.  Se  il  discriminante  della  forma   quadratica   ffx, ,..,  ,i,; 
é  uvllo,  la  forma  aggiunta  ?(Uj  , ... ,  «„)  è  uh  quadrato  e$atto. 
Infatti,  ae  S^fluAt»  —  "nn  =  0,  si  ha  (art.  436)  : 

A,,  :  A,j  : ...  :  A,„  =  Ajj  :  Aj,  ; ...  :  A(„  =  ...  =  A„,  ;  A„|  : ...  :  A„, , 

diguisacbè  si  potranno  determinare  n  nomeri  Px  ,  ■■■  ,}„  t")!  ds 
a V  ersi  : 

Ali  =  Pi*     )   ^1»  =  PiPj  j  -  >  -AlB  =  PlPn 

Kt  =  P»Pi  >  Ajj  =  p,'   ,  ■.. ,  A,„  =  p,p„ 


A„,  =  P„p,  ,  A„(  =  p„Pj , ...  ,  A„„=  p„». 
Si  potrà  dunque  scrivere: 

'  =^^ij»i^J  =5]PiPj«i«j  =  (PiWi  +  -  +  PnWj'  . 
e.  d.  d. 

1158.  Si  ponga  per  brevità: 

d  =2;±  a^^a„  ...  a„„  ,  U  =2±  ^n'*!» ...  J,,.  ("^^ 

Se  in  luogo  della  forma  quadratica  aggiunta,  definita  dalla  (II-, 
bì  consideri  la  forma  quadratica: 


si  ha  la  cosi  detta  forma  reciproca  della  f(xi  , ... ,  x„),  il  cnì  uso 
è  preferibile  In  molte  questioni  all'uso  della  forma  aggiunta;  poi- 
ché essa  dà  luogo  all'importante  proprietà:  la  forma  rtctproc 
delia  recìproca  di  una  forma  quadratica  t  è  la  tteita  format. 

Infatti ,  se  si  indichi  con  A'^j  V  aggiunto  dì  Afj  nei  determinante 
^^  A„Ajt ...  A„„  ,  si  tia  (cfr.  art.  429): 

A'ij      D      A' ad 
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ITot»  ed  Eiereiù. 

1.  8e  j;,  :  X,  :  3>,  :  x^  sodo  le  ooordioato  omogenee  di  nii  ponto  qnalnnqae 
dello  ap^EÌo,  ed  tt^f ,  +  u,s^,  +  UjX,  H-  ti^V,  =  0  è  1'  equazione  di  nn  certo 
piano,  i  coefQcienti  u,  :  u,  :  v,  :  u,  si  possono  assumere  come  coordinai*  oma- 
genee  dfl  piano. 

Ciò  posto,  se  f(x^  ,  ai,  ,  x,  ,  x^)  =  0  è  l'eqnazione  di  una  certa  superficie 
det  2*  ordine,  l'equazione  f(u^  >  ((|  ,  u^  ,  u^l  =  0,  ohe  si  ottiene  uguagliando 
a  zero  la  forma  aggiunta  delia  forma/,  rappresenta  la  stessa  superficie 
considerata  come  inviluppo  di  piani;  cioè  esprima  la  condizione  necessaria 
e  sufficiente  cui  debbono  soddisfare  le  coordinate  u^  ,  u,  ,  u,  ,  u^  di  no  pia- 
no, affinchè  esso  sia  tangente  olla  superficie /=  0. 

11  lettore  riconoscerà  la  verità  di  quest'asserto  rifiettendo  che  e(u,  ,  w,  , 
u,  ,  n,)  =  0  esprime  ]a  coesistenza  delle  (9J,  cioè  la  condizione  affinchè  il 
polo  (cfr.  la  Nota  1'  del  g  precedente)  del  piano  u,  :  u,  :  u,  :  v,  si  trovi  sulla 
Bnperficìe/=0. 

§  9.e  —  DeflDlilone  ài  Intarlanti  e  «ovarlantl.  Eiempi. 

1159.  In  laogo  di  sottoporre  atU  trasformazione  lineare  nna  sola 
forma  algebrica  fondamentale  con  le  n  Tartabili  x,  ,  a;, ,  ... ,  a:„  , 
giova  considerare,  per  maggiore  generalità,  nn  sistema  Al  piti  forme 
algebriche,  ciaecnna  delle  quali  possa  ancbe  contenere,  oltre  alla 
serie  di  variabili  a^  ,  Xj  , ... ,  o;„ ,  altre  serio  Si  ,  Vt ,  —  >  y„  ;  ^i  > 
Zf  , ...  ,  2„;  ...  ad  essa  cogredienti  (art.  1116). 

Se  f{xj  ,  Kg ,  ...  j  a:„  ;  y,  ,  y,  ,  ...  ,  y„  ;  ...)  sia  nna  di  queste  forme, 
essa  si  potrà  anche  desigoare  più  brevemente  con  f[x,  y,  ...) ,  od 

anche  con  f{x ,  y  ,  .  .  .)  qualora  importi  metterne  in  evidenza  gli 
ordini  rispetto  alle  singole  serie  di  variabili;  cioè  che  essa  è  nna 
funzione  intera  ed  omogenea  del  grado   [Jl   nelle   x^ ,  a:^ , ... ,  x„  , 
intera  ed  omogenea  del  grado  v  nelle  y,  ,  Sj , ..- ,  y„ ,  ecc. 
Ciò  posto,  sia  dato  nn  sistema  di  forme  fondamentali  : 

f{x,y,  ...)  ,  9('«: ,  y  , ...) , ...  (1) 

a  coefficienti  fra  loro  indipendenti  ed  affatto  arbitrari  ;  e  siano  : 

/•,(x',ff',...),9.(«:',y',. ..),...  (2) 

ì  valori  delle  (1)  espressi  in  funzione  delle  variabili  trasformate 
x'  ,y' , ...  ,  che  si  deducono  dalle  x  ,y  , ...  mediante  la  stessa  so- 
stituzione lineare  : 

a:i=ai!c'i+a,!c',+  ...  +<x„x'„  ,  yi=Oiy',+  ...  +o„y'„  , ... 

(3) 

a:„=li!c',+Xja:',+  ...  +i„ic'„  ,  !/„=\i/'i+  —  +^„ff'„  i  ■— 

Se  ora  A^ ,  Bf ,  ...  sono  risp.  1  coefQcienti  dei   termini  generali 

in  f ,  <f  ,  ,„  ed  À'j ,  B'f ,  ...  1   coefficienti   dei   termini  omologìa  in 

CAFBLI.T.  —  Iitituxifmi  di  aaaliii  algeirica,  6.*  ediz.  88 
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fi,f,, ...  ,  si  dice  che  ana  funzione  razionale  B(A ,  B , ...  ;  x ,  jr  r-' 
delle  Aj ,  Bj ,  ...  e  delle  a;,  ,  x,  ,  ...  »  «„ ,  Ji ,  y»  , ..- ,  ff«  ■  —  *  un  '"■ 
variante  del  eistema  (1),  se  esiste  ana  funzione  razionate  y{a ,  l  ,.-i', 
dei  soli  coefficienti  della  sostituzione  lineare  (3)  tale  cbe  si  àbbii 
id en ti cam etite  (cioè  qualunque  siano  i  valori  delle  A,B,.-,7' 
ff  ,  ...  ,  a  ,  p  , ...  ,  X) 

It(A' ,  B' , ...  ;  ir' ,  y'  ,  ...)=x(_ii ,  p  , ... ,  X).R(A  ,  B  ,  ...  ;  x  ,  y ,  -> 

1160.  Se  il  covariante  R  non  contiene  \ax  ,y  ,  ...  ,  cioè  dipende 
soltanto  dai  coefBcienti  delle  (1),  si  dice  anche  che  eseo  èonj» 
variante;  che  se  invece  dipende  dalle  sole  jr  ,  y  ,  ... ,  si  dice  anche 
che  esso  è  nn  covariante  idfintico. 

Finalmente  si  dice  cbe  E  è  nn  covariante  (o  invariante]  Min- 
luto,  quando  il  fattoro  y^  6  nna  semplice  costante  ugnale  all'ooilà. 

1161.  Le  forme  fondamentali  f ,  tf  , ...  sono  evidentemente  dei 
covarianti  assoluti  ;  e  tali  sono  pure  (cfr.  art.  1154)  tutte  le  loro 
polari,  semplici  o  miste,  come  ad  esempio: 

D,/ ,  D„V ,  D„D,/ ,  D„D„D„5  ,  ... 

e,  per  conseguenza,  anche  i  loro  prodotti,  le  somme  dei  loro  pro- 
dotti, ecc. 

1162.  L'esempio  più  semplice  di  covariante  identico  ai  ha  d«1 
determinante  S±3;,y|...  2„  composto  con  n  serie  cogredienti.  Si 
ha  infatti  (art.  1118)  : 

1163.  Quanto  agli  invarianti,  l'esempio  pitt  semplice  si  ha  nel 
caso  di  un  sistema  fondamentale  composto  di  n  forme  lineati  o^, 
b^  ,  ... ,  «a,  ;  ove  si  è  posto  per  brevità  a^  in  luogo  di  a,a;i+a^,+- 
+a„x„ ,  ecc.  Infatti,  se  a'^. ,  b'^  , ... ,  e^.-  sono  le  forme  lineari  tras- 
formate, i  coefDcieuti  a'  si  deducono  dai  coefBcienti  a  (art.  1123 
mediante  la  sostituzione  lineare  controgrediente  alla  (3);  e  simil- 
mente per  b' ,  e' Si  ha  dunque  (art.  1118)  : 

^'±a',6'j ...  e'„=2==«i?i  -  ^n-2=tai&j ...  e„.  (5) 

1164.  Un  altro  esempio  semplice  ed  importante  di  invariante  ci 
è  dato  dal  discriminante  (art.  1127)  di  una  forma  quadratica: 


/=2S».-,-. 


considerata  come  forma  fondamentale;  poiché,  se 
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è  la  sua  trasformata,  si  ha: 

2;±o'na'„ ...  «'„„  ^C^^oA- ..  XJ» .  ^^a,^a„  ...  a„„.  (6) 

La  venta  di  ciò  si  riconosce  sabito  rappresentando ,   come  al- 
l'art. 1126,  la  forma  f  come  somma  di  n  quadrati  : 

/'"KP  +  [M'  +  ...  +  [«.l' 

di  n  forme  lineari  a^.  ,b„  ,  ... ,  e^,  poiché  allora  si  ha  (art.  1128): 

2ia„a„ ...  o„„=(2±ai6»  . .  e„)',  (7) 

cosiccbè,  se  a'„-  ,  &'„. , ... ,  t'^.  sono  le  forme  lineari  trasformate , 
si  avrà  similmente  : 

2±a',ia'„ ...  «'„„=  (2±a'i6'j  -  e'J'.  {7)' 

Ora  dalle  (7)  e  (7)'  si  trae  appunto  la  (6)  tenendo  presente   la 
relazione  (d)  già  trovata  all'art,  prec. 

Hote  ed  Eaerciii. 


1.  Se  la  funzione  razionale  B  dell'art.  11Ó9,  contiene  oltre  alle  bs 
ce  ,  <f  ,  ...  anche  della  serie  di  variabili  u  ,  o  ,  ...  ad  esso  controgredie 
(art.  1120)  e  se,  dette  u',  e', ...  le  serie  trasformate  delle  u,  o,  ...  ,  si  hi 

R(A' ,  V,'  ,..\x' ,  y' ,..  lu'tv',  ..)^xE(A  ,  B,...;3;  ,y  ;...;  u  ,v,. 

■i  dice  che  B  6  un  covariante  utiiCo  del  sistema  (I). 

Como  caso  particolare  pnò  accadere  che  B  non  contenga  le  x,  y,  ...  , 
Boltaoto  le  tt,  V,  ....  Allora  si  dice  che  B  è  un  eontrovariant:    '  *     ' 

2.  Riconoscere  che  la  forma  u,^,4u,x,-f  ...  4uq«n  6  un 
(identico  ed  assoluto).  Ofr.  art.  1122. 

8.  BioonOBcere  che  la  forma  quadratica  fondamentale: 


la  sua  forma  aggiunta  (art. 


/(a;,  ,  Xf)  =  a^x"  +  aiir,""'  +  ...  +  a„a;j", 

?(i»l  )  *i)  =  ^ly^ì^  +  &i!C,"'~'lCj  +  ...  +  h„x^, 

cioè  quella  fansìone  intera  B(ng  ,  a, 
che  b  già  stata  definita  (art.  1008)  e 

/'(ai)=aoa!"+o,a;''-i+...  =0  ,  (p(a:)=V"+''ia:'""'+...=0, 


],  cioè,  che  si  ha 
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è  un  invarianta   del   ■iatema   delle   due   forma  fondimenlali  /(s,  ,z,)  t 
Se  a,  :  a,  ,  ^1  :  ^ X^-.X,  aono  la  n  radici  di/(a:)=0,  ai  ba  (att.  1065); 

«(»•.<■ '■•-"'•-i-^'i^H^Ì-i^) 

ovvero  anche,  faoeudo  iparire  le  fraaioui  : 

[«*?.  "■  ^r  ■  R(«o ,  «1 ,-,  bo ,  6.  ,.-)=<9{^  ,  o,)  "■  7^1 ,  ^>)-     W 
Si  Mejjfna  ora  anlle  x,  ,  «,  ana  soatitnaiono  lineare  qualunque  ; 

a,  =  Tfix'j  +  Cjx\  ,  Xf  =  Yjx'i  +  Cjjc'j  (B) 

in  virtù  della  quale  ai  ottenga  ; 

rt»,  ,  X,)  =  W(x\  ,  x',)  ,  »(»., ,  a:,)  =  »(»', ,  x',)  (C) 

e  aiano  a'g  ,  a',  ,  ...  ,  fr'g  ,  £',  ,  ...  rìap.  i  coefficienti  delle  nuove  forme  P  e  <t. 
Se  la  eoatituaiona  (B)  cambia  le  coppie  a, ,  a,  ;  p,  ,  ^  ;  —  risp.  in  s',  ,  a',  ; 
^'i  I  ^'i  <  "-  '  l'Bqaaa'oaa  F(:r',  ,  x'.)=0  avrà  e vidan temente  per  radici  i  rap- 
porti a',  :  >',  ,  ^',  :  p',  ,  ...  ;  onde  ai  avrà,  analogamente  alla  (A)  : 

[«',P',  ...  X',]"-RCa'o  .  o'i ,  ■■■ .  ft'e  ,  6'i ,  ...)=o'o"-*Ca'i ,  «'a)*CP',  .  P',)  - 
e  quindi  anche  per  le  (C)  : 

[«',?', ...  x',r  -Ei»'.  ,»',,...,*  Vi  ...)=«'o"  ■  »(«, ,  »,)»(Pi ,  p<)  ..■ , 

cosicché  paragonando  con  A  ai  trova  : 

o,-.[o', ...  l',l-.E(a'. ,  a\ V, ,  ...)= 

=a',-.[a,...l,]-.R(<.,,<i, 6„,...).     (D) 

Ora  dalle  (B),  posto  per  bceviU;  •cfy—f,e,:^i,  si  trae; 

Aa',  =  («,T,-i,t,)    ,    Af',  =  (f,7,-p,Y,),..., 

««l"«'i(-'i  -  ^'>="oC».ti-«iY!)(PiTi-?iT.) .-  ='.?i ."  VtTi .  7.) 

=a,f,...»,.oV 

Pertanto  ai  ha  dalla  (D)  ; 

a(o'„  ,  a\  , ... ,  6', ,  6',  ,  ...)=4«"R(ao  ,  «,  , ... ,  6o  ,  6,  ,  -.•)  , 

0.  d   d. 

5.  Un  altro  esempio  importante  ci  è  fornito    dal    dUeriminaiUt    di   nna 

forma  binaria: /(*,,  »,)=o,x,"  +  a,iEi"~'iE,+ ... +o„«,",  cioè  da  quella  fan- 
lìone  intera  D(ag  ,  a^  ,  ...  ,  a„)  dei  suoi  coefficienti,  che  abbiamo  già  incon- 
trato (art.  936)  come  discriminante  dell' equazione  /C*)-o,x"+n,x»-'f  ... 
-|.a_c=a.  Laacianio  al  lettore  di  rìconoacera  che  eaao  è  un  invariante  della 
forma  fondamentale  /(x,  ,  x,).  A  quest'oggetto  gioverà  partire  dall'eaprea- 

DCao ,  a.  , . . ,  a„)  =  «,*"-»■  JJ(a^  -  oO< 
in  cut  I,  ,  a,  , ... ,  Et.  aono  le  n  radici  di  /i^x)  =  0. 
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g  lO.o  —  Bsprlmlbllltà  det  covarianti  ragionali 
come  quoti  di  oorarlantl  Interi. 

1165.  Indicando,  come  all'art.  1159,  con  Aj  ,  Bj ,  ...  i  coefficienti 
delle  forme  algebriche  primitive  /",<?,.-  e  con  A'j  ,  B'j , ...  i  cor- 
rispondenti coefficienti  delle  forme  trasformate  fi ,  fi  , ...  compo- 
nenti il  sistema  fondamentale  : 

f{x,y,  ...)=fi{x' ,  y' , ...) ,  «(x  ,  y  ,  ...)=?,{a;' ,  y' ,  ...) ,  ... ,      (1) 

sia  R(A  ,B  , ...  ;x  ,y  ,  ...)  un  covariatite  razionale  di   qaesto  si- 
stema. 

Si  sa  dalla  teoria  della  divisibilità  delle  funzioni  intere  di  più 
variabili  che  ogni  funzione  razionale  di  piti  variabili  si  può  sempre 
esprimere,  ed  in  un  unico  modo,  come  il  quoto  di  due  funzioni 
intere,  prime  fra  loro,  delle  stesse  variabili.  Possiamo  dunque  scri- 
vere: 

H(A,B.....,.,...)=:;i:°::;:;;-^,    ., 

dove  Fé*  sono  funzioni  razionati  intere  prime  tra  loro  dì  tutte 
le  variabili  A  ,  B  ,  ... ,  a; ,  y  ,  .... 
Per  il  supposto  si  ha  : 

F(A:,B',^;x^,S,VJ_  f;A,B, ...;»;,»,...) 

«(A' ,  B' , ...  ;  r.' ,  j,' , ...)-»"'  ' *'  »(A ,  B ,...;:»,  j , ...)  '    *'' 

dove  X  è  una  funzione  razionale  delle  sole  variabili  otj ,  Pi,...,X 
(coefficienti  della  sostituzione  lineare). 

Ora  dalle  (l)  emerge  chiaramente  che  le  A'j  sono  funzioni  li- 
neari intere  dello  Aj  con  coefficienti  che  sono  funzioni  intere  delle 
«( ,  f  j , ... ,  1(5  e  lo  stesso  dicasi  delle  B',-  rispetto  alle  B(,  ecc. 
Pertanto,  se  in  luogo  delle  A' ,  B' ,  ...  ,x',y',  ...  sì  pongano  ri- 
spettivamente le  loro  espressioni  nelle  A  ,  B  ,  ...  ,  a; ,  y  , ... ,  sì  potrà 
scrivere  : 

F(A' ,  B' , ...  ;x',y', ...)  = 


F,(A  ,  B  ,  ., 

■;x,!,,... 

.;«,?,.. 

..,1) 

D» 

(■ 

»,(A  ,  B  ,  . 

..  ;  X  ,  j  , .. 

.;«,?,. 

...1) 

*(A'  ,  B'  ,  ...  ;  w' ,  y 

dove  F,  ,  *,  sono  funzioni  intere  e  D=2±j,J,  ...  X„  ;  di  più  F,  e 
*,  sono  nelle  A,  B, ... ,  a: ,  y  , ...  rlsp.  degli  stessi  gradi  delle  Fé*. 
Sostituendo  le  espressioni  (4)  in  (3)  si  avrà  dunque  : 

F^CA,^  ,.^^,j|^^^p^  _  Xi(oi,g,...}.F(A.B,...;a;,y,...) 
*.{A ,  B ,...;  X  ',  y ,...;  a ,  ^ ,...)     ^^(a ,  g ,...) ■  *(A ,  B ,...;  x ,  y ,...)  ' 

dove  x,  ,  ^j  sono  ceite  due  funzioni  intere,  prime  fra  loro,   delle 
sole  variabili  a^ ,  ^^ ,  ... ,  X;, 


lyCoOt^lc 


—  702  — 

Poiché  ora  la  frazione  nel  secondo  membro  è  gìk  ridotta  ali» 
sua  più  semplice  espressiODe,  e  poicliè  i  numeratori  e  i  denomi- 
natori nei  due  membri  sono  risp.  degli  stessi  gradi  nelle  A| ,  B,,.... 
Xf ,  s, ,  ...  ,  dorrà  esistere  una  funzione  intera  Xo(<*  >  ?  >  —  j  ^)  delle 
sole  ai ,  ^i ,  ... ,  Xj ,  tale  da  aversi  Identicamente: 

F,(A  ,  B  ,...;  X  ,  y  ,...;  a ,  ?  ,...)=x„.x.-F(A  ,  B  ,...;  x  ,  y  ,...) 

*i(A,  B  ,...;  X  ,y  ,...;  a. ,  ?  .■■■)=Z.i-y,,-*(A,  B  ,...;  a: ,  y  ,..), 

dìgnisachè,  confrontando  colle  (4),  sì  conclude: 

F(A' ,  B' ,...;  x- ,  y'  ,...)=)roXiD-''-F(A  ,  B  ,...;  x  ,  y  ,...) 

<b{M  ,  B' ,...;  x' ,  y'  ,,..)=7.oXjD-*.<I>(A  ,  B  ,...;  x  ,  y  ,...), 

cioè  che  ciascuna  delle  due  funzioni  intere  F  e  ■(  è  per  sé  stessa 
un  covariante. 

Resta  con  ci6  dimostrato  che  te  uh  covariante  razionale  non  i 
intero,  e$io  è  il  quoto  di  due  covarianti  interi. 

g  ll.o  —  Proprietà  fondamentale  del  eoTarlantl. 

1166.  Dopo  quanto  si  è  stabilito  nel  §  preo.,  possiamo  d'ora  in- 
nanzi limitarci  allo  studio  dei  soli  covarianti  interi. 

Mantenendo  le  stesse  notazioni  del  §  prec,  sia  4i(A  ,  B ,...;  x ,  y ,.,.) 
un  covariante  intero  qualunque  del  sistema  di  forme  fondamen- 
tali /',  f  , ...  ;  cosicché  si  abbia  : 

*(A' ,  B' , ..;  «' ,  y'  ,...)=xCa  ,  f  ,...,  X).*(A  ,  B  ,...\  x  ,  y  ,...).    (1} 

Ci  proponiamo  di  dimostrare  che  la  funzione  razionale  y_(a ,  ^ ,...,  X) 

è  una  potenza  intera,  positiva  o  negativa,  del  modulo  D=I^:t:a^^...X„ 

della  aoitituzione  lineare  : 

•  x,=a,x',-|-a,x'j+...+a„x'„         /  yi=«iy'i+«»y'» ■*■■•■ +«»?'» 

1 ,       (2) 

^  x„=x,x',+x,x',+...+x„x'„       ^  yn=^iy'i+*»y'i+-+^»y'n 

che  lega  le  x  ,y  ,  ...  risp.  alle  x' ,  y' , .... 

1167.  Cominciamo  dal  notare  che,  esprimendo  le  A' ,  B'  , . . . , 
x' ,  y' ,  ...  in  funzione  delle  A  ,  B  , ... ,  x  ,  ^  ,  ... ,  si  pad  porre, 
come  nel  §  prec.  : 

ed  esprimendo  invece  le  A  ,  B  , ,  . . ,  a; ,  ^  ,  . . .  in  funzione  delle 
A' ,  B' ,  ...  ,x>,y', ...  : 
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dove  <^,  ,<l>,  esprimono  fanzioni  intere  ed  h,k  nameri  interi  e: 
positivi. 

Queste  dne  formole  combinate  colla  (t)  ci  danno  risp.  : 

y  ,  ...  ;  «  ,  ?  ,  ■■■) 


*(A,B,...;a;,j/,...) 
_«»,(A',B',...;a;',y',...;a,g,...) 


X(«,p,...,X)  *{A',B',...;a:',y',...) 

Poiché  ora  la  prima  di  queste  tiguaglianze  è  una  identità  ri- 
spetto alle  variabili  Aj  ,  B( aj ,  yj , ... ,  a  ,  ^  ,  ...  elio  possono 

prendere  valori  arbitrari  fra  loro  del  tutto  indipendenti,  e  cosi  la 
seconda  è  un'identità  fra  le  A' ,  B' , ... ,  a;' ,  j/' , ... ,  i  ,  p  ,  ...  che 
sono  del  pari  fra  loro  indipendenti,  potremo  nella  prima  ngua- 
gìianza  sostituire  per  A, ,  Bj  ,  ... ,  a;, ,  y^ ,  ...  dei  numeri  scelti  a 
piacere  che  non  annullino  la  funzione  <I>(A  ,B  ,  ...  ,  x  ,  j/  ,  ...),  e 
similmente  nella  seconda  potremo  sostituire  per  le  A'j ,  B'f ,  ... , 
x'f ,  y\  ,  ...  dei  numeri  qualisivogliano  che  non  annullino  *(A' , 
B' , ...  ;  x'  ,  y' ,  ...).  Dopo  ciò  in  queste  uguaglianze  resteranno  in- 
determinate, e  ancora  completamente  arbitrario,  lo  sole  a,-,  ^^  ,...,X,', 
le  quali  però  figurano,  nei  secondi  membri,  soltanto  nei  numera- 
tori, cioè  in  modo  intero.  Le  due  sopraddetto  ugaaglianze  assu- 
meranno dunque  la  forma  speciale  seguente  : 

I>V.-(«.?.--Ì^)  =  'J'.(«.P.-,ì-)  (3) 

D* 


X(«  .  P  >  ■■■ .  ^) 


-W^,^,...A),  (4) 


essendo  ^^  ,  ^,  funzioni  intere  delle  sole  a  ,  ^  ,  ... ,  X. 

Ora  qaesEe  dne  ngnagliauze  moltiplicate  membro  a  membro  ci 
danno  l' identità  : 

W«,P X).^.,(7,p,...,X)  =  D»''' 

dalla,  quale,  poiché  Te  funzioni  intere  «l'i  e  ^g  non  possono  decom- 
porsi in  nn  prodotto  di  funzioni  prime  che  in  nn  unico  modo,  ap- 
pare cliiaramente  che  ognuna  di  esso  deve  essere  una  potenza  in- 
tera e  positiva  di  D, 

Sostituendo  nella  (3)  per  ^,  tale  potenza  di  D,  si  avrà  dunque 

XC.,f,...,l)  =  D', 

essendo  x  nn  intero  positivo  o  negativo,  e.  d.  d. 

1166.  Il  numero  -  per  il  quale  è  soddisfatta  l'eguaglianza: 

^(A',  B',  ...  ,x',y', ...)  sD'^-^CA  ,B  ,  ...  ,x  ,y  ,  ...) 

si  chiama  (per  ragioni  che  appariranno  nel  seguente  §)  i]  peso  del 
covariante  <I>. 
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§  12.0  — Belaxlone  fr»  ordini,  gradi 
e  peto  di  nn  covariante.  Iiobarltmo  del  Baol  termini. 

1169.  Mantenendo  ancora  le  stesse  notazioni  dei  §§  precedenti, 
ia  4>  un  covariante  di  peso  t  delle  forme  fondamentali  : 

A^  >y ,  ■■■) ,'i{^ ,y , •■■) ,  - .  co 


*(A'  ,B'  ,..;x  ,y', ...)  =  D^*(A  ,  B  , ...  ;  a; ,  y ,  ...)■  (2) 

So  il  covariante  4  non  fosse  omogeneo  nei  coefficienti  della 
forma  f,  o  negli  elementi  della  serie  x,  esso  sarà  evidentemente 
la  somma  di  pani  omogenee,  ciascuna  delle  quali,  al  pari  dell'in- 
tera funzione  4>,  dovrA  per  so  stessa  soddisfare  alla  (2),  ossìa  go- 
dere essa  stessa  della  proprietà  invariantiva.  Pertanto  ci  limite- 
remo d'ora  innanzi  a  considerare  covarianti  omogenei  nei  coeffi- 
cienti dì  ogni  singola  forma  fondamentale  e  del  pari  omogenei  ne- 
gli elementi  di  ogni  singola  serie  di  variabili. 

Ciò  posto,  se  indichiamo  con  jf,  il  grado  di  *  nei  coefficienti  A 
della  forma  f,  con  g^  Il  suo  grado  nei  coefllcienti  B  di  7,  ecc.,  i 
numeri  ^,  ,  g^ ,  ...  si  diranno  i  gradi  del  covariante  <b  (risp.  cor- 
rispondenti alle  forme  fondamentali  f ,  <f  ,  ...).  Se  indichiamo  poi 
risp.  con  "Vi  I  T>  I  —  il  grado  di  <P  nella  serie  x,  nella  serie  y,  ecc., 
i  numeri  Yi ,  Ti ,  .-  si  chiameranno  gli  ordini  di  *  {per  le  rispet- 
tive serie  X  ,y  ,  ...). 

1170.  Sia  m,  il  grado  complessivo  della  forma  fondamentale  f 
in  tntte  le  x ,  y ,  ...  ;  sia  m,  il  grado  analogo  per  la  f ,  ecc. 

8e  BOBtitaiamo  in  4  in  luogo  delle  A' ,  B' ,  ...  le  loro  espressioni 
nelle  A  ,  B  ,  ...  ,  si  avrà  : 

*(A' ,  B' , ...  ■,x',y',  ...)=*,(A  ,  B  , ...  ;  a:' ,  y' , ...  ;  a ,  p  , ... ,  X),   (3. 

dove  <1>,  è  una  funzione  razionale  intera  che  rispetto  alle  a  ,  P ,...,  À 
sarà  omogenea  e  di  grado  «»,3i+mj9j+... ,  poiché  *  è  del  grado  g^ 
nelle  A'  ed  ogni  A'  si  esprime  con  una  funzione  intera  delle  A  e 
delle  a  ,  ^  ,  ... ,  X  che  rispetto  a  queste  ultime  è  omogenea  e  del 
grado  stesso  m^  della  forma  fondamentale  f,  e  sìmilmeuto  perle 
B',  ecc.  Se  invece  sostituiamo  in  *(A  ,  B  ,  ...  ;  a; ,  y  ,  ...)  in  luogo 
delle  X  ,y  , ..',  le  loro  espressioni  nelle  x' ,  y' , ... ,  che  sono  lÌDeari 
ed  omogenee  nelle  a  ,  ^  ,  ...  ,  X,  si  avrà  : 

4>(A  ,  B  , ...  ;  a: ,  y ,  ...)=*j(A  ,  B , ...  ;  a:' ,  y' , ...  ;  a ,  E , ... ,  X)     (4) 

dove  $j  è  una  funzione  intera  che  rispetto  alle  a  ,  ^ ,  ...  ,  X  sarà 
omogenea  e  di  grado  ti-FYj-i- ....  Dalle  (2),  (3),  (4)  segae  ora: 

*i(A ,  B ,...;  X' , y',.--;  «  1  P  .-•.  X)=D^*,(A ,  B  ,...; x' , y',.-;  «  ,  P ,-, X) , 
e  dev'  essere  questa  un'  identità  rispetto  alle  variabili  completa- 
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niente  indipendenti  A  ,  B  ,  ...  ;  a;' ,  y'  , ...  ;  a  ,?,...,  X.  Eguagliando 
i  grarfi  dei  due  membri  nelle  a  ,^  , ...  ,ì.,6\  ti-ova cosi  dover  essere: 


Periamo:  «7  peso  di  un  covariante  n''^''  ri  esprime,  in  funzione 
dei  tuoi  gradi  ed  ordini  e  degli  ordini  delle  forme  fondamentali, 
■mediante  la  formala  : 


Sniffi -2Ti 


ilTl.  Se  nella  forma  fondamentale  (cbe  per  semplicità  sappor- 
remo contenore  la  sola  serie  x)  : 


f;x.  ,  ajj, , ... ,  xj  =yA 


consideriamo  un    coefficiente   qnalunquc  A  ,  gli  Indici  a.  , 

«,»,.■-«» 
^i  •  —  I  'n  r  ^^  quali  corrisponde,  li  chiameremo  i  pesi  di  tale  coef- 
ficiente ;  e  precisamente  chiameremo  primo  peso  l'indice  a, ,   se- 
condo peso  l' indico  a, ,  e  cosi  via  : 

Ciò  posto,  si  eseguisca  nella  f  la  Bostitnzione   lineare   sempli- 
cissima : 

X|=X  ,,...,  •Cn_j  =a!!'^_l  ,  X/^^SX  j,  ,  X|^^l=X  ^n  , ...  ]  x„=3;  „. 

Si  avrà: 

f{x, .  X,  ,  ...  ,  x„)  =^  6^.A__^^  _^__  {x\f'  (x;)\..  (x'„f' , 


e  similmente  per  le  altre   forme  fondamentali  f(ar,  , ...  ,  x„)  ,  ,... 
Pertanto,  esprimendo  nella  i2)  le  A' ,  B' ,  ...  colle  A  ,  B  , ...  e  le 
v^  ,y' , ...  colle  x  ,  y  ,  ...  ed  osservando  che  ora  D=e,  si  trova   ta 
identità  : 

/  '•-::-\       /       --:-\ 

4)|     EPA  ,  e«B  ,  ...  ;  ^  /^ , ...     1  =  2^4)1     A,B,...;x»,y^,...     I 

'       \  »:,.  -  •/„  ,  -  /  \  a'„ ,  y„ ,...  / 

I  dove  p  indica  1' /t""*  peso  del  coefficiente  A,  slmilmente  q  l'A"" 
peso  di  B,  ecc.  IdentiAcando  ogni  termine  del  primo  membro  col 
corrispondente  del  secondo,  si  vede  di  qui  che,  se  P,^  è  la  somma 
degli  A""  pesi  di  tutti  i  coefficienti  A  ,  B  ,  ...  che  entrano  come  fat- 
tori (semplici  o  ripetuti)  in  nn  qualsiasi  termine  del  covariante  • 
Capki.li.  —  IttUutioni  di  analiti  algibriea,  B.-   o<lii ,  &9 
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e  IT;,  6  il  grado  di  questo  stesso  termine  rispetto  alle  vambi: 
x^  ,  y,, ,...,  la  differenza  Pi— 11^  è  nganle  s  -,  peso  del  corarianie*. 
La  differenza  P^-IIa  {che  si  definisce  come  peso  b"deltrrmiv 
considerato  {*))  ha  dunque  lo  stesso  valore  in  offmi  termine dtlt^ 
variante  ■!>.  Ktaa  è  inoltre  indipendente  da  b,  e  n  ha: 

p,  -  n,  =  p,  -  n,  = ...  =  p,  -  n,  =  T, 

essendo  i  il  peso  del  covariante  4*. 

Questo  teorema  si  esprime  spesso  dicendo  che  la  fanxìone  ^i 
isobarica  (cioè  di  egiial  peso  in  tatti  i  aaoi  termini)  rispeuo  a  eii- 
scuno  degli  n  indici  1  ,  2  ,  ... ,  n. 


Vote  ed  Eseroisi. 


f{x,,x,)=^A_^^^x,^x,\ 


TJelU  mp|>r«iaii tallona  ordinaria  della  forma  binaria  ai  distinfcaoiio  i 
dlveni  coefficienti  col  eolo  secondo  indica,  ponendosi  p.  e*.  : 

cosieclià  Hi  scrive: 

Consegnali  temente  a  ciò  non  si  parla  che  di  un  tolo  peto  (quello  da  oti 
chiamato  sopra  secondo  peso)  attribuendo  ad  ogni  cuefBriente  un  f»> 
aguale  al  eno  indice,  cosiccbà  nn  prodotto  qnalanqaa  di  coefficienti  p  timi: 


avrà  per  peso  : 

Olio  +  lO]  +  2 
2.  Pertanto,  se  : 


*=y]'='J'«"°^>°'-P«''' 


(*)  Coil,  ad  esempio,  il  termine  A|„A,|,B,„i,i,i:,j(,s,»  avrà: 
per  primo  peso  :  1  +  8.3  +  8  —  1  —  1    =8 

per  secondo  peio:  2  +  8.1  +  1  —  1— 2.1  =    8 

pel  terso  poso  :  8  +  B.8  +  0-1-0    =11, 

onde  eeio  non  potrebbe  essere  termine  di  alonn  covariante  ternario. 
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«o  +  a, +  o,  +  ...  +  n„  = 

a,  +  23,  +  3«,  +  ...  +  m«„ 

-  (art.  1170)  dato  dallft  formola  : 


(T) 


0.»- 


DalU  (i)  emerge  che  il  peso  di  un  invariante  qualunque  è  sempre  an 
numero  intero  e  fusitivo;  onde  segue  poi  dalla  (e)  che  una /orma  binaria 
di  ordine  ditpari  non  può  mai  avere  iavarianli  di  grado  diipari. 

8.  Per  uoa  forma  fondamentale  quadratica /=Por,'  +  Bp, ai, '«i  +  Sp,!*,* 
'  '      '         '"         *     '9  (di  grado  2  e  poso  2): 

ma  non  esistono  covarianti  con  una  sola  serie  di  variabili. 

4.  Pei  la  forma  fondamentale  Rabica:  /  =  I>sa^i' +  ^l'i'^i'i'i  4*  SPt^i' 
+  }>i*i'i  bì  ha  un  solo  invariante,  di  grado  i  e  peso  4,  cioè  il  discrimi- 
nante (cfr,  art.  940)  : 

A  =  MPoPì  - Pi^ìi-Pi Ps  - P»*)  -  CPoPs  -  PiPtY- 
Si  hanno  inoltre  i  due  covarianti  ; 

H  =  {poPi  -  J>i*Ja:,*  +  (poPs-PiPt)'^iXi  +  {piPa  ~Pì*) 
che  6  l'Heisiano  di  /  (cfì-.  §  14),  a 

-3(PoPjPs-2piVs+PiP»*)^iV-CPoPii*-3PiPiPj+2Pi*)V 

eh»  è  l'Iacobiano  di  /  e  di  H  (cfr.  §  18). 

Si  potrebbe  poi  dimostrare  che  ogni  altro  covariante,  contenente  la  sola 
serie  di  variabili  z,  ,  x, ,  si  può  esprimere  come  fuaiione  razionale  intera 
delle  quattro  forme  /,  H,  Q,  i. 

5.  Verificare  che  fra  le  quattro  forme/,  H,  Q,  A  ha  luogo  la  relas  ione  ■ 

6.  Per  la  forma  fondamentale  del  4°  ordine  : 

f^Po^^i*  +  4jt>,a!i^a:j  +  Gp^f^x^^  +  ip^x^x,'  +PiX^*, 
oltre  ai  due  invarianti  (cfr.  pag.  611): 

»=PoP.-JPiP»  +  3p,» 
ed 

J  =  P»Pi  Pi  +  2p,  PiPi  -  Pi'  -  PoPs»  -  Pi*p,  , 
si  hanno  i  due  covarianti  : 

^=ÌPoPì  -J'i  "''"=1^ +^iP»P»~PiPtW^i+(Pi,Pt + 2PiPj-3pi*}a;,*a:,* 
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che  6  THesBiftuo  di  /  (cfr.  §  IJj,  □ 

+H-PoP3Pi+^PiPtPt-^Pip/)''i''^* 
+  (Dp,  P(»  -i>4*Po-  2p,  pj  P*-  6p3*pi)^i  V 

che  è  l'Iaeobiano  di  /  e  di  H  (cfr.  g  18). 

Anche  qui  ai  potrebbe  dimostrare  {*)  che  Ofinì  altro  coTariant*  di  /. 
coDteDanie  1»  hoIil  serie  ili  viiriabili  x,  ,x,,  fi  paù  esprìmete  come  fui- 
liono  raiìonale  intera  delle  cinque  forme/,  H,  T,  I,  J. 

7,  BioonoBcere  ohe  le  cinque  forme  /,  H,  T,  t,  j  aouo  legate  dall»  re- 
lacione  ; 

§  13.0  _  Oorarlante  Jecoblano  del  »l»l«Dia  di  n  farine  n"'. 

1172.  Siano  f,  ,ft , ... ,  f„  n  forme  n"^'  fondamentali  qnalMvo- 
frliano  contenenti  la  serie  di  variabili  x,  ,  a:,  , ... ,  i„.  Il  determi- 
nante formato  colle  derivate  prime  delle  f  rispetto  alle  singole 
variabiU  : 


(f,U   V,),, 


f,).. 


(/■„).  (/■.).. 


(/•.)-. 


cbe  indicheremo  brevemente  con  y  e  si  cliiaraa  il  JacoUano  delle 
fi'fit  ■■•  I  ^n  t  *  ""  covariante  del  sistema  delle  forme  fondameo- 
lali  f,,f,,  ... ,  f„. 

Per  dimostrare  ciò  ci  serviremo  de)  principio  evidente  che  « 
il  prodotto  di  due  forme  e  una  di  esse  godono  della  proprietà  i»- 
variantiva,  deve  godere  di  tale  proprietà  anche  l'altra  forma.  Se 
dunqne  5i  i  E» ,  —  i^n'i^ì  >  Is  >  —  *  ''in  >  —  =  "i  »  "«  i  —  .  '■*«  s"""  " 
nuove  serio  di  variabili  cogredicoti  (art.  1118)  alle  x,  ,x«,...,x,i 
bastcrji,  per  dimostrare  quanto  si  è  asserito,  far  vedere  che  il  prO" 
dotto  (••)  : 

J-(5)5...  w) 

6  an  covariante  ;  poicht:  (^n; ...  u)  è  gJA,  come  sappiamo  (art.  1163), 
un  covariante. 

Infatti,  eseguendo  il  prodotta  del  dne  determinanti  J  e  (|il-.-<<'> 
colia  regola  ordinaria  di  moltiplicazloDe,  si  trova  stibìto  (cfr.  w- 

(*j  ter  questa  dimoalraiione,  coma  per  1' analoga  precedente,  ai    letK^ 

l'opera  del  CUbich:  Thcorit  der  btnartit  algthraitehtn  Foi-mta.  (LeipiÌK  1^^> 

('•;  D'ora  ÌDuaDii  acriveremo  por  brevità  (5ii...to)  in  Inoffo  di  S±5|'u-»ir 
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ticolo  1145): 

(5l  ...'«)•  J  = 


Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  voleva:  poiché  il  secondo  membro 
è  Tin  aggregato  razionale  intero  di  forme  dei  tipo  D^r/'j,D^/"j ,..., 
e  ciascuna  di  queste  è  gi&  per  sé  stessa,  come  si  h  già  notato 
(art.  11€(),  un  covariante  assolato. 

117^^.  Per  determinare  il  peso  -  del  covariante  J,  basta  appll- 
caro  In  formola  dell'art.  1170.  Oppure  sì  può  osservare  clie,  es- 
sendo (^i;...  4d)-J  an  covariante  assoluto,  ed  essendo  (art.  116'J) 
il  fattore  (^ij ...  u)  un  covariante  dì  peso  —  1,  il  secondo  fattore 
dev'essere  evidentemente  del  peso  t  =  I. 

Hot»  «d  Eiercisi. 

1.  So  si  hanno  tre  formo  ternarie /,  i/ii/)i  1^  tre  equasioni  : 

f,(pc,  ,  X,  ,  i,)=0  ,  /•,(!,  ,  X,  ,  »J=0  ,  /,(x,  ,  X, ,  x,)=0        (a) 

TBppreHsntBiio  tre  cnrve  piane  in  coordinate  omogenee  x,;x,:^,,a  l'equa- 
lione  J=0  rappreeenta  il  luogo  di  quai  punti  del  piano  le  cui  rette  polari 
rispetto  allo  tre  carve  fa)  passano  per  uno  stesso  pnnto. 

■2.  Se  le  forme  /,  ,  f,  ,/,  sono  quadratiche,  le  curve  (a)  sono  tre  conioho 
e  la  curva  J=.0  è  una  cnrva  del  terz'ordine.  Si  dimostri  che  le  di  un  punto 
qualunque  di  J  ti  prtndanù  te  polari  riipetlo  alle  Ire  coniche,  ette  t'iaeonlrano 
in  un  altro  punto  della  tUna  3. 

8,  Dimostrare  che,  aa  le  tre  coniche  hanno  un  triangolo  conjngato  in 
comune,  la  Jacobiana  si  spezza  in  tre  rette  coincidenti  coi  lati  di  questo 
triangolo, 

4.  Dimostrare  che,  ae  )e  tre  coniche  hanno  dne  punti  in  comnue,  la  Ja- 
cobiana  si  spezza  in  una  conica  e  nella  congluni^ente  i  due  pnntì. 

5.  Sa  dunque  si  considerino  i  cerchi  del  piano  come  coniche  passanti 
per  due  punti  fissi  (i  punti  ciclici  all'infinito);  (efr.  pa^.  675,  Nota  7*]  e  si 
ricordi  che  la  Jacohiana  di  Ire  curva  pana  (cfr.  pag.  B82,  Nota  B*)  per 
ogni  punto  comune  alle  tre  curve,  si  riconosce  sabito  che  ia  Jacobiana  di  ire 
cerchi  ti  compone  della  retta  alCinJinito  e  di  un  cerchio.  Hi  costruisca  l'equa- 
eìodo  e  si  studino  le  proprietà  di  quest'ultimo  cerchio. 

R.  Btconoscere  che,  so  le  tre  coniche  appartengono  ad  uno  stesso  fascio, 
la  forma  Jacobiana  è  nulla  idenli:amente.  È  vera  la  proposizione   reciproca  ? 

§  li."  —  Oovarlante  HeaslaDo  di  una  forma  n'''". 


Essendo    ora    data     l' nnica    forma 
,  ...  ,  x„),  si  consideri  il  determinante: 


r„"  A." 
fn"  r„" 


Ini       Ini 


fi." 
f,." 


fondamentale 
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(formato  colle  derivate  seconde /i;=Da,_D^/)  cbe  bI  chiama  l'ifei- 
ttano  di  f.  Vogliamo  dimostrare  che  fi  6  an  covariante  di  f. 
Se  poniamo  per  od  momento  : 


8l  pnò  scrivere  : 


!./  =  /■, !>../■  =  /•.< 


K.A    D.A 


"./.   i 


".r.  D,r. 


■>•■'■- 


onde,  Be  ^  ,Y, (g  sono  anche  qnl  n  nuove  serio  di  variabili 

alfatto  indipendenti  fra  toro  e  dalia  serie  x,  si  ha  : 


D.y.  !>.>/■■  ■ 

«'l-»)-H= 

e  moitiplicando  ancora  per  (^);  ...  <t>)  : 


D,sr, 


(5ri...c«)>.H  = 


D.,I'.'/     "-.DW 


D^. 


»™D,if   E.-D.,/ 


D^D^r  I 


Il  prodotto  (5>I ...  »j)*.H  è  donqnc  on  covariante  assoluto,  poiché 
ogni  elemento  dell'ultimo  determinante  (polare  mista  di  f)  è  vn 
covariante  assoluto  (cfr.  art.  1161).  Poiché  (Jtj  ...  w)*  è  un  cova- 
riante di  peso  ~2,  si  conclude  cosi  che  H  è  an  covariante  di  ^ e 
che  il  suo  peso  è  uguale  a  2. 


Hot*  «d  Eisntisl. 

1.  Dimostrare  che  ia  curva  BesBÌana  (H=0)  della  carva  piana  /^x,  ,x,, 
X,)  =  0  passa  poi  punti  multipli  di  quest'ultima,  cioè  per  oftoi  ponto  x^: 
X,  :  X,  del  piano  che  soddisfi  simultaneamente. lo  eiuasioni  : 

A  =  o  ,/'.  =  o,/,=o. 

2.  Se  /(z, ,  z, ,  x^)—0  è  una  oiirvk  di  ordine  ni,  la  curvt  di  ordine  h-1 

'Jifi  +  !//*  +  y/a  ^  0 

si  dice  ]a  prima  polare  del  punto  y,  '-g,'-»,  rispetto  alla  curva  /=!).  Si  di- 
mostri che  la  Jltfiana  i  il  luogo  dei  punti  mnltipli  delle  prime  polari. 

A.  Più  tteneraltnenta  sì  definisce  come  polare  k""  {o  lii  oHiiw  m  — k)  dal 
punto  y,  :y,  :y,  rispetto  alla  ourva,  di  ordine  in,/{x,  ,  x^  ,  X|>=0,  la  cncTs: 


11',/=  0. 
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Si  dimostri  che  la  Hutxana  di  una  curvo  i  il  luogo  di  juti  punii  le  cui  eo- 
niche  polari  ritpttlo  alla  curva  *t  iptxtano  tn  dut  rtlte. 

4.  Affiackè  una  forma  binaria  f(x,  ,  x,),  di  ordina  m,  $ia  la  pottma  m"" 
di  uno  forma  linttiri,  \  nttcttaria  e  tvffieienlt  ch«  ti  annuiti  identicammle  la 
ma  Htttiana. 

§  15.0  —  SUtema  completo  degl'invarianti  simultanei 
di  due  forme  quadraticlie  n'''". 

1175.  Siano: 

due  forme  quadratiche  n"'  composte  colia  serie  di  variabili   x, , 

Mediante  un'opportuna  sostituzione  lineare  delle  Xy , ... ,  x,,  con 
n  nuore  variabili  ^,  ,  ...  ,  g„ ,  si  potrà  ridurre  (art.  1126)  la  f  alla 
somma  dei  quadrati  delle  nuove  variabili,  cosicché  si  avrà: 

-  Fatto  cift,  mediante  uu'  opportuna  soBtitnzione  ortogonale  delle 
5,  ,  ..•  ,  S„  in  altre  »  nuove  variabili  X,  , ...  ,  X,,,  si  potrà  ridurre 
(art.  1138)  la  seconda  forma  9  alla  somma  P,Xj'  +  —  +  ?„X„^  nel 
mentre  che,  per  1'  ortogonalità  della  sostituzione,  si  avrà   anche  : 

r=  E.*  +  5.»  +  ...  +  IJ  =  X,'  +  X,*  -1- ...  +  x„«. 

Pertanto:  eaiite  una  soBtituzione  lineare  delle  Xj  ,  . . .  ,  x„  nelle 
X,  ,  ... ,  X„  per  la  quale  le  due  forme  quadratiche  f ,  9  aanimono 
la  forma: 

f=X,*+Xij*+  ...  +X„»  ,  <f=?,Xi»+3jX^*+  ...  +p„x„». 

1176.  Supponiamo,  per  maggiore  simmetria,  che  mediante  lu  so- 
stituzione lineare  : 

a:i  =  -riiXi+T,»Xj+... +-if,„X„ 

m 

'Cn=  YniX,  +  t:„,x,  +  ...  +  i:„„x„ 

le  due  forme  quadratiche  (1)  prendano  la  forma: 

/•=A,X,«+AjX,»+...+A„X„»  ,  5=BiX,»+B,X,«+ ... +B„X„»,  (1)' 

cosicché  resteranno  evidentemente  disponibili  altre  n  condizioni 
da  imporsi  arbitrariamente  alle  ^y. 

Sostituendo  in  (1)  le  espressioni  (2)  e  identificando  quindi  le  (1) 
colle  (1)',  si  ottengono  per  le  if^  le  seguenti  equazioni: 

ij  i.i 

5]''yT(i.T.>  =  A^ ,  5]ftyT:,^-rj>  =  b^.  (4) 
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Se  poniumo  per  brevirà  : 

a^tXj  +  fl(,a:a  +  -  +  ".„»;„  =  f/x,  ,  a-,  ,  ...  ,  xj 
6(,x,  +  t.jXj  +  ...  +  6,„a;„  =  s^(a?,  ,  a:^  ,  ...  ,  x„) , 
le  (-*))  si  possono  scrivere  : 

V./.(Y.v ,  -Tiv .  -)  ^  yf,Utu  .  T^v  :  ■•■)  +  -  =  0 

1,^9li^l^ .  Vìv  .  ■■■)  +  Yi,.9«(Tiv .  Ti )  +  ...  =  0 , 

d'onde  appare  cbe,  fissato  a  piacere  il  valore  di  v,  dev'è 

/'■(r.. .  T. )  ^  A(T.. ,  V?  ."■)  - 

OiCtiv.TfM'-)    ?*(t:ìv . Y*» . -) 

Si  ha  dimeno  il  sistema  delle  n  equazioni: 

("il  -  *^i)"f]v  +  {"i*  -  ^^iiht»  +  -  =  0 


,.  =X. 


(6) 


(n„i  -  '■''.,  ihiv-»-  («»i-  **«ì)"r!v  +  -  =  0 

dal  qnale  segae  : 

j  —  X6,,     fljj  —  Xt,,     .  .  .     a,„  —  i&,„  j  =  0. 
1,  -  'kb„     (ij,  -  i6-,     ...     Oj.  -  /.èi_ 


-  X6„.     a„g— X&,,,    .  .  .    a,,„— À6„, 


Se  i,  ,),,...  ,  ì.,,  sono  le  n  radici  di  quest'  ultima  ei]tiAZÌonc 
(corrispondenti  risp.  ai  valori  1  ,  2 , ...  ,  n  dell'indice  v),  le  eqna- 
zionì  (6)  moltiplicate  risp.  per  -jn  ,  y»,  ,  —  ,  t,n  ,  sointoiite  quindi 
membro  a  membro  e  paragonate  colle  (3)  e  (4)  ci  danno  : 

A,-X,B,  =0,  Aj-ì,B,  =  0,  ... ,  A„-).„B„  =  0.  (8j 

1177.  Sia: 

Eo  ~  Ej!  t  Ej>.*  -  ...  ±  E„X"  =  0  t7>' 

l'equazione  (7)  ordinata  secondo  le  pocenze  crescenti  di  X.  Poicliè 
il  primo  membro  di  (7)  altro  non  è  che  il  covariante  Hessiano 
della  forma  /  +  X^  (la  quale  si  cangia  in  f^  +  ì,f,  por  una  trasfor- 
mazione lineare  clie  cambi  f  in  f^  e  ?  in  9,),  si  riconosce  agevol- 
mente che  /  coefficienti  E,, ,  E,  ,  ...  ,  E„  sono  altrettaati  invarianti 
aimttUanei  ^elle  due  foì'me  fondamentali  f  e  ^. 
In  particolare  : 

Ea-;Ì±a,ifl„  ...  a„„  ,   E^=2±&ii^M  -  *»n  (9) 

»ltro  non  sono  che  i  loro  rispettivi  discriminanti. 

1178.  Supporremo  ora,  come  è  sempre  lecito  (art.  1175),  che  sìa 
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B,=B,=...*B,=I,  cMicohè  le  (8)  ci  danno  A,=l.,  ,  A^-X^ ,...,  A„=).„ 
o  per  con§egaeiisii  la  trasrormazjone  (2)  fa  prendere  ad  f  &  ^  \& 
forma  : 

M.X,»+).X,»+  ...  +>„X„»  ,  9=X,«+Xs»+  ...  +X„*.  (10) 

Se  i  ='2,=^  TuTst  ■■•  Tn»  *  ■'  modale  della  trasforniazione  linea- 
re (2)  cosi  determinata  ed  E'„  è  Io  stesso  invariante  E„  coairnito 
per  la  trasformata  di  t;,  si  dovrà  avere,  essendo  E„  (art.  1164)  di 
peso  2  : 

E'„  =  i*-E„,     d'onde     1»B„  =  1 ,  (11) 

poiché  per  la  forma  (10)  di  q  si  ha  evidentemente  E'.  =  1. 

1179.  Ci6  premesso',  sia  ora  J(an  ,  a^^ ,  ...  ;  6(i  ,  6,,  , ..  )  an  Inva- 
riante Bimuttaneo  qaalanqne,  di  peso  i,  delle  due  forme  fonda- 
mentali/*  p  ^.  Per  la  proprielù  fondamentale  degl' invarianti  s! 
avrà,  tenni,  presente  la  (11): 


/O,.  .  a,,",."'  '*lt.  ;  ^11  I  ''li  J—i  *1n  V 

ji  «Si  >  *•*»  '"■'  <»»»  ;  *»i .  *t»  ."■»  f>i.,   I  = 


(i,  ,0  ,...,0  ;  1  ,0,..-,0V 
0  ,X,,...,  0  ;0,1  ,...,  o\ 
0  ,0  ,...,i„;0,0,...,  1/ 


Il  secondo  membro  di  quest'eguaglianza  è  una  fanzione  inlcra, 
evidentemente  simmetrica,  dello  n  radici  della  (7)'.  Easa  cì  dice 
dunque  cbe  ogni  invariante  simultaneo  J  (ovvero  il  suo  quadrato, 
se  il  peso  di  J  sia  dispari)  si  pud  esprimere  sotto  la  forma: 

,^y(E.,E,,..,E...,E.)  ^,^^ 

essendo  k  un  esponente  intero  ed  F  simbolo  di  una  funzione  in- 
tera a  coefficienti  numerici. 

1180.  Noi  possiamo  però  dimostrare  che  la  F(Eo  ,  E, ,  .  . . ,  E,) 
dev'essere  identicamente  divisibile  per  E„\  Infatti  si  può  sempre 
scrivere  : 

P(E(, ,  E,  ,  ...  ,  E„)=E„.F,(E„  ,  E.  , ... ,  E„).fFj(Eo E„.,)  , 

separando  quei  termini  di  F  che  contengono  il  fattore  E„  da  quelli 
che  non  lo  contengono;  onde  si  avrà  fra  le  Oy  e  b^^   l'identità: 

F,(Eo ,  ...  ,  E„.,)  =  E„''J  -  E„-P,(Eo ,  E,  , ... ,  E„). 

Dalla  condizione  E„=0  imposta  alle  Oy  ,  ii^j  seguirebbe  dunque 
necessariamente  Fg(Eo  ,  ...  ,  En_,)--0.  Ora  ciò  è  assurdo,  poiché  gli 
«  +  1  invarianti  simultanei  !!„  ,  E,  ,  . . .  ,  E„  sono  fra  loro  indipen- 
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denti  (come  mostreremo  fra  poco),  cioè  possono  assumere,  dispo- 
nendo opporttinamentc  delle  a^-,&M>  >iltrettanli  valori  fissati  a 
piacere  indipendenti  fra  loro. 

Sarà  danqne  identicamente  (cioè  qualunque  siano  le  z^  ,  z, ,..,  z^jl: 

cosicché  la  (12)  prende  la  forma  piit  semplice  : 

_     P,(Eo  ,  E,  ,  ... ,  E„) 
j __^„ . 

Procedendo  ora  allo  stesso  modo,  si  finirà  per  concludere  che 
il  covariante  simultaneo  J  »i  pvb  sèmpre  esprimere  come  una  fun- 
zione razionale  intera,  a  coefficienti  numerici,  degli  n  +  1  inonrtnnfi 
E„  ,  E,  , ...  ,,E„. 

1181.  Imaf^intamo  di  prendere  come  caso  particol.-»re  : 
**«  ~  *i  I  ^ii  =  P<  >     °  P^^     *  ^J  '■  ^0  ~  ^ij  =  Oj 
essendo  a,  ,  ...  ,  a„  ,  g, , ... ,  p„  dei  uomeri  arbitrarli.  "       * 

Sostituendo  questi  yalori  nel  determinante  (7),  st  vede  che  in 
questo  caso  si  avrà  identicamente  rispetto  a  X  : 

E,  -  E,X  +  EjX*  f  ...  ±  E„X" 

=  («,-xp.x<x,-xp,)...(«„-xpj 

=  t*tX,-X)(X,-X)...(X„-i) 
dove: 

^=M.-K.  i,  =  g.,...,x.  =  |. 

Scegliendo  opportunamente  le  a  e  p,  si  potrà  dunque  fare  in 
modo  che  i  numeri  ;i ,  X,  , ... ,  X„ ,  e  quindi  anche  i  numeri  Eg  , 
E,  , ...  ,  E„  ,  assumano  dei  valori  fissati  ad  arbitrio,  come  restava 
a  dimostrare. 
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